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Vorwort. 



Die Mathematik mufs als Wissenschaft zu völkerumfassender Ver- 
ständlichkeit für die Fachgenossen Zeichen und Kunstausdrücke haben, 
welche in den Sprachen der gebildeten Völker möglichst übereinstimmen; 
so dafs der Mathematikstudierende imstande ist, z. B. ein in portugiesischer 
Sprache geschriebenes Lehrbuch der analytischen Geometrie durchzuarbeiten, 
ohne portugiesisch zu verstehen.*) 

Die Mathematik wird aber auch als Bildungsmittel in den Schulen 
benutzt. Da hat der Lehrer dem Schüler die neuen Vorstellungen und Be- 
griffe zu bringen rein in seiner Muttersprache ausgedrückt, nicht eingehüllt 
in ein auch erst noch zu erklärendes und zu lernendes Fremdwort. Wer 
beim mathematischen Unterrichte in den Volksschulen und in den mittleren 
Klassen der höheren Schulen fremdsprachliche Kunstausdrücke braucht, er- 
schwert sich unnötigerweise das Einführen in das Verständnis des dem 
Schüler neuen Lehrgegenstandes und erweckt in vielen Anfängern, weil sie 
die eigenartige Kunstsprache nicht sogleich unmittelbar auffassen, eine 
Abneigung, die gerade bei diesem Lehrfache von folgenschwerster Bedeutung 
ist. Die Zeit zur Gewöhnung an solche Kunstsprache ist von Übel. 

Es setzt die Volkssprache der Aufnahme von Fremdlauten Widerstand 
entgegen. Dieses Widerstreben spricht sich in der Umwandlung aus, welche 
die wirklich unter das Volk gebrachten Fremdwörter erlitten haben. Aus 
qttadratum ist deutsch Quadrat, englisch sqmre, französisch carre geworden; 
nur Spuren des Stammwortes sind gerade in den beiden Sprachen, welche 
dem Lateinischen nahe stehen. Wiewohl die Franzosen subtrahere als sous- 
iraire sich schon mundgerecht gemacht haben, brauchen sie bei weitem 
häufiger retrancher, und ähnlich verfahren sie in vielen Fällen. Auch wir 
haben so manches mathematische Fremdwort schon längst verdeutscht: 
Triangel, Rectangel, Perpendikel, Diameter, Chorde sind seit langer Zeit 
verschwunden, und für Hypothesis, Thesis, Parenthese, Polygon sind Vor- 
aussetzung, Behauptung, Klammer und Vieleck in Gebrauch genommen. Wir 
sagen: Kegel, trotz der Übereinstimmung im Englischen cone, Französischen 
cöne, Italienischen cono, — Halbkugel, trotz hemisphere, hemisphere, emisferOy 



*} Solches Buch ist in der Üniversitäts-Bibliothek in Göttingen. 
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IV Vorwort. 

— lieber Würfel, als Kubus, trotz cube, ctibe, cuho, — und, auf einem höheren 
Gebiete, nicht mehr Focus, sondern Brennpunkt, trotz focuSj foyer, fuoco. 
Dies mögen genug Beispiele sein für das längst sich vollziehende Aufgeben 
der Fremdausdrücke für den Unterricht. Wir haben nur noch einige 
Schritte auf dieser Bahn weiter zu gehen, namentlich zur Hebung des grund- 
legenden Anfangsunterrichts. — Die Mathematiker können unter sich die 
Weltausdrücke weiter brauchen; das unterrichtete Volk zwingt, einheimische 
Wörter anzuwenden. In den oberen Klassen der höheren Schulen aber, 
wo die Schüler die mathematischen Begriffe aus jahrelanger Übung kennen, 
wird man, zumal dort die Schüler Sprachkenntnisse besitzen, auch der 
fremdsprachlichen Fachausdrücke sich bedienen, um den höher zu bildenden 
Schülern neben den mit der Mathematik sich weiter beschäftigenden die 
Kunstausdrücke der Wissenschaft geläufig zu machen. 

Die deutschen Ersatzwörter sollen den Fremdausdrücken begrifflich 
mindestens gleichwertig sein. Schon vor Jahren hat man für Cylinder 
„Säule", für Prisma „Kantensäule" in Vorschlag gebracht. Es sind aber 
die Säulen der Baukunst keine Cylinder. Eine Säule hat etwa in der Höhe 
unserer Augen den gröfsten Querschnitt; sie wird nach unten ein wenig, 
nach oben recht erheblich schmaler. Ich sah einmal mäfsighohe Säulen ai 5 
Thon, die wirkhch Cylinder waren. Sie machten schon den dickköpfigen 
Eindruck, wie eine umgekehrt aufgestellte Leiter (die längste Sprosse oben). 
Auch „Walze" ist für Cylinder ungeeignet. Eine Walze wird stets liegend, 
der mathematische CyUnder gewöhnlich stehend gedacht; auch pafst Walze 
und Säule nicht für den schiefen Cylinder, dessen Schnitte, rechtwinklig zur 
Achse, Ellipsen sind. Es kann Cylinder als eingebürgert betrachtet werden. 
(Lampencylinder.) — Bei Anwendung von „Kant" für Prisma kommt der 
Widerspruch: ein „Dreikant" hat 9 Kanten, ein „Vierkant" 12 Kanten. Prisma 
und Pyramide sind beizubehalten. — Das stets von den Schülern beim ersten 
Hören belächelte Wort „Parallelepipedon" ist gewifs schon manchem Lehrer 
lästig geworden. Es kann, aus der Gesteinkunde, „Spat" nicht dafür gesetzt 
werden; weil „Spat" nicht eine bestimmte Gestalt bezeichnet, sondern auf 
Spaltbarkeit sich bezieht: „Spat, spätig ist deutlich spaltbar, blätterig". — 
Die Verkürzung des siebensilbigen Wortes in „Parallelflach" macht offen- 
barer das Unbestimmte des ursprünglichen Namens: viele Körper haben 
paarweis parallele Gegenflächen, z. B. die regelmäfsigen Körper (aufser dem 
Tetraeder) und die durch Abstumpfen aus ihnen hervorgehenden. Mit „Spat" 
fällt auch der Vorschlag „Spateck" für Parallelogramm, und „Gleichlaufs- 
viereck" ist eine verunglückte Verdeutschung. Fast alle geometrischen Lehr- 
bücher geben an „Rhombus oder Raute", brauchen dann aber immer nur 
„Rhombus", einzig ausgenommen (soweit mir bekannt) das Lehrbuch von 
Ziegler (Landshut, 1870), welches jetzt kaum noch im Buchhandel ist. Sollten 
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Vorwort. V 

wir da nicht R. Grafsmann beitreten, welcher in „Weltleben" 1881 (S. 272 
u. f.) Parallelogramm durch das fast vergessene, daher in seiner früheren 
Bedeutung erloschene altdeutsche kurze Wort „Raute" ersetzt? Das gleich- 
seitige Viereck braucht wie das gleichseitige Dreieck keinen besonderen 
Namen. Für „Parallelepipedon" ist dann das mühelos auszusprechende, be- 
griffsstrenge Wort „Rautenprisma" gewonnen. 

An das „gleichseitige Viereck" anschliefsend, weise ich hin auf die in 
vorliegendem Buche vollzogene Einführung des (durch je zwei anstofsende 
gleiche Seiten) „gleichschenkligen Vierecks". Dies bringt mehrere Vorteile. 
Der Lehrsatz : „Im gleichschenkligen Viereck halbiert die Mittellinie die beiden 
Winkel und die andere Eckenünie und schneidet diese rechtwinklig" — giebt 
sofort die Lösung der Aufgaben: eine Strecke und einen Winkel zu hal- 
bieren, eine Senkrechte auf eine Gerade zu fällen, ferner den Satz über die 
Berührungslinien von einem Punkte an einen Kreis und den von der Stellung 
der gemeinsamen Sehne zweier sich schneidenden Kreise. 

Die Forderung, aus Unterrichtsgründen die Weltausdrücke der .Wissen- 
schaft einstweilen beiseite zu lassen, trifft zusammen mit dem jetzt endlich 
allgemein gewordenen Streben, die deutsche Sprache von unnötigen Fremd- 
^'jörtern zu säubern. Wie hierbei die Macht der Gewohnheit die Besserung 
hemmt, wird es auch manchem Lehrer schwer fallen, für die ihm geläufigen 
Bezeichnungen neue Ausdrücke sich einzuüben und sie anzuwenden. Aber 
sollten wir Lehrer aufgehört haben, etwas lernen zu wollen, und unsern 
Schülern zuliebe zur Förderung des Unterrichts uns der Mühe zu 
unterziehen nicht bereit sein? — Durch die Verfügung vom 4. Januar 1889, 
abgedruckt im Centralblatt für die gesamte Unterrichtsverwaltung in Preufsen 
(1889, Seite 228), macht das Königl. Provinzial- Schulkollegium von Posen 
allen Lehrern seines Amtsbezirks zur Pflicht, die von der Posener Direk- 
torenversammlung gefalsten Beschlüsse (Verhandlungen von 1888, Seite 220 
u. f.) in Betreff der Gewöhnung der Schüler an den Gebrauch eines reinen 
Deutsch zu befolgen, strenge Aufmerksamkeit auf Sprachreinheit in allen 
mündlichen und schriftlichen Leistungen der Schüler zu üben, sich selbst 
aller entbehrlichen Fremdwörter im Unterrichte, in den Jahresberichten der 
Anstalt und in den Beilagen zu denselben zu enthalten und so ihren Schülern 
ein gutes Beispiel zu geben. 

Wie weit der Gebrauch eines reinen Deutsch in der Raumlehre mög- 
lich ist, zeigt das vorliegende Lehrbuch. Nicht alle Fremdwörter sind aus- 
gemerzt; nur die, für welche ein guter deutscher Ausdruck sich darbot. Die 
Fremdausdrücke sind unten auf der betreffenden Seite angegeben. 

Die niederländische Sprache hat für „Paragraph" Lid, d. i. Glied. Da 
dies Wort in „zergliedern" schon in dem Sinne gebraucht wird, erschien 
es einführbar. 
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VI Vorwort. 

Die jedem Gliede des Lehrbuches beigefügten „Übungen" sind zur 
Auswahl vorgelegt. Der Vorrat wird hinreichend sein, dafs der Lehrer, 
auch an Anstalten, in welchen der mathematische Unterricht eingehender 
behandelt wird, in einigen Jahren mit den Aufgaben wechseln kann. Das 
grofs Gedruckte ist an jeder Art der höheren Lehranstalten durchzunehmen 
und gut einzuüben. 

Ein Nachschlage-Verzeichnis in Bachstabenordnung am Ende des 
Buches erleichtert das Aufsuchen wichtiger Sätze und Aufgaben, sowie der 
Erklärungen. 

Das Buch ist hervorgegangen aus dem Streben, unsern Schülern die 
Behandlung eines der wirksamsten Bildungsmittel des Geistes zu erleichtern, 
— auch diesem Unterrichte etwas von der „entsetzlichen Dürre und ent- 
sprechenden Erfolglosigkeit" zu nehmen, — den Schülern schon auf niederen 
Stufen des Lernens zu dem Wohl- und Kraft-Gefühl zu verhelfen, welches 
die Freude an eigenem Schaffen gewährt. Möge das Buch bei den Lehrern 
williges Entgegenkonmien finden und sich ihnen als ein brauchbares Lehr- 
mittel erweisen! 

Berlin, im Juni 1890. 

Hermann Martus. 
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1. Glied. Einleitung« 

1. Denke dir einen Würfel. Aus welchem Stoffe derselbe bestand, 
ist uns gleichgültig. Wir betrachten nur seine Gestalt, die er durch seine 
Grenzen in unserer Vorstellung hat. Er wird begrenzt von 
6 Flächen: unten die Grundfläche, an den Seiten herum 4 
Seitenflächen und oben die Deckfläche. Die gesamte Begren- 
zung eines Körpers heifst seine Oberfläche. Je zwei benach- 
barte Flächen treffen sich in einer Kante; je drei benachbarte 
Flächen bilden eine Ecke. Der Würfel hat zweimal 4 Ecken 
und dreimal 4 Kanten. *^' 

Betrachten wir eine der Grenzflächen für sich. Sie wird begrenzt von 
4 Linien, die am Körper Kanten hiefsen. Je zwei benachbarte Linien 
treffen sich in einer Ecke. Die Grenzflächen des Würfels sind Vierecke. 
Die Grenzlinien heifsen die Seiten des Vierecks und die gesamte Umgrenzung 
sein Umfang. 

Jetzt denken wir nur eine der Grenzlinien allein. Die Linie wird be- 
grenzt durch einen Punkt. Sie hat zwei Endpunkte. 

Bei den Seiten des Vierecks begrenzt derselbe Punkt die beiden sich 
dort treffenden Linien. Also ist die Zahl der Eckpunkte der Fläche die 
Hälfte von viermal 2 Endpunkten. Am Würfel ist jede Viereckseite auch 
Grenzlinie der nächsten Fläche. Daher ist die Zahl der Kanten die Hälfte 
von sechsmal 4 Seiten, das sind 3 • 4, also 12. Die 6 Vierecke einzeln 
würden sechsmal 4 Eckpunkte haben. Die Spitze jeder Würfelecke ist 
Eckpunkt in drei Grenzflächen. Folglich ist die Zahl der Würfeleckpunkte 
der dritte Teil von sechsmal 4 Eckpunkten, das sind 2 • 4, also 8. 

2. Der hierneben dargestellte Körper wird oben von 4 Flächen und 
unten auch von 4, also von 8 Flächen begrenzt und heifst danach Acht- 
flächner. Der Würfel ist ein Sechsflächner. Der Achtflächner 

hat oben 4 Kanten, in der Mitte herum 4 und auch unten 
4, also dreimal 4 Kanten, wie der Würfel. Er hat aber nur 
6 Ecken. Jede Ecke dieses Körpers wird von vier Flächen 
umschlossen. Der Würfel hat dreiseitige Ecken. Die Grenzen 
des Achtflächners sind Dreiecke. Die 8 Dreiecke für sich wür- 
den achtmal 3 Seiten und 8 • 3 Eckpunkte haben; die Zahl 
der Kanten des Körpers ist daher V2 • 8 • 3, das sind 4 • 3, 
also 12; und die Zahl seiner Ecken V4 • 8 • 3, also 6. Bei ^. ^^ ^ 

diesen beiden Körpern ist die Zahl der Ecken des einen '*^' 

gleich der Zahl der Flächen des andern; die Anzahl der Kanten stimmt 
überein. 

May in 8, Banmlehre. 1. 1 
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3. Die vier Gröfsen. welche wir eben behandelten, Körper, Flächen, 
Linien, Punkte, sollen nun mit einander verglichen werden. Die obere 
Fläche des Würfels erstreckt sich ebenso weit nach hinten, wie der Würfel; 
sie ist auch ebenso breit wie dieser. Während aber der Würfel hoch eine 
gewisse Höhe oder Dicke hat, besitzt die Fläche keine Dicke; denn sie 
ist ja nur eine Grenze des Körpers. Die rechte Seitenfläche geht ebenso 
weit nach hinten, wie der Würfel, sie hat mit ihm gleiche Höhe, aber als 
Grenze des Körpers fehlt ihr die Breite. Der Würfel erstreckt sich nach 
den drei Hauptrichtungen, nach hinten, in die Breite und in die Höhe. 
Dasselbe gilt vom Achtflächner. Eine Fläche aber hat nur zwei Aus- 
dehnungen, die wir nach der Lage oder Stellung der Fläche verschieden 
angeben (z. B. beim Fufsboden und den Wänden des Zimmers): Länge und 
Breite, oder Länge und Höhe, oder Breite und Höhe. Der Fläche fehlt die 
dritte Ausdehnung, die Dicke.*) 

Da die Linie nur eine Grenze der Fläche ist, kann sie keine Breite 
haben; auch keine Dicke, da diese schon der Fläche fehlt. Sie besitzt nur 
eine Ausdehnung, die Länge. 

Nachdem beim Übergehen zru den folgenden Gröfsen schon 2 Ausdeh- 
nungen fortgefallen sind, geht nun auch die letzte verloren. Der Punkt hat 
als Grenze der Linie gar keine Ausdehnung. (Wenn wir die Stelle, an 
welcher wir uns einen Punkt denken sollen, mit Kreide oder Bleistift an- 
zeichnen, so ist die hingesetzte Marke stets ein Körper: Kreide- oder Gra- 
phit-Teilchen, w^elche, wenn sie auch sehr klein sind, doch noch ihre drei 
Ausdehnungen haben, die man mit einer Lupe deutlich sehen könnte.) 

4. Jetzt betrachten wir die vier Gröfsen in umgekehrter Ordnung: 
Punkt, Linie, Fläche, Körper. 

Denken wir uns einen Punkt fortbewegt, so ist der von ihm zurück- 
gelegte Weg eine Linie. (Die auf dem Papiere fortbewegte Bleistiftspitze 
liefert das Bild ihres W^eges.) Wenn der Punkt bei dieser Bewegung die 
ursprüngUche Richtung fortwährend beibehält, so ist die Linie eine gerade; 
ändert er fortwährend seine Richtung, so beschreibt er eine krumme Linie; 
ändert er nur von Zeit zu Zeit die Richtung, so entsteht eine gebrochene 
Linie (ein Zickzack); auch kann er in wechselnder Folge einen aus gerad- 
linigen und krummen Teilen gemischt zusammengesetzten Zug liefern. 

Bewegt man eine Linie so, dafs jeder ihrer Punkte einen neuen Weg 
zurücklegt, so beschreibt die Linie eine Fläche. Ist die Bewegung eine 
Drehung, so kann bei einer geraden Linie 1 Punkt stehen bleiben, bei 
krummen Linien 2 (und wenn die krumme Linie mehrmals durch eine 
gerade Linie hindurch geht, bei Umdrehung um diese auch mehrere Punkte). 
Ist die Linie eine gerade (z. B. die Kante eines Lineals) und bewegt man 
sie so, dafs jecjer, ihrer Punkte eine gerade Linie beschreibt, so entsteht 
eiae ebene fläche, eine Ebene. Verschiebt man aber die Linie so, dafs 
ihre Punkte auf demselben Wege hinter einander hergehen, so liefert die 
Linie nur ihre eigene Verlängerung, also keine Fläche. 



*) „Wie tief darf man mit einer Nadel in einen Körper hineinstechen, damit ihre 
Spitze nicht aus der Grenzfl^äche heraus und in das Innere des Körpers hinein gelange?" 
[Prof. Reidt.] 
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Figur 3. 



Wird eine begrenzte Fläche fortbewegt, so dafs jeder ihrer Punkte 
seinen eigenen Weg geht, so ist der von der Fläche zurückgelegte Weg ein 
körperiiches Raumstück, ein Körper. Verschiebt man aber die Fläche in 
einer Richtung, nach welcher sie Ausdehnung hat, so zieht sie nur in ihrer 
eigenen Erweiterung hin und liefert keinen Körper. 

Wird endhch ^in Körper fortbewegt, so ist der zurückgelegte Weg 
immer ein Körper. 

5, Führt man die Bewegung nicht willkürlich aus, sondern nach ge- 
gebenem Gesetze, so entstehen besondere Figuren. 

1) Ein Punkt soll in einer Ebene um einen Punkt derselben so her- 
umlaufen, dafs er immer gleiche Entfernung von ihm behält (wie ein 
Pferd, das an einer langen Leine um den Diener her- 
umläuft). Dieser Punkt beschreibt eine Kreislinie, einen 
Kreis. Eine Figur für diese Aufgabe läfst sich mittels 
eines Papierstreifens ausführen, durch den man mit 
einer Stecknadel einen Stich für die Bleistiftspitze ge- 
macht hat und den man mit der Nadel am festen 
Punkte auf dem Zeichenblatte festhält. (Das Herum- 
führen des Bleistiftes wird durch die die Nadel haltende 
hnke Hand nicht behindert, wenn man weit genug 
herum ausholt.) — ^ Der feste Punkt ist der Mittel- 
punkt des Kreises; denn die Entfernung von ihm bis 
zu Punkten des Kreises ist überall gleich gemacht. Zieht man von einem 
Punkte der KreisHnie aus eine gerade Linie durch den Mittelpunkt bis wieder 
an die KreisUnie, so hat der die Gerade beschreibende Punkt die Kreis- 
fläche ganz durchlaufen und der Kreis wird von der Geraden durchmessen. 
Solche durch den Mittelpunkt gehende Gerade, heifst ein Durchmesser, 
seine Hälfte, vom Mittelpunkte bis zum Kreise, ein Halbmesser des Kreises.*) 

2) Durch einen steifen Heftdeckel steche man mit eingefädelter Näh- 
nadel von der Rückseite her, nicht zu weit von der Mitte durch, ziehe den 
Faden nur wenig aus der Öffnung hervor, . 
steche dann in einiger Entfernung wieder 
nach hinten durch und knote die Faden- 
enden auf der Rückseite nicht weit von den 
beiden Stichen zusanimen, dafs der Faden 
noch ziemUch lose i^t. Nun spanne man 
ihn auf der Vorderseite mit der Bleistift- 
spitze straff und führe den Bleistift rings 
um die beiden Nadellöcher herum, so weit 
es der stets gespannte Faden zuläfst; dann 
zieht, die, Spitze eine länglich runde Figur, 
welche eine Ellipse genannt wird. Das Ge- 
setz, nach welchem die Spitze die krumme 
Linie beschrieb, ist, dafs an jeder Stelle die 
Entfernungen des Punktes von den beiden Stichen zusammen so grofs 
sind, wie die Länge des auf dem Blatte befindlichen Fadens. — Macht man 
den zweiten Nadelstich zu nahe bei dem ersten, so wird die Ellipse fast 




Figur 4. 



*) „Radius" ist Halbmesser. 
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kreisrund; und wollte man den zweiten Stich in den ersten versetzen, so 
mufs die Ellipse zu einem Kreise werden. Warum? 

3) Läuft ein Punkt in der Ebene um einen Punkt so herum, dafs er 
dabei sich von ihm gleichmäfsig weiter entfernt, so besehreibt er eine 
Spirale. In Figur 5 kommt der herumlaufende Punkt 
bei jed^m Vierlel-Umlaufe immer um 1 Millimeter weiter 
von dem in der Mitte stehenden Punkte ab. Solche Ge- 
stalt hat die feine Feder von Stahl in einer Taschen- 
uhr unter der Unruhe. Sie wird in enge Windungen 
zusammengezogen und dehnt sich wieder aus und läfst 
dadurch die Unruhe hin und her schwingen. 

4) Statt der beiden Punkte denke dir jetzt zwei 
gerade Linien, die frei vor dir schweben, als ob sie 
senkrecht herabhingen, und führe die eine um die still 
stehende andere immer senkrecht so herum, dafs sie von ihr stets gleich 
weit entfernt bleibt. Dann beschreibt die fortbewegte Linie eine Cylinder- 
f lache (Lampencylinder). 

" 5) Eine Cylinderfläche entsteht auch, wenn man eine Kreislinie aus 
ihrer Zeichenebene emporschweben denkt, so dafs ihre Punkte gleich lange 
gerade Linien beschreiben. Geht die Bewegung aus der Grundebene in 
schräger Richtung vor sich, so wird es eine schiefe Cylinderfläche. 

6) Bewegt man eine Fingerspitze so herum, dafs sie, so lange man 
still steht, immer wieder denselben Kreis durchläuft, und geht man nun, 

während der Finger im Rundlaufen fortfährt, eine 
Strecke gerade aus, so beschreibt die Fingerspitze im 
Räume eine Schraubenlinie. Führt man die rund- 
laufende Bewegung rechtsherum aus, wie die Uhrzeiger 
gehen, so entsteht eine rechtsgewundene Schrauben- 
linie (wie am Korkzieher), bei der in entgegengesetztem 
Sinne (die man bequemer mit der linken Hand macht) 
eine Hnksgewundene. Wie das Entstehen der Schrau- 
benlinie durch eine vorschreitende Bewegung angegeben 
wurde, betrachte man die beiden Figuren bei wage- 
recht liegendem Buche von dem dem Auge nächsten 
Punkte, dem Anfangspunkte an und verfolge ihren Lauf 
vom Auge fort. Dann erkennt man (indem man den 
Zeigefinger der rechten und der linken Hand ebenso 
bewegt), dafs die rechts gezeichnete rechts-, die linke 
linksgedreht ist. Auch wenn man die Figur von der entgegengesetzten Seite 
aus ansieht (wende das Buch um, so dafs die Schrift auf dem Kopfe steht), 
ist die Linie 7 rechts-, die Linie 6 linksgedreht. — Diese )irumme Linie 
befindet sich auf einer Cylinderfläche. Warum? — [Lies 5) noch einmal.] 

7) Dreht man eine Kreisscheibe um einen ihrer Durchmesser als Achse, 
so beschreibt sie eine Kugel. Dies kann man durch eine Münze zeigen, die 
man mit schneller Umdrehung auf dem Tische tanzen läfst. 

8) Liegt die gerade Linie, um welche die Bewegung der Kreisscheibe 
rund herum vor sich gehen soll, in der Ebene aufserhalb des Kreises, so 
liefert die Scheibe einen Ring. 



Figur 6. 



Figur 7. 
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6. Nach diesen Betrachtungen wird Folgendes verständlich sein. 

Das, worin wir uns mit allen Dingen befinden, mit der Erde, mit dem 
Monde, der Sonne, den Sternen und ohne Aufhören weiter — nennen wir 
den Raum. Da der Raum stetig (lückenlos) ist, so ist er überall teilbar. 
Ein ringsum begrenzter Teil des Raumes heifst ein Körper. Eine Fläche 
ist die Grenze eines Körpers; eine Linie ist die Grenze einer Fläche; ein 
Punkt ist die Grenze einer Linie. 

Ein Punkt hat keine Ausdehnung. Ein Punkt ist nur eine gedachte 
Stelle im Räume. 

Eine begrenzte Linie kann beliebig oft geteilt werden. Dabei können 
die Teilchen sehr klein werden. Jedes auch noch so kleine Teilchen hat 
2 Endpunkte und eine wenn auch aufserordentlich geringe Länge. Eine 
Linie hat unzählig viele Punkte. Man darf aber nicht sagen: eine Linie 
bestehe aus Punkten. Viele Punkte zusammensetzen, wäre ebenso, wie 
Nullen zusammenzählen. 

Eine Fläche kann überall durch Linien begrenzt werden. Sie hat also 
unzählig viele Linien. Aber sie besteht nicht aus lauter Linien. Durch 
Nebeneinanderlegen von Linien, die keine Breite haben, kann nie eine 
Breiten ausdehnung, also keine Fläche, entstehen. Ebenso wenig ist ein 
Körper^eine Zusammensetzung von lauter Flächen. Die Blätter eines Buches 
geben ihm die Dicke, weil sie Körper sind.*) Die kleinsten Teilchen eines 
Körpers sind immer Körper. 

7. Eine gerade Linie (die Kante eines Lineals) kann man um einen 
ihrer Punkte drehen, so dafs sie verschiedene Lagen im Räume einnimmt. 
In jeder Lage stellt sie eine gerade Linie dar, die wir schon vorher uns 
dort denken konnten. Daher: 

1) Durch einen Funkt sind unzählig viele gerade Linien möglich. Von 
diesen geraden Linien sagt man: sie schneiden sich. Der gemeinsame 
Punkt ist ihr Schnittpunkt. 

Wenn aber noch ein zweiter Punkt im. Räume gegeben ist, so kann 
die um den ersten Punkt gedrehte gerade Linie, die wir unbegrenzt ver- 
längert denken, nur in einer einzigen Lage durch diesen Punkt gehen. Eine 
krumme Linie (zu veranschaulichen durch einen gebogenen Draht) würde, 
ebenso behandelt, durch Drehen um die beiden Punkte sich noch in andere 
Lagen bringen lassen. Also gehen durch 2 Punkte viele krumme Linien der- 
selben Art. Als ein Grundsatz ist demnach hinzustellen: 

2) Durch zwei Funkte ist nur eine einzige gerade Linie möglich. Man 
kann mit scharf gespitztem Bleistift prüfen, ob die Kante eines Lineals eine 
gerade Linie ist. Wende nach dem Ziehen der Linie das Zeichenblalt, 
so dafs der ferne Blattrand nahe vor dir kommt, und ziehe an derselben 
Linealkante die Linie noch einmal. 

Aus 2) folgf, dafs zwei gerade Linien nicht zwei Punkte gemeinsam 
haben können; sie würden in die einzige gerade Linie, die zwischen den 
bdden Punkten allein möglich ist, zusammenfallen. Mithin: 



*) Mifst man am zusammengedrückten Schnitte eines gebundenen Buches die Dicke 
von 100 Blättern (200 Seiten), so findet man, dafs ein Blatt Druckpapier 0,07 oder 0,03 
Millimeter dick ist. 
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3) Zwei gerade Linien können sich nur in einem Funkte gehneiden. 
Die zwischen zwei gegebenen Punkten einzig mögliche gerade Linie giebt 
die Richtung von dem einen Punkte zum andern an. Dies sagt mit 
andern Worten der Grundsatz: 

4) Die gerade Linie ist der kürzeste Weg zwischen zwei Funkten. Sie 
bestimmt durch ihre Länge die Entfernung der beiden Punkte. 

8. Eine Ebene (die vordere Fläche eines Heftdeckels) kann man um 
einen ihrer Punkte bewegen, dafs sie unzählige Lagen im Räume annimmt. 
Auch dann, wenn ein zweiter Punkt der Ebene festgehalten wird, kann man 
sie durch Drehen noch bewegen. Erst wenn ein dritter Punkt, der aber 
nicht in der durch die beiden ersten Punkte bestimmten geraden Linie liegen 
darf, im Räume gegeben ist, kann die Ebene nur in einer einzigen Lage 
durch diesen Punkt gehen.*) Also: 

1) Durch drei nicht in gerader Linie liegende Funkte ist nur eine 
Ebene möglich. 

Zwei Ebenen, die durch einen gegebenen Punkt gehen, haben aufser 
diesem noch viele Punkte gemein, nämlich alle Punkte ihrer Schnittlinie. 
Dipse miifs eine gerade Linie sein. Denn wäre sie eine krumme, so müfsten 
die Ebenen in eine zusammenfallen, da sie sogar mehr als 3 Punkte ge- 
meinsam hätten, welche „nicht m gerader Linie hegen". Demnach: 

2) Zwei Ebenen schneiden sich in einer geraden Linie. 

3) Liegt eine gerade Linie mit zweien ihrer Funkte in einer Ebene, 
so liegt sie ganz darin. 

Denn man könnte durch die beiden Punkte eine Ebene legen, welche 
die erste Ebene in einer geraden Linie schneidet, die als Schnitthnie ganz 
in ihr hegt. Mit dieser fällt aber die gegebene gerade Linie zusammen, 
weil sie zwei Punkte mit ihr gemein hat. Sie hegt also ganz in der Ebene. 
Daraus folgt: 

4) Eine Ebene ist eine Fläche, in welcher man von jedem Funkte 
nach allen Eichtungen, die in ihr möglich sind, gerade Linien ziehen kann. 

Auf einer Kugelfläche sind keine geraden Linien zu ziehen, auf einer 
CyUnderfläche nur in der Richtung der Länge. . Wie kann man mit einem 
guten Kautel prüfen, ob eine Tischplatte noch eben ist, oder ob sie durch 
ungleiches Eintrocknen des Holzes sich gewölbt oder eingebogen hat? 

5) Zwei sich schneidende gerade Linien liegen in einer Ebene. Nimmt 
man nämlich in jeder der beiden Linien einen Punkt an und legt durch 
diese 2 Punkte und den Schnittpunkt der beiden Linien als dritten Punkt 
die durch sie einzig möghche Ebene, so liegt jede der beiden geraden Linien 
ganz in dieser Ebene, weil sie zwei Punkte mit ihr gemein hat. 

9. Die Wissenschaft, welche die Raumgröfsen [Körper (ohne Rück- 
sicht auf den Stoff), Flächen, Linien, Punkte] behandelt, ist die Raumlehre 
(Geometrie). Sie ist der eine Teil der Mathematik (Gröfsenlehre), deren 
anderer Teil die Zahlenlehre (Arithmetik) ist. 

*) Eine Thür ist beweglich, solange sie nur an 2 Stellen, ihren Angeln, gehalten 
•wird. Macht man aber eine dritte Stelle, die nicht in der Verbindungslinie der beiden 
ersten liegt, sondern am Schlofs, auch fest, so ist sie unbeweglich. Durch 3 Punkte, welche 
nicht in gerader Linie liegen, wird die Lage der Thürebene bestimmt. 
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Die erste Unterabteilung der Raumlehre, die. Lehre von den ebenen 
Figuren (Planimetrie), stellt Betrachtungen nur über Gröfsen an, welche in 
einer Ebene liegen; die zweite handelt von den Gebilden im Räume und 
wird Körperlehre (Stereometrie) benannt 

10. Grundsätze dieser Wissenschaft sind ferner: 
1) Jede Gröfse ist gich selbst gleich. 

• 2) Das Ganze ist gleich der Summe seiner Teile. 

3) Das Ganze ist grölser als jeder seiner Teile. 

4) Zwei Gröfsen, die einer dritten gleich sind, sind einander gleich. 

5) Gleiches, , zu Gleichem hinzugefügt, giebt Gleiches. 

6) Gleiches, um Gleiches vermindert, g^ebt Gleiches. 

7) Gleiches, gleich oft genommen, giebt Gleiches^ 

8) Gleiches, gleich geteilt, giebt Gleiches. 

11. Erklärung der Zeichen für Gleichheit und Ungleichheit. 

Zur Angabe, dafs zwei Gröfsen gleich grofs sind, setzt man zwischen 
ihre hingeschriebene Bezeichnung das Zeichen = und liest es: „ist so grofs 
wie*' oder „ist so viel wie" oder „ist gleich". 

Beispiele: 1 Meter = 100 Centimeter. 1 = ^®/io. 4 Viertelbogen = 
1 Bogen, auch 8 Achtelbogen == 1 Bogen; folglich sind 8 Achtelbogen = 
4 Viertelbogen. 

Das Zeichen > bedeutet: „ist gröfser als" oder „ist mehr als"; dagegen 
<< „ist kleiner als" oder „ist weniger als". Die kleinere Gröfse steht an 
der Spitze des Zeichens, die gröfsere an seiner Öffnung. 

1 > Vio. 1 Centimeter > 9 Millimeter. 

8 > 3; 3 < 8; ^/s < 1. 

99 Pfennige < 1 Mark. 
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Die Lehre von den ebenen Figuren. 

t 

Erste Abteilung. ^ 

Gleichheit der ebenen Raumgrofsen. }} 

I. Abschniü. Gleichheit der Linien und Winkel. 

A. Strecken und Winkel für sich. , 
2. Glied. Gleiche Strecken. Kreishalbmesser. 

1, Bezeichnung. Punkte werden mit grofsen lateinischen Buchstaben 
bezeichnet. Man setzt den Buchstaben neben die markierte Stelle, an welcher 
man sich den Punkt denken soll. 

Da eine gerade Linie durch zwei von ihren Punkten bestimmt ist, so 
giebt man zu ihrer Bezeichnung die Namen der beiden Punkte an: die gerade 

Linie, oder kurz 
2 ' jr ^ ^ ^ ^^^ Gerade LN. 

Figur 8. Figur 9. ^iue durch ZWCi 

Punkte begrenzte 
Gerade heifst eine Strecke. Zur Bezeichnung der Gröfse einer Strecke BC 
bedient man sich eines kleinen lateinischen Buchstabens, den man mitten 
an die Strecke setzt. 

2. Zwei Strecken sind gleich (sie haben gleiche Länge), wenn sie 
^ .^ sich so aufeinander legen lassen, dafs ihre Endpunkte paar- 
weise zusammenfallen. Denn dann decken sich die Strecken, 

-2> weil zwischen den zusammengefallenen Endpunkten nur eine 



Figur 10. einzige Gerade möglich ist. 

3. Lehrsatz. Alle Halbmesser eines Kreises sind gleich. 
Beweis. Der Kreis entstand dadurch (Glied 1, 5, 1), 

dafs eine Gerade MA^ in einer Ebene bleibend, um einen 
ihrer Punkte, M, sich rings herum dreht, bis sie wieder 
in die Anfangslage zurückkehrt. Es ist also MB der Halb- 
messer MÄ, als der die Kreislinie beschreibende Punkt 
Ä in B sich befand. Dasselbe gilt von MC, von MD und 
von jedem Halbmesser dieses Kreises. Sie sind alle gleich. 
Zusatz. Alle Durchmesser eines Kreises sind 
gleich. Denn jeder besteht aus 2 Halbmessern. 

4. Man kann den Lehrsatz in Nr. 3 auch so aussprechen: Alle Punkte 
des Kreises*) sind gleich weit vom Mittelpunkte entfernt, und zwar beträgt 
diese Entfernung die Länge des Halbmessers. 




*) Unter Kreis soll stets die Kreislinie verstanden werden. 
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Jeder Punkt, wie P, innerhalb des Kreises, hat eine Entferriung vom 
Mittelpunkte, die kleiner ist, als der Halbmesser. Denn als AM den Kreis 
beschrieb, mufste diese Linie auch einmal in die Richtung MP kommen. Da 
war PM nur ein Teil von DM. Also ist PM <C AM. 

Jeder Punkt aufserhalb eines Kreises hat eine Entrernung vom Mittel- 
punkte, die gröfser ist, als der Halbmesser. 

Hat in der Ebene eines Kreises ein Punkt eine Entfernung vom Mittel- 
punkte, die gleich dem Halbmesser ist, so liegt er in der Kreislinie. Ist 
seine Entfernung kleiner oder gröfser, als der Halbmesser, so liegt er be- 
züglich innerhalb oder aufserhalb des Kreises. 

Da es also in der Ebene anderswo, als auf der Kreislinie, keinen Punkt 
giebt, welcher vom gegebenen Punkte die vorgeschriebene Entfernung hat, 
so weifs man: 

5. Der Ort aller Punkte der Ebene, welche von einem Punkte eine 
gegebene Entfernung haben, ist der Kreis, welcher in der Ebene um den 
Pnnkt mit dieser Entfernung als Halbmesser zu beschreiben ist. 

(Die Darstellung erfolgt mittels eines Zirkels, dessen Spitzen man in 
die vorgeschriebene Entfernung bringt.) 

6. Erklärung. Ein durch zwei Punkte abgegrenzter Teil der Kreis- 
linie heifst ein Bogen; die Gerade, welche seine Endpunkte E und F ver- 
bindet, seine Sehne. Geht eine Sehne durch den Mittelpunkt des Kreises, 
so ist sie ein Durchmesser. 

7. Übungen. 

1) Es sind zwei Strecken a und h gegeben, und zwar a > b. Zeichne eine 
Strecke, gleich der Summe a -\- b^ und eine, gleich dem Unterschiede a — b.*) 

2) Eine Strecke zu zeichnen, welche dreimal so grofs ist, als eine gegebene. 

3) Denjenigen Halbmesser eines gegebenen Kreises zu ziehen, welcher durch 
einen gegebenen Punkt geht. (Für die Lage des Punktes sind 3 Fälle zu unter- 
scheiden.) 

4) Um einen gegebenen Punkt einen Kreis zu beschreiben, welcher durch 
einen andern gegebenen Punkt geht. 

5) Die Sehne eines Kreises zu zeichnen, von welcher zwei Punkte gegeben sind. 

6) In einen gegebenen Kreis eine Sehne von gegebener Länge einzutragen. 
Die gegebene Strecke darf nicht gröfser als der Durchmesser des Kreises sein. 

7) Mit gegebenem Halbmesser r einen Kreis zu beschreiben, welcher durch 
einen gegebenen Punkt geht. Gieb den Ort der Mittelpunkte aller Kreise von 
gleichem Halbmesser r an, welche durch den gegebenen Punkt gehen. 

8) Mit gegebenem Halbmesser einen Kreis zu beschreiben, welcher durch 
zwei gegebene Punkte geht. Wieviel solche Kreise giebt es? Wie weit dürfen 
die beiden gegebenen Punkte höchstens von einander abstehen? 



*) Man zeichnet eine Strecke zwischen zwei. markierten Punkten mit dem Bleistift in 
»^der Weise gut, dafs man an dem Ton Punkt zu Punkt gelegten Lineale hin vom linken 
Punkte an nur bis in die Nähe des andern den Bleistift führt und dann von diesem 
aus die Linie vervollständigt. 
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Figur 12. 



3. GUed. Winkel. 

1, Zieht man von einem Punkte aus zwei gerade Linien nach verschie- 
denen Richtungen, so entsteht ein Winkel. Der Punkt heifst der Scheitel, 
die beiden Geraden die Schenkel des Winkels. 

Man bezeichnet einen Winkel mit den an seinen 
Schenkeln und am Scheitel stehenden Buchstaben, so 
dafs der am Scheitel in die Mitte kommt: ^ ASB\^) 
oder, wenn kein Mifs Verständnis entstehen kann, nur 
.mit dem Buchstaben am Scheitel, zl S\ oder auch mit 
einem innerhalb des Winkels nahe dem Scheitel ge- 
schriebenen kleinen griech. Buchstaben, ^ a (Alpha). 
Von der Verschiedenheit der Richtung des zweiten Schenkels gegen 
die des ersten, SA^ hängt die Gröfse des Winkels ab, nicht von der gezeich- 
neten Länge der Schenkel: ^ ASB ist spitz, 
y ASC ist stumpf. Ein Zirkel, den man 
immer weiter öffnet, zeigt uns das Wachsen 
des Winkels mit zunehmender Richtungs- 
änderung. Auch unsere lang ausgestreckten 
•Arme zeigen es. Hat man den linken Arm 
so weit herumgedreht, dafs der rechte und der linke Arm nach gerade ent- 
gegengesetzten Richtungen weisen, so stellen die ganz ausgestreckten Arme 
einen gestreckten Winkel dar. Ein gestreckter Winkel, ASD, ist ein. 
solcher, dessen Schenkel, SA und SD, nach gerade entgegengesetzter 
Richtung sich erstrecken und so eine gerade Linie bilden. 

Bei dem in der Ebene ausgeführten**) Drehen des zweiten Schenkels SB 
in die Lage 50, und schliefslich in die Richtung SD, war zuerst der rechts 
liegende Winkel ASB kleiner, als der andere Teil DSB des gestreckten 
Winkels ASD] bei der Lage SC ist der erste Winkel ASC gröfser ak der 

linke Teil DSC. Dazwischen mufs es eine Stellung 

des zweiten Schenkels geben, in welcher beide Teile 

des gestreckten Winkels gleich sind. 

Z ASJ = DSJ. 

Die Hälfte eines gestreckten Winkels 

heifst ein rechter Winkel oder kurz ein Rech- 




Figur 14. 



ter. Man bezeichnet ihn mit R. 

Z ASJ = R, Z DSJ = R. 



2. Lehrsatz. Alle gestreckten Winkel sind einander gleich. 

(Den mit der Marke 1 versehenen Buchstaben A liest 
J ^ man „J. Eins".) 

Voraussetzung: ASD und AiSiDi sind 



2>. 



—5 

Figur 15. 



^, gestreckte Winkel. 

Behauptung: Z ^SD = AiSiDi. 



*) Das Winkelzeichen ^ ist durch die wagerechte Lage des unteren Schenkels mit 
dem Zeichen <C (kleiner als) gar nicht zu verwechseln, und bedarf daher nicht eines den 
Winkel entstellenden bogenförmigen Hakens. 
**) Siehe 1, 8, 5. 
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Beweis. Legt man den zweiten gestreckten Winkel so auf den ersten, 
dafs Si in S und SiÄi in die Richtung SÄ kommt, so fallen die geraden 
Linien ganz zusammen ; es decken sich also auch ihre Verlängerungen SiDi 
und SD. Die gestreckten Winkel sind daher einander gleich. 

Anmerkung. Überhaupt sind Winkel gleich, wenn man sie so auf- 
einanderlegen kann, dafs sie sich decken. 

3. Lehrsatz. Alle rechten Winkel sind einander gleich. 

Beweis. Sie sind gleich als Hälften gleicher Ganzen. 

Anmerkung. Knifft man ein Blatt Papier zusammen und legt es dann 
quer gegen die erste Faltung noch einmal zusammen, dafs die Ränder des 
Kniffs gerlau aufeinander liegen, so laufen die Kniffe rechtwinklig zu einander. 

4. Winkelmesser. In den Reifszeugen befindet sich ein Werkzeug, 
auf welchem ein gestreckter Winkel in 180 gleiche Teile zerlegt ist. Es 
besteht aus einem Halbkreisbogen und einem ihn haltenden lineal artigen Teile. 
An letzterem bezeichnet eine in der Mitte angebrachte Ecke den Scheitel des 
gestreckten Winkels. Um dieses Werkzeug mit dem Hnealen Teile an eine 
gezeichnete gerade Linie in einem ihrer Punkte, welcher der Scheitel eines 
Winkels werden soll, scharf anlegen zu können, ist der mittlere Teil der 
Platte herausgeschnitten; und so sind von den vom Scheitel des gestreckten 
Winkels auslaufenden Teilungslinien nur die Strecken auf dem Bogenrande 
sichtbar. Zieht man zwei benachbarte Teilungslinien, deren Endpunkte man 
sich angiebt, auf dem Zeichenpapiere vollständig bis zum Scheitel, so schliefsen 
sie einen schmalen Winkel ein, welcher der ISOste Teil des gestreckten 
Winkels ist und ein Grad (1®) genannt wird.*) 

Dieses Werkzeug dient zum Messen der Winkel. Der rechte Winkel 
hat, als die Hälfte des gestreckten Winkels, neunzig Grade. 

5. Die Arten der Winkel. Ein Winkel, welcher kleiner ist, als ein 
Rechter oder 90^, heifst ein spitzer Winkel. Ein Winkel, welcher gröfser 
ist, als ein Rechter und kleiner als ein gestreckter Winkel oder 2 Rechte 
oder 180^, heifst ein stumpfer Winkel. 

Mit dem Drehen des 
zweiten Winkelschenkels 
(des zweiten Zirkelfufses) 
(Nr. 1) kann man über den 
gestreckten Winkel hinaus 
noch fortfahren, so dafs ^ 
Winkel entstehen, deren 
übermäfsige Drehungs- 
gröfse in der Figur durch den runden Pfeil angegeben ist, ^ ÄSE und 
y ÄSF. Ja der bewegliche Schenkel kann ganz herumgehen bis wieder in 
die Richtung SÄ] dann hat er 360^ durchlaufen. 

Ein Winkel, welcher (wie ^ ÄSE) gröfser ist als 2 Rechte (180^) und 
kleiner als 3 Rechte (270^), heifst überstumpf. Ein Winkel, welcher (wie^ 
ÄSF) gröfser ist als 3 R (270®) und kleiner als 4 R (360®), (welchem an 





Figur 16. 



*) Als ein billiges Werkzeug von starkem Papier ist zu empfehlen: „Transporteur 
und Mafsstab". Verlag der Riemannschen Hofbuchhandlung in Koburg. 
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4 Rechten nur noch ein spitzer Winkel, FSÄ, fehlt) wird überspitz 
genannt. 

Unter der Angabe ,.^ ASE'^ ist der stumpfe Winkel zu verstehen, 
wenn nicht ausdrücklich hinzugesetzt ist, dafs der überstumpfe geraeint sei. 

6. Die Senkrechte. Läfst man einen schweren Körper (einen Schlüssel) 
an einem Faden herabhängen, so stellt sich der Faden zum wagerechten 
Fufsboden senkrecht und bildet in der Ruhelage mit jeder Geraden, welche 
man von der durch die Verlängerung des Fadens bezeichneten Treffstelle 
aus im Fufsboden' ziehen kann, einen rechten Winkel. Dem entsprechend 
nennt man eine Gerade, welche mit einer andern einen rechten Winkel 
bildet, eine Senkrechte oder ein Lot (wie JS in 3, 1). Der Treffpunkt S 
ist der Fufspunkt der Senkrechten. 

Man merke! Liegt der Ausgangspunkt der Senkrechten in der Ge- 
raden, so sagt man: es soll die Senkrechte in dem Punkte auf der 
Geraden errichtet werden. Liegt der Ausgangspunkt aufserhalb der 
Geraden, so sagt man: es soll die Senkrechte von dem Punkte auf 
die Gerade gefällt werden. Auf die Lage der Geraden, ob schräg, unten 
oder oben, kommt es dabei gar nicht an. 

Dafs JS auf AD senkrecht steht, schreibt man in Zeichen: JS J_ AD. 

7. Lehrsatz. In einem Funkte einer Geraden läXst sich auf ihr nur 
eine Senkrechte errichten. 

Beweis. Könnte man in S auf AB aufser SJ noch 
eine zweite Senkrechte, SX, errichten, so wären die 
Winkel ASJ und ASX, von denen der eine ein Teil des 
andern ist, als Rechte einander gleich. (Nr. 3.) Es kann 
aber ein Teil nicht gleich dem Ganzen sein. Daher ist 
nur eine Senkrechte möglich. 

Anmerkung. Eine in S auf AD schief stehende 
gerade Linie bildet mit SA und SD einen spitzen und 

einen stumpfen Winkel. Daher nennt man spitze und stumpfe Winkel, im 

Gegensatze zum rechten, auch schiefe Winkel. 

8. Lehrsatz. Von einem Funkte aufserhalb einer Geraden läfst sich 
nur eine Senkrechte auf sie fällen. 

j, Beweis. Man denke den über der Geraden 

AC hegenden Teil der Ebene auf den unteren 
niedergeklappt. Dann trifft der gegebene Punkt 
P unten auf einen Punkt, der mit Pi bezeichnet 
— -d werden möge. Nun bringe man den oberen Teil 
der Ebene wieder an seinen ersten Platz zurück 
und verbinde P mit Pi durch eine Gerade, welche 
AC in S schneidet. Dann ist FSPi ein gestreck- 
ter Winkel, dessen Teile ASP und ASPi beim 
Zusammenfalten (der Punkt S bleibt an seiner 
Stelle, und P fällt wieder auf Pi) sich decken, also gleich sind. Daher ist 
Zl ASP ein Rechter, also PS J_ AC- Da es nun zwischen zwei Punkten, 
P und Pi, nur eine Gerade giebt, so ist PS die einzige Senkrechte. 
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Figur 17. 
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Figur 18. 
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9. Erklärung. Verlängert man einen Schenkel eines Winkels, der 
kleiner ist als ein gestreckter, über den Scheitel hinaus, so bildet die Ver- 
längerung mit dem andern Schenkel einen Winkel, welcher der Neben- 
winkel des ersten genannt wird. 

Nebenwinkel sind also zwei Winkel, die den f 

Scheitel und einen Schenkel gemein haben, und 
deren andere Schenkel nach entgegengesetzten 
Richtungen eine gerade Linie bilden. 

10. Lehrsatz. Zwei Nebenwinkel sind zu- 
sammen gleich zwei Rechten. ^ '^ ''f~ 

Voraussetzung: ÄSG isi eine Gerade. Fig 19 

Behauptung: Z « + Z /? (Beta) = 2 R. 

Beweis. Da SG die Verlängerung von AS ist, so ist ÄSC ein gestreckter 
Winkel; Z ASB und CSE sind seine Teile. Das Ganze ist gleich (Jer Summe 
seiner Teile. Also ist Z « + 1°^ = 2 R. 

Zusätze. 1) Gleiche Nebenwinkel sind Rechte. 

2) Der Nebenwinkel eines rechten Winkels ist ein Rechter, der eines 
spitzen Winkels ist stumpf, der eines stumpfen ist spitz. 

3) Gleiche Winkel haben gleiche Nebenwinkel. 

4) Alle Winkel an einem Punkte auf derselben Seite einer Geraden sind 
zusammen gleich zwei Rechten. 

5) Alle Winkel um einen Punkt herum sind zusammen gleich 
vier Rechten. Zum Beweise verlängere man einen Schenkel über den ge- 
meinsamen Scheitel hinaus, oder ziehe durch den Scheitel eine beliebige Gerade. 

6) Diejenige vom Scheitel aus durch einen Winkel gehende Gerade, 
welche mit seinen Schenkeln gleiche Winkel bildet, also ihn halbiert, heifst 
seine Halbierungslinie. 

Die Halbierungslinien zweier Nebenwinkel stehen senkrecht 
auf einander. 

Voraussetzung: Z ASB und CSB sind Nebenwinkel 
Z, a = ß und Z y (Gamma) = d (Delta). 

Behauptung: JS _L SH. J £ 

Beweis: Z« + /^ + y + rf = 2R. Da- \ / ^,^^ 

für kann man, da a = /? und d = y ist, schreiben \ / , -' 

oder 2/? + 2y = 2R "^ s" ^ 

also (nach 1, 10, 8) /? -j- y = R. Fig„, 20. 

Daher ist JS ._L SK. 

11. ümkehrung des Lehrsatzes in Nr. 10. Wenn zwei Winkel, welche 
den Scheitel und einen Schenkel gemeinsam haben und auf verschiedenen 
Seiten dieses Schenkels liegen, zusammen 2 Rechte 

betragen, so sind sie Nebenwinkel. /^ 

Voraussetzung: Z ASB + BSG = 2 R. / 

Behauptung: ASG ist eine Gerade. / 

Beweis. Wäre SG nicht die Fortsetzung / 

von AS, so könnte man AS verlängern. Es sei ^ - — -^ ^ 

SX diese Verlängerung. Dann wären Z^ ASB Figur 21. 



Digitized by 



Google 



3, 12—15. 



— 14 



und BSX Nebenwinkel, also Zl ÄSB + BSX = 2 R. Dies gäbe mit der 

Voraussetzung Z ÄSB + BSX = Z. ÄSB + BSC 

und, wenn man von beiden Seiten der Gleichung ZL ^SB fortnimmt, bliebe 

BSX = Bsa 
Es kann aber das Ganze nicht gleich einem seiner Teile sein. Daher ist die 
Annahme, eine andere Linie als SC sei die Verlängerung von ÄS, unmög- 
lich und die Behauptung richtig. 

12. Erklärung. Verlängert man 
beide Schenkel eines Winkels über den 
Scheitel hinaus, so wird der von den Ver- 
längerungen gebildete Winkel der Schei- 
A telwinkel des ersten Winkels genannt. 
Scheitelwinkel sind also zwei Win- 
kel, die den Scheitel gemein haben und 
deren Schenkel paarweise gerade Linien 
bilden. 




Fig. 22. 



13. Lehrsatz. Scheitelwinkel sind gleich. 
Voraussetzung: ÄC und BD sind gerade Linien. 
Behauptung: Zl y = «. 

Beweis. Als Nebenwinkel sind «-[-/? ^ 2 R 
und auch y -4- /? = 2 R 
folglich ist (nach 1, 10, 4 und 6) y -]- (i = a'-^ ß. Zieht man von 
beiden Seiten der Gleichung ß ab, so bleibt Gleiches; ;/ = «. 

Bemerkungen. Als Scheitelwinkel sind auch ß und d gleich. 

Ein Winkel hat zwei Nebenwinkel. 

14. Umkehrung. Ist einer von zwei gleichen Winkeln neben dem 
Nebenwinkel des andern an dessen Schenkel so angefügt, dafs sie den Scheitel 
gemein haben, so sind die gleichen Winkel Scheitelwinkel. 

Voraussetzung: Z. GSB = ÄSB 
und ASC ist eine gerade Linie. 
Behauptung: Auch BSD ist eine gerade 
Linie. 

Beweis. Wäre nicht 52), sondern etwa SX 
die Verlängerung von BS^ so wäre 

Z CSX = ÄSB als Scheitelwinkel; 
dies gäbe mit der Voraussetzung 

Z CSX = CSD, was nicht möglich ist. 
Fig. 23. FolgUch mufs SD die Verlängerung von BS sein. 

15. Nach diesen Beispielen geben wir folgende Erklärungen. 

Wir haben im Vorstehenden einige Sätze als Lehrsätze^ andere als Zu- 
sätze und zwei als Umkehrung eines Lehrsatzes bezeichnet. 

Ein Lehrsatz ist eine in Worten angegebene Wahrheit, welche durch 
Gründe bewiesen werden mufs. Ein beigefügter Zusatz ist ein Lehrsatz, 
dessen Begründung aus dem Hauptsatze leicht abzuleiten ist. 

Ein Lehrsatz (abgekürzt Ls.) besteht aus zwei Teilen: 

1) aus der Voraussetzung (abgekürzt Vs.), welche die Bedingungen 
angiebt, unter denen im Lehrsatze etwas ausgesagt wird; und 
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2) aus der Behauptung (Bh.)? welche die zu beweisende Wahrheit 
ausspricht. 

Dann mufs folgen der Beweis (Bw.), welcher die Gründe für die 
Richtigkeit der Behauptung darlegt. 

Beim Begründen kann man auf zwei Weisen verfahren. Entweder geht 
man von der Voraussetzung aus, verbindet mit ihr früher bewiesene Sätze 
durch Schlüsse, bis die Behauptung als Folgerung sich ergiebt; oder man 
betrachtet alles, was in Bezug auf die Behauptung stattfinden könnte, und 
zeigt, dafs es nicht anders möglich ist, weil man mit der Voraussetzung oder 
mit früheren Sätzen in Widerspruch kommt. (Siehe Nr. 7, 11 und 14.) Das 
erstere Verfahren ist das bestätigende, das letztere das aljweisende. Man 
kann sie nach dieser Erklärung kurz bezeichnen mit Beweis und Abweis.*) 

Aus einem Lehrsatze läfst sich durch Vertauschen ein neuer Satz bilden, 
indem man die Behauptung als Voraussetzung hinstellt und die Voraussetzung 
(oder einen Teil derselben) zur Behauptung macht. Der neue Lehrsatz heifst 
dann die Umkehr ung des. vorigen. (Vergl. Nr. 11 und 14.) Zu beachten 
ist, dafs nicht jede Umkehrung auf einen richtigen Satz führt.**) Deshalb 
mufs die Umkehrung als Lehrsatz bewiesen werden, was meist durch das 
abweisende Verfahren am leichtesten geschieht. 

16. Übungen. 

a) Aufgaben. 

1) Zeichne zu jeder Art von Winkeln ein Beispiel, den rechten Winkel 
mittels des rechtwinkligen. Lineals oder des Winkelmessers. 

2) Zeichne mittels des Winkelmessers Winkel von 60°, 135°, 210° und 300°. 

3) Wieviel Grade hat der Nebenwinkel eines Winkels van 45°? Wieviel 
Rechte beträgt derselbe? 

4) Zeichne dasjenige Paar von Nebenwinkeln, von deren der eine doppelt so 
grofs ist, wie der andere. 

* 5) Ziehe 4 gerade Linien, welche sich in demselben Punkte unter lauter 
gleichen Winkeln schneiden. 

6) Errichte mit Hilfe des rechtwinkligen Lineals im Scheitel eines spitzen 
Winkels auf beiden Schenkeln die Senkrechten und fälle von einem innerhalb 
des gegebenen Winkels angenommenen Punkte auf beide Schenkel die Senkrechten. 

b) Lehrsätze. 

7) Die Halbierungslinie eines Winkels halbiert, über den Scheitel hinaus ver- 
längert, den Scheitfeiwinkel. (Bezeichne die Teile des gegebenen Winkels mit ^/2«.) 

8) Die auf der Halbierungslinie eines Winkels im Scheitel errichtete Senk- 
rechte halbiert den Nebenwinkel. 

9) Wenn man auf der Halbierungslinie eines Winkels die Senkrechte durch 
den Scheitel zieht, so bilden die Schenkel mit ihr gleiche Winkel. 

10) Wenn man im Scheitel eines Winkels auf beiden Schenkeln die Senk- 
rechten errichtet nach derselben Seite (z. B. beide nach links), so schliefsen die- 
selben einen Wipkel gleich dem gegebenen ein. 



*) „Hypothesis" ist Voraussetzung. „Thesis" ist Behauptung. Ein Beweis wird „direkt" 
oder „indirekt" geführt. 

**) Siatz: Wenn es Winter ist, friert der See zu. Umkehrung: Wenn der See zufriert, 
ist es Winter. — Satz: Wenn es regnet, ist die Strafse nafs. Umkehrung? 
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11) Wenn man im Scheitel eines Winkels (der kleiner als ein gestreckter 
ist) auf beiden Schenkeln aufserhalb nach entgegengesetzten Seiten die Senkrechten 
errichtet, so ergänzt ihr Winkel den gegebenen zu 2 Rechten. 




Figar 24. 



4. Glied. Winkel an zwei von einer dritten geschnittenen 
Geraden. Gleichlaufende gerade Linien. 

1, Erklärungen. Wenn zwei Gerade EF und GH von einer dritten 
Geraden JK geschnitten werden, so entstehen dadurch zweimal 4 Winkel, 

von denen jeder Winkel der einen Gruppe 
mit jedem Winkel der andern durch einen 
Namen verbunden wird. 

Zunächst scheidet man die 8 Winkel in 
4 innere, zwischen den beiden Geraden be- 
findliche, ^ c, d, a, ß, und 4 äufsere a, 6, y, ö. 

1) a und a. Gleichliegende Winkel 
sind diejenigen, welche auf derselben Seite, 
sowohl bei der schneidenden, als auch bei 
den geschnittenen Linien, hegen. Es sind 
a und or beide rechts von der schneidenden 
und beide oberhalb der geschnittenen Ge- 
raden. Die übrigen gleichüegenden Winkel 
sind b und /?, c und y, d und d. 

2) a und y. Wechselwinkel sind solche, 
deren Lage wechselt, sowohl bei der schneidenden, als auch bei den ge- 
schnittenen Linien. Es Hegt a rechts von der schneidenden, y ünks; a hegt 
oberhalb der einen, y unterhalb der andern geschnittenen Linie. Die andern 
äufseren Wechselwinkel sind b und d, und die inneren c und a, d und /?. 

3) a und d. Entgegengesetzte Winkel liegen auf derselben Seite 
der schneidenden und auf verschiedenen Seiten der geschnittenen Linien. 
Es sind die inneren Winkel d und a beide rechts von der schneidenden, 
d unterhalb der einen, a oberhalb der andern geschnittenen Geraden. Ent- 
gegengesetzte Winkel sind ferner c und ß, und die äufseren b und y, a und d. 

4) a und ß. Abgewandte Winkel liegen auf verschiedenen Seiten 
der schneidenden und auf derselben Seite bei den geschnittenen Linien. 
Von einander abgewandt sind die Winkel a und ß, b und a, c und d, d und y. 

2. In der Ebene, in welcher die Gerade JK in der Richtung von 

J nach K weiter gehen soll, denken wir uns 
zwei gerade Linien, OF und QH, nach derselben 
Seite unter gleichen Winkeln, (^ = J, von 
der Richtung JK ablaufen. Wegen der gleichen 
Richtungsabweichung sind die beiden geraden 
Linien gleichgerichtet. Man kann aber jede 
gerade Linie, z. B. QH^ auch in der Richtung 
von if nach §, also in der gerade entgegen- 

-jl gesetzten Richtung verfolgen, so dafs sie, 
wie in der nächsten Figur, als HQG weiter- 
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läuft. Hat man dabei für die erste Gerade OF die Richtung von nach F 
in der Vorstellung beibehalten, so sind dieselben Geraden, OF und EQQ^ 
entgegengesetzt gerichtete gerade Linien. So wird sie auch derjenige 
nennen, welcher die Richtung der ersten, OF^ in der Vorstellung gewechselt 
hat und sie, wie in der nächsten Figur, als FOE denkt, während er die Rich- 
tung QH beibehielt. Um die Auffassung der Richtung jedem zu überlassen, 
nennt man gerade Linien, welche wie diese immer weiter so neben einander 
herlaufen, gleichlaufende Gerade. Gleichlaufende Gerade können also 
als gleichgerichtete oder als entgegengesetzt gerichtete gerade 
Linien gedacht werden. Will man aber über die Auffassung der Rich- 
tung Bestimmung treffen, so sagt man statt „gleichlaufende Gerade'' „gleich- 
gerichtete'' oder „entgegengesetzt gerichtete Gerade".*) 

Gleichlaufende gerade Linien haben keinen Punkt mit einander 
gemeinsam; auch wenn man sie beliebig weit verlängert denkt. 

Beweis. Wir verlängern die beiden Geraden auch über und Q 
hinaus in den andern Teil der Ebene. Es wird ^ /? = (^ als Scheitelwinkel, 




Figur 26. 



und da ^ (i = (^ sein soll, so ist ^ e^ = ß. Auch ist ^ « = c; sie sind 
Nebenwinkel gleicher Winkel. Wenn man nun den zuerst für sich gezeichneten 
oberen Teil der Ebene herumdreht, dadurch dafs man das Buch umkehrt, 
so dafs die Schrift auf dem Kopfe steht, so läfst sich die Figur mit der im 
unteren Teile der Ebene zur Deckung bringen. Dies zu zeigen, ist jene obere 
Hälfte in der umgekehrten Lage hierneben gezeichnet und mit markierten 
Buchstaben versehen. Legt man OiQi auf §0, so müssen diese Strecken auf 
einander passen, weil sie zwei Darstellungen derselben ersten Linie sind; 
und es kommt O^Fi auf QG und QiHi auf OE^ weil ^ d = ß und ^ a = c 
ist; so dafs diese Geraden paarweise ihrer ganzen Richtung nach zu- 
sammenfallen. Hätten nun die beiden Geraden OF und QH in sehr grofser 
Ferne doch einen Punkt gemein, so müfste dies auch mit QG und OE der 
Fall sein, weil sie mit jenen ganz zusammengefallen sind. Es würden also 

♦) Unter „parallelen'' Linien sind gleichlaufende Linien zu verstehen. (In dem Worte 
„parallel" ist die letzte Silbe lang und betont.) 

Marina, Baoinlehre. 1. 2 
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die beiden Geraden EF und GH zwei gemeinsame Punkte besitzen, was 
bei zwei geraden Linien unmöglich ist. (1, 7, 2, Folgerung.) Mithin können 
gleichgerichtete Gerade keinen Punkt gemeinsam haben. 

3. Jede andere durch den Punkt gezogene Gerade, wenn sie auch 
der Geraden EF aufserordentUch nahe ist, verkleinert oder vergröfsert den 
Winkel d^ so dafs ihr Winkel mit OK nicht mehr gleich d ist. Sie sind also 
mii HG nicht gleich gerichtet. Demnach: *- 

Durch einen Pnnkt anfserhalb einer Geraden ist nur eine einzige ihr 
gleichgerichtete Oerade möglich. 

Zusatz. Die Lage einer Geraden ist bestimmt 1) durch zwei ihrer 
Punkte (1, 7, 2.) oder 2) durch einen ihrer Punkte und eine Gerade 
gleicher Richtung. 

Anmerkung. Man schreibt EF „ist gleichlaufend (gleichgerichtet) mit'' 
GH in Zeichen: EF \\ GH Sind diese Linien gleiche begrenzte Strecken, 
so vereinigt man die Zeichen = und || in # ngl^ich und gleichlaufend". 

4. Ls. Sind zwei Gerade einer dritten gleich gerichtet, so sind sie 
selbst gleich gerichtet. 

_ Vs. AB II EF 

CD li EF. 

: Bh. AB II CD. 

^ ^ Bw. Wären AB und CD nicht gleichgerichtet, 

so müfsten sie bei gehöriger Verlängerung sich 

^ ^ schneiden. Dann gingen aber durch ihren Schnitt- 

Figur 27. punkt X - zwei Gerade, die der Linie EF gleich- 

gerichtet wären; was nach Nr. 3 nicht möglich ist. Also müssen AB und 
CD selbst gleichgerichtet sein. 

5. Ls. Schneidet eine Oerade die eine von zwei Oleichlaufenden, so 
schneidet sie auch die andere. 

Bw. Nimmt man an, dafs die Gerade der zweiten gleichgerichtet sei, 
so kommt man in Widerspruch mit 4, 3. 

6. Ls. Werden zwei gerade Linien von 
einer dritten geschnitten, und sind dabei zwei 
gleichliegende Winkel oder zwei Wechselwinkel 
gleich, so sind sie gleichlaufend. 

Bw. Für den ersten Fall, dafs ein Paar 
gleichüegender Winkel gleich sein soll, ist der 
M Satz schon in 4, 2 xmi^d = 6 behandelt. Ist 
ein Paar der Wechselwinkel gleich gegeben, z. B. 
^ c = a, so folgt sofort, dafs dann auch ^ d 
= 8 ist. Deshalb sind die Geraden EF und GH 
gleichlaufend. 

7i Ls. Werden zwei gerade Linien von einer dritten geschnitten, und 
sind dabei zwei entgegengesetzte oder zwei abgewandte Winkel zusammen 
gleich zwei Kochten, so sind die Oeraden gleichlaufend. 

Vs. Z & + y = 2 R. 

Bh. EF \\ GH. 
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Bw. Da j:^ h = d ist, so giebt die Voraussetzung Zl <^ + y = 2 R; 

es ist aber auch j^ d -j- y =z 2 R] 
daraus folgt d -\- y == d -{- y, also d = d. Deshalb ist EF \\ GH. 

Ist ^ & + « = 2 R gegeben, so hat man auch & -|- y = 2 R, also 
den ersten Fall. 

8. Umkehrung der beiden Lehrsätze in 6 und 7. 

Werden zwei gleichlaufende Gerade von einer geraden Linie geschnitten, 
so sind 

1) je zwei gleichliegende Winkel und je zwei Wechselwinkel gleich, 
nnd es sind 

2) je zwei entgegengesetzte nnd je zwei ah- 
ge wandte Winkel zusammen gleich zwei Rechten. 

Vs. EF II GH, 

Bh, Z. d = d. ^ qL ^ 

Bw. Wäre der Winkel d nicht gleich d, so ^" 
müfste er entweder kleiner oder gröfser als d 
sein. Wäre ^ d zu klein, so könnte man durch 
eine Gerade YZ legen und sie so weit von OF 
fortdrehen, bis nun ^ KOZ = d wäre. Dann 
müfste nach 4, 2 YZ \\ GH sein. 

Nach Voraussetzung ist aber auch EF \\ GH 
Mithin gingen durch den Punkt zwei mit GH 
gleichlaufende Gerade, was nach 4, 3 nicht möglich' ist. Wäre j^ d zu grofs, 
so würde man YZ nach der andern Seite von OF gehörig weit drehen 
und käme auf denselben Widerspruch. Mithin mufs 2l ä gleich d sein. 

Hieraus folgt nun leicht die Richtigkeit der übrigen Behauptungen. 

9. Ls. Wenn hei zwei Geraden, die von einer dritten geschnitten wer- 
den, zwei innere entgegengesetzte Winkel zusammen weniger als 2 Eechte 
betragen, so schneiden sich die Geraden in dem Teile der Ebene, in welchem 
die inneren Winkel liegen. 

Vs. Z. YOQ + ß <2 R. 

Bw. Denkt man durch die der GH gleichgerichjtete Gerade EF, so 
ist nach Nr. 8 Z. EOQ + /? = 2 R, 

folgUch mufs, da nach Vs. Z YOQ + P? < 2 R ist, 
Z YOQ < EOQ sein. Es hegt also OY zwischen OE und QG. Das Durch- 
schneiden von OY und GH, welches nach Nr. 5 stattfinden mufs, erfolgt also 
auf der Seite von JK, auf welcher jene Winkel liegen. 

10. Zusätze. 1) Alle Senkrechten auf einer Geraden sind gleichlaufend. 

(Bei einseitiger Begrenzung können auch entgegen- 
gesetzt gerichtete darunter sein.) (4, 6 oder 7.) 
2) Steht eine Gerade auf einer von 
zwei Gleichlaufenden senkrecht, so steht 
sie auch auf der andern senkrecht. 

11. Ls. Winkel mit gleichgerichteten Schen- 
keln sind gleich. 

Vs. ÄD II BF 
AE II BG. 
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Bh. Z « = /?. 

Bw. Man verlängere zwei der nicht gleichgerichteten Schenkel bis zum 
Treffpunkte, welcher mit C bezeichnet werden möge, und wende 4, 8, 1) 
zweimal an. [Die Figur sieht aus. wie W.] 

Zusätze. 1) Auch Winkel mit entgegen- 
gesetzt gerichteten Schenkeln sind gleich. 
2> \c 2) Zwei Winkel, von deren Schenkeln das 

/y\ eine Paar in gleicher, das andere Paar in ent- 

gegengesetzter Richtung läuft, betragen zusam- 
men 2 Rechte. 
^A^ Bh. Z « + (J = 2 R. 




12. Obangen. 

1) Die Halbierangslinien zweier Winkel mit 
gleichgerichteten Schenkeln sind gleichgerichtet. 

2) Eine Senkrechte zwischen zwei Grleichlau- 
f enden heilst ihr Abstand. Man soll eine gegebene 

Strecke, die gröfeer ist, als dieser Abstand, irgendwo so zwischen die beiden 
Gleichlaufenden legen, dafs.sie in jeder von beiden endet. 




B. Linien und Winkel an geradlinigen Figuren. 

5. Glied. Das Dreieck. 

1. Erklärungen. Verbindet man 3 nicht'» in einer Geraden liegende 
Punkte durch gerade Linien, so umschliefsen diese ein geradliniges Dreieck. 

Die Verbind ungsUnien heifsen die Seiten des Drei- 
ecks, die Punkte seine Ecken oder Spitzen. Man 
bezeichnet das Dreieck mit den an seinen Eck- 
punkten stehenden Buchstaben: A ABC^ den Win- 
kel bei A mit a, bei B mit ß, bei G mit y und die 
Seiten mit den den gegenüberliegenden Ecken 
oder Winkehi entsprechenden kleinen lateinischen Buchstaben: dem A oder 
a gegenüber hegt a; AG^ B gegenüber, ist 6, und AB heifst c. Statt „gegen- 
überliegende Seite" sagt man kurz: Gegenseite. 

Verlängert man eine Dreiecksseite 
über einen Eckpunkt hinaus, so bildet 
die Verlängerung mit der Nebenseite 
einen Winkel, welcher Aufsenwinkel 
des Dreiecks genannt wird. Z^AGD ist 
ein Aufsenwinkel des Dreiecks ABG, Da 
jede Dreiecksseite über ihre beiden End- 
punkte verlängert werden kann, so hat 
ein Dreieck 6 Aufsenwinkel, von denen 
Figur 83. je 2 als Scheitelwinkel gleich sind. 
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2. Ls. Die Summe zweier Dreiecksseiten ist gröfser als die dritte Seite. 
Bh. a -{- h> c, 

Bw. Der gerade Weg von A nach B ist der kürzeste. (1, 7, 4.) Der 
Umweg von A über C nach B ist länger als AB. 

3. Ls. Der unterschied zweier Dreiecksseiten ist kleiner als die dritte 
Seite. 

Bh. a — 6 < c. 

Bw. Da a << ö + c ist, so folgt, wenn man von beiden Seiten dieser 
Ungleichung h abzieht, a — & < c. Dasselbe gilt von je zwei Dreiecksseiten. 

4. Ls. Jeder Aofsenwinkel eines Dreiecks ist gleich der Summe der 
beiden ihm gegenüberliegenden inneren Winkel. 

Bh. Z ACD = a.+ ß. 
Bw. Denkt man durch den Scheitel C 
des Aufsenwinkels die Gerade GE in gleicher 
Richtung mit der Gegenseite BA gezogen, 
so wird bei den gleichgerichteten, von einer 
dritten geschnittenen Geraden 

Z ^ = « als Wechselwirikel ^'«" '** 

und Z, y =^ ß dls gl eichliegende Winkel (4, 8, 1.) 
folglich ^iP + ^ = cif-j-/^ <^der ^ AGB = a '-j- /?. 

5. Ls. Die Summe der Winkel jedes Dreiecks beträgt 2 Rechte. 

Bh. ^ « -f /? + y = 2 R. 

Bw. Fügt man zu beiden Seiten der eben bewiesenen Gleichung 
^a-f-/^ = ^ + ^ den Winkel y hinzu, so erhält man in 
j^a'\-ß-^y^=iy'\'X'\'y auf der rechten Seite den gestreckten 
Winkel BGD\ also ist Z « + /^ + y = 2 R. 

Zusätze. 1) Zwei Winkel eines Dreiecks sind zusammen kleiner als 
2 Rechte. 

2) Ein Dreieck kann nicht mehr als einen rechten oder einen stumpfen 
Winkel haben. 

3) Jedes Dreieck hat wenigstens zwei spitze Winkel. Auch der dritte 
W^inkel kann spitz sein. 

4) Sind für ein Dreieck zwei seiner Winkel gegeben, so findet man den 
dritten, indem man ihre Summe von 2 Rechten oder 180^ abzieht. 

5) Haben zwei Dreiecke zwei Paar Win- 
kel gleich, so sind auch die dritten Winkel 
gleich. 

6) Im rechtwinkligen Dreieck teilt die 
Senkrechte, welche vom Scheitel des rech- 
ten Winkels auf die Gegenseite gefällt wird, ^^ ^^^ 
den rechten Winkel in zwei spitze, w^elche *^' 

den spitzen Winkeln des Dreiecks, kreuzweis genommen^, gleich 
sind. 

Zum Beweise vergleicht man die Winkel eines Teildreiecks (wie AGB) 
mit denen des ganzen Dreiecks. 
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6. Einteilung der Dreiecke nach Winkeln und Seiten. 

1) Man unterscheidet spitzwinklige, rechtwinklige und stumpf- 
winklige Dreiecke, je nachdem alle 3 Winkel spitze sind, oder ein rechter 
oder ein stumpfer Winkel im Dreieck vorkommt. 





Figur 36. 

2) Sind zwei Seiten eines Dreiecks gleich, so wird es ein gleich- 
schenkliges Dreieck genannt. Die gleichen Seiten AB und ÄC heifsen 
seine Schenkel, ihr Treffpunkt A die Spitze des gleich- 
schenkligen Dreiecks, die dritte Seite BC seine Grundseite; 
die an ihr hegenden Winkel B und C sind die Grund- 
winkel, ^ A der an der Spitze des gleichschenkligen 
Dreiecks. 

Sind alle drei Seiten eines Dreiecks gleich, so heifst 
es ein gleichseitiges Dreieck. Man zeichnet über der 
Strecke EF ein gleichseitiges Dreieck, indem man mit tJF 
als Halbmesser um JE, dann um F bei D Kreuzbogen be- 
schreibt* und ihren Schnittpunkt D mit E und F verbindet. 
(2, B.) 

Entsprechend wird ein gleichschenkUges Dreieck gezeich- 
net. Jeder Schenkel mufs gröfser als die Hälfte der Grund- 
^^«"' ^- Seite sein. (5, 2.) 

Haben die drei Seiten eines Dreiecks verschiedene Längen, so wird es 
als ungleichseitiges Dreieck bezeichnet. 

a^ 7. Aufgabe. Stelle ein Dreieck her, 

' dessen Seiten gleich den gegebenen Strecken 

. 5 a, b und C sind. 

^ Bei ihrer Wahl ist Nr. 2 zu beachten. 

"— " ' Dafs die Bogen sich schneiden müssen, folgt 

Figur 39. aus 2, 4, am Ende. 

8. Ls. Gleichen Seiten eines Dreiecks liegen gleiche Winkel gegenüber. 

Vs. AC — AB. 
Bh. Z J? = C. 

Bw. Man denke die Halbierungsünie A3I 
des Winkels an der Spitze des gleichschenk- 
ligen Dreiecks bis zur Grundseite BC verlän- 
gert, welche sie in M trifft, und wende das 
Dreieck AMO um AM um; dann fällt AC auf 
AB, weil Z. MAC gleich ^ MAB ist, und 
C kommt in J5, da nach Voraussetzung AC = AB sein soll. Von diesem 
Punkte -B, in welchem nun C hegt, ist aber nacn M nur eine gerade Linie 
möglich; mithin fällt auch der Schenkel CM auf BM. j/_ C und B decken 
sich also und sind deshalb gleich. 

Anmerkung. Man kann diesen Lehrsatz auch so aussprechen: 
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Im gleichschenkligen Dreieck sind die Grundwinkel gleich. 
Zusätze. 1) Die Grundwinkel eines gleichschenkligen Dreiecks sind 
spitz. 

2) Im gleichseitigen Dreiecke sind alle Winkel gleich. Jeder 
beträgt Vs R oder 60^. 

3) Die Halbierungslinie des Winkels an der Spitze eines gleich- 
schenkligen Dreiecks halbiert auch die Grundseite und steht auf 
ihr senkrecht. 

Bw. Weil die Dreiecke AMC und ÄMB sich deckten, sind Zl AMC 
und ÄMB gleiche Nebenwinkel, also Rechte, und CM = BM. 

4) 1. Umkehrung. Die Linie, welche die Mitte der Grundseite eines 
gleichschenkligen Dreiecks mit der Spitze verbindet, halbiert den Winkel 
an der Spitze und steht auf der Grundseite senkrecht. 

Bw. entsprechend durch Deckung, indem man die gleichen Winkel C 
und B zusammenlegt. 

5) 2. ümkehrung. Die von der Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks 
auf die Grundseite gefällte Senkrechte halbiert die Grundseite und den 
Winkel an der Spitze. 

Bw. Träfe die Senkrechte statt des Mittelpunktes M einen andern 
Punkt X auf JBO, so könnte man die Mitte M mit der Spitze A verbinden 
und hätte nach 4) nun eine zweite Senkrechte, AM, von A auf BC, was 
nicht möglich ist. Daher mufs AX mit AM zusammenfallen, welche den 
Winkel BAG halbiert. 

6) 3. Umkehrung. Errichtet man mitten auf der Grundseite eines 
gleichschenkligen Dreiecks die Senkrechte, so geht sie durch die Spitze und 
halbiert dort den Winkel. 

Bw. Ginge die Senkrechte bei der Spitze A vorbei, so würde man 
ebenso verfahren, wie in 5). 

Da es also in der Ebene anderswo, als in der Senkrechten, keinen 
Punkt giebt, w^elcher die Spitze eines auf der Grundseite stehenden gleich- 
schenkligen Dreiecks sein kann, so weifs man: 

7) Der Ort der Spitzen aller gleichschenkligen Dreiecke, welche 
dieselbe Grundseite haben, ist die mitten auf der Grundseite 
stehende Senkrechte \d\Q Mittelsenkrechte). [Sie ist auch über die 
Grundseite hinaus verlängert zu denken.] Oder mit andern Worten: 

Der Ort aller Punkte, welche von zwei gegebenen Punkten gleiche 
Entfernungen haben, ist die mitten auf ihrer Verbindungslinie stehende 
Senkrechte. 

A 

9. Ls. Die gröfsere von zwei Seiten eines 
Dreiecks hat den gröfseren Gegenwinkel. 

Vs. AC > AB. 

Bh. Z ^ > C. 

Bw. In dem Winkel BAC^ welchen die 
beiden ungleichen Seiten einschliefsen, denke 
man seine Halbierungslinie AH bis zur Gegen- 
seite gezogen und das abgeschnittene Dreieck 
BAH um AH gedreht; dann fällt AB in die Richtung AC, weil Zl HAB = 
HAC ist, und der Endpunkt B kommt in einen Punkt F zwischen A und C, 
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Figur 42. 



da AC >> AB ist. Die Strecke BH liegt jetzt als FH da, und der Z. B ist als 
AFH Aufsenwinkel eines Dreiecks CFII geworden und darum gröfser als ^ C 
Zusatz. Der gröfsten Seite eines Dreiecks liegt der gröfste Winkel 
gegenüber. 

10. ümkehrung von 5, 8. Gleichen Winkeln eines Dreiecks liegen 
gleiche Seiten gegenüber. 

Vs. Z. B = C. 

Bh. AC =: AB. 

Bw. Wäre AC > AB, so müfste nach Nr. 9 j^B^C 
sein, was gegen die Voraussetzung ist; und wenn AC <:^AB 
wäre, müfste nach demselben Satze j^ B <C C sein, was 
nicht sein soll. Daher kann nur AC gleich AB sein. 

Zusatz. Ein Dreieck mit zwei gleichen Winkeln ist ein 
gleichschenkliges. Sind alle drei Winkel gleich, so ist es 
gleichseitig. 

11. Umkehrung von Nr: 9. Der gröfsere von zwei Winkeln eines 
Dreiecks hat die gröfsere Gegenseite. 

Der Beweis wird entsprechend dem in Nr. 10 geführt durch abweisendes 
Verfahren. 

Zusatz. Dem gröfsten Winkel eines Dreiecks liegt die gröfste Seite 
desselben gegenüber. 

Im rechtwinkligen Dreiecke ist die dem rechten Winkel gegenüber- 
liegende Seite die gröfste.*) 

Die gröfste Seite eines stumpfwinkligen Dreiecks ist die Gegenseite des 
stumpfen Winkels. 

12. Anhang. Ls. Unter allen geraden Linien, welche man von einem 
Punkte nach einer Geraden ziehen kann, ist die Senkrechte die kürzeste. 

Sie werden um so gröfser, je 
^ weiter ihre Fufspunkte vom 

Fufspunkte der Senkrechten 
sich entfernen. 

Der. Beweis ist sehr leicht. 
Anm. Die Senkrechte heifst 
der Abstand des Punktes von 
der Geraden. Der Abstand der 
Spitze eines Dreiecks von der Gegenseite ist die Höhe des Dreiecks über 
dieser Grundseite. 

13. Umkehrung. Die kürzeste von allen Geraden, welche man von 
einem Punkte anfserhalb einer Geraden nach dieser ziehen kann, steht senk- 
recht anf ihr. 

Bw. Stände die kürzeste Linie PS nicht senkrecht auf der Geraden 
GLy so könnte man von P die Senkrechte auf GL fällen. Dann wäre sie 
nach Nr. 12 kürzer als die kürzeste Linie BS, was unmöglich ist. Daher 
mufs BS auf GL senkrecht stehen. 




c z 



Figur 48. 



*) Derselben einen besonderen Namen, Hypotenuse, zu geben, ist nicht nötig. Die 
kleinen Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks nannte man Katheten. 
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14. Übungen. 

1) Der Aufsenwinkel an der Spitze eines gleichschenkligen Drei- 
ecks ist doppelt so grofs, wie ein Grundwinkel. 

2) Die Halbierungslinien der spitzen Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks 
schneiden sich unter einem halben rechten Winkel. (Die beiden andern Winkel 
sind IV2 R.) 

3) Wie grofs sind die Winkel eines Dreiecks, in welchem der zweite das 
Doppelte, der dritte das Dreifache des ersten Winkels ist? — Kann man ein 
solches Dreieck durch ein gleichseitiges sich verschaffen? 

4) Im gleichschenkligen Dreiecke bestimmt ein Winkel die beiden andern. 
Er sei z. B. 60^, oder 90^. Wie grofs sind die beiden andern Winkel? 

5) Verbindet man die Endpunkte eines Kreisdurchmessers mit dem Endpunkte 
des auf ihm senkrechten Halbmessers, so werden die Sehnen die Schenkel eines 
rechtwinkligen gleichschenkligen Dreiecks. 

6) Man fälle in einem gleichseitigen Dreiecke von 2 Spitzen auf die Gegen- 
seiten die Senkrechten und berechne die Winkel, unter welchen sich beide schneiden. 
(Nr. 8, Zs. 5.) 

7) Legt man durch ein gleichschenkliges Dreieck eine Gerade in gleicher 
Richtung mit einer Seite, so wird das abgeschnittene Dreieck auch gleichschenklig. 
(Hierbei sind' 2 Fälle zu unterscheiden.) 

8) Schneidet man auf den Schenkeln eines gleichschenkligen Dreiecks von 
den Endpunkten der Grandseite aus gleiche Strecken ab, so läuft die Verbindungs- 
linie der Endpunkte in gleicher Richtung mit der Grundseite. (4, 6.) 

9) Die Senkrechten, welche irgendwo auf den Schenkeln eines Winkels stehen, 
schneiden sich unter Winkeln, welche dem gegebenen oder seinem Nebenwinkel 
gleich sind. (Die Senkrechten können sich aufserhalb oder innerhalb des gegebenen 
Winkels schneiden. Man beachte den Durchschnitt einer Senkrechten mit dem 
andern Schenkel.) 

10) In einer gegebenen Geraden einen Punkt zu finden, welcher von einem 
aufserhalb derselben gegebenen Punkte eine gegebene Entfernung hat. — Unter 
welche Länge darf die gegebene Entfernung nicht hinabgehen? 



6. Glied. Ganz übereinstimmende Dreiecke. 

Nach der Zahl der Seiten sind die drei ersten Sätze geordnet; der vierte 
Satz, der mit besonderer Bestimmung, erhält auch eine besondere Stellung. Da 
also die Nummer den Satz erkennen läfst, so werden später die 4 Sätze nur durch 
ihre Nummer bezeichnet. 

Die Seiten und Winkel einer Figur werden ihre Stücke genannt. 

1. Erster Satz. Haben Dreiecke eine Seite und zwei gleichliegende 
Winkel entsprechend gleich, so stimmen sie in allen Stücken iiberein. 

Das Zeichen für völlige Übereinstimmung ist ^ und wird gelesen 
„stimmt überein mit".*) 



*) „Kongruent^ ist ganz übereinstimmend. 
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Erster Fall. Die Winkel liegen beide an der Seite. 

Vs. -BiCi = BC 
A A, A Bx — B 

Z. c, = a 

Bh. A AtBiCi ^ ABC. 





B, Q Bw. Denkt man das zweite Drei- 

Figur 44. eck AiBiGi so auf das erste gelegt, dafs 

die gleichen Seiten BiCi und BC mit 
den gleichbenannten Eckpunkten sich decken, so fallt BiÄi in die Richtung 
BA^ weil, wenn sie rechts abwiche, der Winkel Bi kleiner als B wäre, und 
fiele sie links daneben, so erwiese sich ^ Bi gröfser als B, Wegen Gleich- 
heit der Winkel Ck und C gilt dasselbe von CxAx und CA. Da zwei Gerade 
sich nur in einem Punkte schneiden, so liegt nun auch der Eckpunkt Ai 
auf dem Schnittpunkte A, Mithin decken sich alle Grenzen der beiden Drei- 
ecke. Sie stimmen also in den gleichliegenden Seiten und Winkeln völlig 
überein. 

Zweiter Fall. Der eine Winkel liegt an der Seite, der andere ihr 
gegenüber. 

Bw. Da ^ J?i = J5 und ^ Ai =^ A sein soll, so sind auch die 
dritten Winkel, Ci und 0, einander gleich. (5, 5, Zs. 5.) Die Dreiecke er- 
füllen also die Bedingungen des ersten Falles und stimmen deshalb ganz 
überein.*) 

Anmerk. Von den 6 Stücken, den 3 Seiten und den 3 Winkeln, in 
jedem der beiden Dreiecke, kannten wir die Gleichheit von nur drei Paaren. 
Jetzt wissen wir, dafs auch die übrigen drei Paare gleich sind: Seite A^Bx 
= AB^ AxCx =^ AC und die dritten Winkel. Bei diesem Gleichsetzen sind 
die gleichliegenden Stücke zusammenzustellen. Gleichliegende Seilen 
sind die Gegenseiten gleicher Winkel. A Bi = B bringt AxCx = AC, 
Und gleichliegende Winkel sind die Gegenwinkel gleicher Seiten. Dies 
ist genau zu beachten, besonders wenn die Dreiecke nicht, wie hier, in ent- 
sprechender Lage vor Augen stehen. 

Die Gleichheit von Strecken oder Winkeln wird am leichtesten 
dadurch nachgewiesen, dafs man zeigt: sie sind gleichliegende Stücke 
in übereinstimmenden Dreiecken. 

2. Zweiter Satz. Haben Dreiecke zwei Seiten und den Zwischen- 
winkel entsprechend gleich, so stimmen sie ganz äberein. 

Vs. AiBi = AB Bw. Denkt man, wie vorher, 

BxCx = BC A AxBxCx so auf ABC gelegt, dafs. 

Z Bx = B, BxCx die Seite BC deckt, so fällt aus- 

Bh. A AxBxCx ^ ABC demselben Grunde BxAx auf BA und 

ihr Endpunkt Ax kommt in -4, weil 
AxBx = ^-B ist. Da nun zwischen den Punkten A und C nur eine Gerade- 
möglich ist, so fällt AxCx mit AC zusammen und alle Grenzen der beiden 
Dreiecke decken sich. 

*) Weil die Dreiecke bei gehörigem Aufeinanderlegen sich deckten, sagt man auch t 
sie sind deckbar. Man kann das Zeichen ^ auch lesen „ist deckbar mit^S 
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6, 3. 4. 



Daher sind die gleichliegenden drei andern Stücke auch gleich: Zl -^i 
= Ä, als Gegenwinkel der gleichen Seiten BiCi und JBG, Z, Ci = C und 
Seite Äid = ÄC. 



Haben Dreiecke die drei Seiten entsprechend gleich, 

4s 







Figur 45. 



3. Dritter Satz, 
so stimmen sie überein. 

Vs. ^1^1 = AB 
B^Ci = BC 

CiAx = CA, 

Bh. A AiBiCt ^ ABC. 

Bw. Hier wenden wir in 
unserer Vorstellung das zweite Drei- 
eck AiBiCi um (^1 nach unten) 
und denken es an das erste gelegt, so dafs es neben der gröfsten Seite 
BC als BA2C sich befindet mit ^1 in B und d in C. Dann verbinden wir 
die freien Eckpunkte A und A2 durch die Gerade AA2. Nun haben wir auf 
jeder Seite derselben ein gleichschenkliges Dreieck, dessen Grundwßikel gleich 
sind: Z. y ^=^ ^ 

Z u =^ z 

deren Summe giebt Z BA2C = Z BAC, 

also wissen wir nun, dafs Z BiAiCi = Z. BAC ist. Die sie einschliefsen- 
den Seiten sind nach Voraussetzung gleich; mithin stimmt nach dem 2. Satze 

A AxB^d ^ ABC. 

Demnach sind in diesen Dreiecken die Gegenwinkel gleicher Seiten gleich. 

Anmerk. Wir setzten die Dreiecke mit den gröfsten Seiten an einander, 
damit die Verbindungslinie die Seite BC selbst schneide. Legt man zwei stumpf- 
winklige Dreiecke mit einem Schenkel der stumpfen Winkel an einander, so wird 
diese Seite erst in ihrer Verlängerung von der Hilfslinie geschnitten (wie man an 
den beiden Dreiecken der Figur leicht erkennt), und man mufs das kleine Winkel- 
paar vom grofsen abziehen. Obiges Verfahren pafst auf alle Dreiecke. 

4. Vierter Satz. Haben Dreiecke zwei Seiten und den Gegenwinkel 
der gröfseren entsprechend gleich, so stimmen sie iberein. 

Vs. AxB^ = AB 

AtCt = AC 

AC > AB 

A,Ct > AiB, 

Z Bi = B. B QC G A 

Bh. A AiBtCi ^ ABC. ^ig«' ^6- 

Bw. Wir denken das zweite Dreieck so auf das erste gelegt, dafs die 
gleichen Winkel J5i und B mit ihren gleichbenannten Schenkeln zusammen- 
fallen. AiBt = AB bewirkt, dafs ^1 in A trifft. Wäre die Seite BiCi 
kürzer als J?(7, so endigle sie vor C etwa in C2 und AiCi käme als AC2 
zu liegen. Diese Seite AC2 wäre (als AiCi) gleich AC, also das Dreieck 
AC2C gleichschenkUg und Z AC2C = Z ACC2, Der Winkel AC2C ist 
aber als Aufsenwinkel des Dreiecks ABC2 gröfser als Z B, also wäre auch 
Z ACC2 (oder ACB) gröfser als Z B und darum müfste Seite AB gröfser 
als AC sein, was gegen die Voraussetzung ist. Wäre aber die Seite BiCt 
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länger als J?0, so fiele ihr Endpunkt Ci hinter C und AiCi befände sich in 
der Lage AG^. Dann gäbe AC^ = AG den Winkel AC3G gleich ^ AGC3, 
der als Aufsenwinkel gröfser als Winkel B ist, also wäre ^ AGqC ^ Z^B 
oder für das zweite Dreieck z^ Ci >> ^ ^1 und damit Seite AiBi > AiGi, 
was auch der Voraussetzung widei'spricht. Demnach kann der Punkt Ci nur 
auf (7 fallen. Die Grenzen der Dreiecke decken sich vollständig. 

Deshalb sind die gleichliegenden drei andern Stücke auch gleich. 

Anmerkung. Wenn in Dreiecken zwei Seiten und der Gegenwinkel 
der kleineren gleich sind, können die Dreiecke übereinstimmen, sie 
müssen es aber nicht, wie folgende Dreiecke mit den markierten 3 gleichen 
Stücken zeigen 




Figur 47. 

Solche Dreiecke erhält man dadurch, dafs man die Spitze eines gleich- 
schenkligen Dreiecks mit irgend einem Punkte der Grund seite oder ihrer 
Verlängerung verbindet (den Mittelpunkt der Grundseite ausgenommen) und 
die Dreiecke getrennt hinzeichnet. 

Ein solcher Lehrsatz mit dem kleineren Gegenwinkel darf also nicht 
aufgestellt werden; man müfste denn hinzufügen, dafs die Gegenwinkel der 
gröfseren Seiten gleichartige Winkel sind, d. h. beide stumpf, oder beide spitz. 

Schlufsbemerkung. Mit dem vierten Satze sind die möglichen Ver- 
bindungen von je 3 dieser Bestimmungsstücke des Dreiecks erschöpft. Denn 
die als vorderste zu denkende Zusammenstellung „keine Seite und 3 Winkel" 
ist unzulässig, weil durch zwei Dreieckswinkel der dritte schon bestimmt ist, 
so dafs hierbei nur zwei Bestimmungsstücke gegeben wären, die in der 
That in sehr verschieden grofsen Dreiecken vorkommen können. In jedem 
der durch die obigen 4 Sätze angegebenen Fälle sind aus den 3 Bestimmungs- 
stücken nur Dreiecke von gleicher Gestalt und Gröfse herzustellen, 
die allein durch ihre Lage in der Ebene sich von einander unterscheiden. 
Dies wird in Nr. 6 behandelt werden. 

5. Hilfsaufgaben. 

1) An eine gegebene Gerade in einem, gegebenen Punkte einen Winkel 
anzulegen, der einem gegebenen gleich ist. 




G T 

Figur 48. 




Ausführung. Um an der geraden Linie GL im Punkte P als Scheitel 
einen Winkel, so grofs wie a, zu erhalten, schneidet man auf seinen Schenkeln 
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vom Scheitel A aus beliebige Strecken (am bequemsten gleiche) AB und 
AG (mit dem Zirkel) ab und dieselben auch von P her auf GL bis D und 
oberhalb durch einen Bogen in der Gegend bei E\ dann schneidet man mit 
BC als Halbmesser von 2) her in diesen Bogen ein und verbindet den Schnitt- 
punkt !e mit P. Z. EFD ist der verlangte Winkel. 

Beweis. Nachdem BC und BE gezogen, stimmt A BDE ^ ABC 
(3. Satz), also ist ^ «i = a. 

Bemerkung. Den Winkel a kann man an GL in P in 4 Lagen an- 
tragen, nämlich oberhalb oder unterhalb der Geraden, nach rechts oder nach 
links geöffnet. Soll die Aufgabe eine vollkommen bestimmte sein, so mufs 
die gewünschte Lage mit angegeben werden. 

2) Dnroh einen anfserhalb einer geraden Linie gegebenen Punkt die 
mit ihr gleichgerichtete Gerade zn ziehen. 

Ausführung. Vom gegebenen 

Punkte P aus schneidet man in die y^ -^ 

Linie GL mit hinreichender Zirkel- y' \ y'^ 

Öffnung irgendwo nach links, bei A^ y \ /'' 

ein und macht rechts einen Bogen ^ :^^ ^ X" 

in der- Gegend von C\ dann trägt ^.g^^ ^^ 

man denselben Halbmesser von A 

aus auf GL ab, bis J?, und schneidet von B aus in den rechts gemachten 

Bogen ein. Die durch den Schnittpunkt C von P her gezogene Gerade ist 

die verlangte. 

Zum Beweise zieht man PJ., BB und BC Nach dem 3. Satze stimmt 
A ABB ^ CBB\ daraus folgt, dafs ihre Winkel bei B und P gleich sind 
(alle vier). Wegen der gleichen W^echselwinkel /? und y ist BC || GL. (4, 6.) 

6. Hauptaufgaben. 

1) Ein Dreieck ans zwei Seiten und dem Zwischenwinkel herzustellen. 
Die Ausführung ist sehr leicht. 

Alle Dreiecke, welche aus diesen ' ' 

Gröfsen, a, & und y, hergestellt wer- ^ 

den, stimmen überein. Es mufs ^ y 
< 2 R sein; a und 6 können jede 
beliebige Länge haben. pigurso. 

2) Ein Dreieck herzustellen aus einer Seite und den beiden anliegenden 
Winkeln. 

Welcher Einschränkung ist die Gröfse der beiden Winkel unterworfen? 
(4, 9.) 

3) Ein Dreieck zu zeichnen aus einer Seite, einem anliegenden Winkel 
und ihrem Gegenwinkel. 

Zur Herstellung werde bei demselben Eckpunkte auch der andere Winkel 
gehörig angetragen und dann nach Nr. 5, 2) verfahren. 

Die Aufgabe zum 3. Satz ist schon behandelt in 5, 7, und wurde benutzt 
zu den Aufgaben in Nr. 5. 

4) Ein Dreieck zu bilden aus zwei Seiten und dem Gegenwinkel der 
gröfseren. 
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Man fange mit dem Winkel an. 2, 5. Da selbstverständlich der ge- 
gebene Winkel kleiner als ein gestreckter sein mufs, so ist die Herstellung 
eines solchen Dreiecks immer möglich. (2, 4 am Ende.) 

5) Ein Dreieck zu zeichnen ans zwei Seiten nnd dem Gegenwinkel der 
kleineren. 

Der gegebene Winkel mufs ein spitzer sein. Durch zu geringe Länge 
der kleineren Seite kann die Aufgabe unmöglich werden. (5, 12.) Im 
Grenzfalle wird das Dreieck rechtwinklig. (5, 13.) Bei genügender Länge 
der kleineren Seite entstehen 2 Dreiecke, welche der Forderung entsprechen. 
Vergleich die Anmerkung zu Nr. 4» 

7. Übungen. 

a) Lehrsätze. 

1) Ist in einem rechtwinkligen Dreiecke ein Winkel 30^ oder 60^, so ist 
seine kleinste Seite halb so lang, wie die gröfste. (Man zeige, dafs das recht- 
winklige Dreieck die Hälfte eines gleichseitigen ist.) 

2) Im gleichschenkligen Dreiecke sind die von den Endpunkten der Grund- 
seite auf die Schenkel gefällten Senkrechten gleich, oder: die auf den Schenkeln 
stehenden Höhen sind gleich. (5, 12, Anm.) 

•3) Schneidet man auf jeder Seite eines gleichseitigen Dreiecks von einem 
Eckpunkte aus eine gegebene Strecke ab (von jedem Eckpunkte nur einmal aus- 
gehend), so entsteht durch Verbindung der Teilpunkte ein gleichseitiges Dreieck. 

4) Trägt man in einem gleichschenkhgen Dreiecke von den Endpunkten der 
Grundseite aus auf dem einen Schenkel selbst und auf der Verlängerung des andern 
gleiche Strecken ab, so wird die Verbindungslinie ihrer Endpunkte durch die 
Grundseite halbiert. — Beweis mittels einer Hilfslinie, die von einem Endpunkte 
in Richtung des andern Schenkels zur Grundseite (oder ihrer Verlängerung) läuft. 

5) Im gleichschenkligen Dreiecke schneiden sich die drei Höhen in einem 
Punkte. (5, 12., Anm.) (Die von der Spitze A des gleichschenkligen Dreiecks 
gefällte Senkrechte werde von der folgenden im Punkte H und von der dritten 
in einem Punkte geschnitten, der mit H\ bezeichnet werden möge. Man zeige 
durch übereinstimmende Dreiecke, dafs AB.x = ^-S" ist.) 

b) Aufgaben. 

6) Von einem gegebenen Punkte aus eine gerade Linie zu ziehen, welche 
eine gegebene Gerade unter einem gegebenen Winkel schneidet. Nr. 5, 1) und 2). 

7) Durch einen gegebenen Punkt eine Gerade so zu ziehen, dafs sie von den 
Schenkeln eines gegebenen Winkels gleiche Stücke abschneidet. Nr. 5, 2). 



7. Glied. Nur zum Teil übereinstimmende Dreiecke. 

1. Ls. Sind in zwei Dreiecken zwei Seiten entsprechend gleich, die 
Zwischenwinkel aber nicht gleich, so hat der gröfsere Winkel die gröfsere 
Gegenseite. 

Vs. BC = ^iCi 
AC = ^iCi 
Z > Ol. 
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Bh. AB > A^Bi, 

Bw. Wenn man ^ G '^ Ci 

von der Gleichung A Ä -{- B -]- C = 2. Ai -{- B^ -^ Ci abzieht, 
so bleibt die Ungleichung Zl-(l4"^<^-^i + ^i- 
Deshalb kann nicht zugleich 

Z Ät < Ä und B, < B 4, ^ 4^ 

sein; wenigstens der eine 
mufs gröfser sein, als der 
entsprechende des Dreiecks 
ABC, Es sei Z. Bi > B, 
Mit den gleichen Schenkehi 
dieser Winkel lege man die 
Dreiecke auf einander, also 
BiCi auf BC mit Bi in B. Dann fällt BiAi als BA2 aufserhalb des Drei- 
ecks ABC, und CiAi mufs, da ^ Ci < C ist, in der Lage CA2 die Seite 
AB schneiden. Der Schnittpunkt sei 8, Nun ist 
AS + SC > AC 
und BS + ^^2 > A2B 
deren Summe giebt AB -\- A2C ^ AC -f- A2B^ woraus die nach Voraus- 
setzung gleichen Seiten A2C =^ AC sich fortheben; 
daher ist AB ^ A2B 
also, wie behauptet wurde. AB > AxB\. 

2. ümkehrung. Sind in zwei Dreiecken zwei Seiten entsprechend gleich, 
die dritten Seiten aber ungleich, so hat die gröfsere Seite den gröfseren 
Gegenwinkel. 

Beweis durch das abweisende Verfahren. (6, 2. Satz und 7, 1.) 

3. Ls. Haben zwei rechtwinklige Dreiecke die gröfsten Seiten gleich, 
und ist ein Winkel des einen Dreiecks gröfser als ein Winkel des andern, 
so hat er die gröfsere Gegenseite. 

Vs. Z C^ = Ol = R 
AB = AxB^ 
Z -B >. ^1. 

Bh. AC > ^iCi. 

Bw. Die Winkelsummen Ue- 
fern zu Z -S > J?i den Winkel 
A <C. Ai, Daher kommt, wenn 
man die gleichen Seiten AxB^ und 

AB auf einander legt mit Ai in A^ Figur 52. 

die Seite A^C^ als AC2 aufserhalb 

des Dreiecks ABC zu liegen und BC2 schneidet AC. Zieht man nun CC2, 
so wird Z CC2A gröfser als der rechte Winkel BC2A., also stumpf, und 
daraus folgt AC > AC2 oder A^Ci, 

4. Haben zwei rechtwinklige Dreiecke die gröfsten Seiten gleich, ein 
Paar der kleineren Seiten aber ungleich, so ist auch das zweite Paar ungleich, 
und zwar hat dasjenige Dreieck die kürzere Seite, welches die längere 
andere besitzt. 
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Figur 53. 



ÄC2 Z 

Übrig Z 



Vs. Z C = Ci = R 
AB = AiBt 
ÄC > AiCx. 
Bh. J?(7 < J?iOi. 
Bw. Hier lege man die beiden 
Dreiecke neben einander mit den 
gleichen Seiten AB und A^^Bi so zu- 
sammen, dafs die ungleichen Seiten 
AC und AiCi in A an einander 
stofsen, und ziehe die Hilfslinie C2C. 
Dann ist im A AC2C wegen AC > 
AC2G > ACC2 und darum bleibt von den gleichen rechten Winkeln 
BC2C < BCC2, folglich ist BC < ^Cg oder BiCi, 

5. Übungen. 

1) Haben zwei rechtwinklige Dreiecke ein Paar der kleineren Seiten gleich, 
das andere aber ungleich, so sind auch die gröfsten Seiten ungleich, and zwar 
hat dasjenige Dreieck die längere, welches die längere kleinere Seite besitzt. 
(Siehe die Figur in 5, 12.) 

2) Haben zwei rechtwinklige Dreiecke ein Paar der kleineren Seiten gleich, 
aber das andere oder die gröfsten Seiten ungleich, so sind die Gegenwinkel der 
gleichen Seiten ungleich, und zwar liegt an der gröfseren Seite der kleinere Winkel. 
(Figur in 5, 12.) 

3) Stimmen zwei Dreiecke in den Winkeln überein, ist aber eine Seite des 
ersten Dreiecks gröfser als die entsprechende des zweiten, so sind auch seine 
andern Seiten gröfser als die entsprechenden des zweiten Dreiecks. 



8, Glied. Das Viereck. 

r 

1. Erklärungen. Verbindet man 4 Punkte, von denen nicht 3 in 
einer Geraden liegen, der Reihe nach durch gerade Linien, so umschliefsen 
diese als Seiten ein Viereck.*) 

Erhält das Vier- 
eck eine einsprin- 
gende Ecke, FGH, 
so besitzt es dort 
einen Winkel, der 
gröfser als 2 Rechte 
und kleiner als 4 
Rechte ist. 

Die Geraden, welche zwei Eckpunkte des Vierecks verbinden, ohne 
Seiten zu sein, heifsen seine Eckenlinien. (Im ersten Viereck AC und 

BD, im andern EG und auch FH.) Ein Dreieck hat keine Eckenlinien. 

• 

*) Die Schüler sollen die Figuren erheblich gröfser zeichnen, als sie in diesem 
Buche der Platzersparnis wegen gemacht sind. 




Figur 54. 



Fignr 55. 
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M 



Figur 56. 



Ein Viereck mit je zwei gleichen Gegen- 
seiten werde eine Raute genannt*) {JKLM). 

Ein Viereck mit je zwei anstofsenden 
gleichen Seiten ist 6in gleichschenkliges 
Viereck (NOPQ). In ihm ist die Eckenlinie 
NP, welche die Ecken der gleichen Schenkel 
verbindet, die Mittellinie des gleichschenk- 
ligen Vierecks. 

Sind in einem Viereck alle 4 Seiten gleich 
(BSTü), so genügt die Bezeichnung: gleich- 
seitiges Viereck; denn es gehört von selbst 
zu den Rauten nach deren Erklärung.**) 

a) Winkelsumme. 

2. Ls. Im Vierecke ist die Winkelsumme 
4 Rechte. 

Man ziehe in dem Vierecke (siehe oben 
ABCD) eine Eckenlinie, {EG in EFGH) und zähle 
die Winkel der beiden Dreiecke zusammen. 

Zusatz. Sind für ein Viereck drei Winkel gegeben, so ist der vierte 
durch sie bestimmt. 

b) Die Raute. 

3. Ls. Eine Eante wird durch jede ihrer beiden Eckenlinien in zwei 
übereinstimmende Dreiecke geteilt. (3. Satz.) 

4. Ls. In einer Eante sind je zwei Gegenseiten gleichlaufend.***) 
Bw. Man ziehe eine EckenUnie. Die Übereinstimmung der beiden 

Dreiecke liefert zwei Paar gleiche Wechsel- 
winkel. (4, 6.) ■^- 





5. Umkehrung. Ein Viereck mit je zwei 
gleichlaufenden Gegenseiten ist eine Raute. 

Vs- AB \\BG, ABW BG Figur 59 

Bh. AB = BG, AB = BG. 

Bw. Nachdem eine Eckenlinie, -BD, gezogen, stimmt A ABB ^ GBB 
nach dem 1. Satze, woraus die Behauptung sich ergiebt. 

Zusätze. 1) Gleichlaufende Gerade zwischen gleichlaufenden Geraden 
sind gleich. 



*) Der Lehrer lese den mittleren Teil des Vorwortes zu diesem Buche nach und 
beachte die hier folgende Angabe. 

**) „Diagonalen" sind Eckenlinien. Ein „Parallelogramm" ist eine Raute (nach obiger 
Erklärung). Ein „Rhombus" ist ein gleichseitiges Viereck. Der deutsche Ausdruck „Raute" 
(Name einer Pflanzengattung, ruta, deren Blätter so gestaltet sind), wurde in vergangener 
Zeit nur sehr vereinzelt statt des aus dem Griechischen stammenden Wortes „Rhombus" 
wirklich gebraucht. Da das Wort in dieser früheren Bedeutung erloschen ist, kann ihm 
obige allgemeinere Bedeutung beigelegt werden, zumal die Rautenblätter nicht alle gleich- 
förmig sich gestalten. 

♦**) Wegen dieser Eigenschaft, je zwei „parallele" (gleichlaufende) Seiten zu haben, 
wird solches Viereck. ein „Parallelogramm" genannt. 

Mar tu 8, Baumlehre. 1. 3 
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2) Gleichlaufende Gerade haben überall gleichen Abstand. (5, 12 Anm. 
und 4, 10.) 

6. Ls. Ein Viereck, in welchem zwei Gegenseiten gleich und gleich- 
laufend sind, ist eine Eaute. 

Vs. AB # BC. 

Bh. AD = BC. 

Bw. Die durch eine Eckenlinie erhaltenen Dreiecke stimmen nach dem 
2. Satze überein. 

Zusätze. 1) Haben zwei Punkte einer Geraden von einer andern auf 
derselben Seite gleichen Abstand, so sind beide Gerade gleichgerichtet. 

Bemerkung. Dieser Satz giebt das bequemste Mittel, zu einer Geraden 
eine gleichgerichtete zu zeichnen. 

2) Alle auf derselben Seite einer Geraden liegenden Punkte, welche gleich 
weit von ihr abstehen, liegen auf einer ihr gleichgerichteten geraden Linie. 

Man verbinde einen der Punkte mit jedem andern. Jede Verbindungs- 
linie wird mit der Geraden gleichlaufend. Da sie aber durch denselben Punkt 
gehen, fallen sie alle in eine gerade Linie zusammen. (4, 3.) 

3) Die auf der andern Seite der Geraden befindlichen Punkte, welche 
ebenso grofsen Abstand von ihr haben, liegen auch auf einer der gegebenen 
gleichgerichteten Geraden. Es giebt in der Ebene anderswo, als auf diesen 
beiden gleichgerichteten Geraden, keinen Punkt, welcher von der gegebenen 
Geraden den vorgeschriebenen Abstand hat. Daher: 

Der Ort aller Punkte, welche von einer geraden Linie einen gegebenen 
Abstand haben, besteht aus zwei zu beiden Seiten der Linie in der gegebenen 
Entfernung in gleicher Richtung mit ihr laufenden Gera4,en. 

4) Der Ort aller Punkte, welche von zwei gleichgerichteten Geraden 
gleichen Abstand haben, ist die mitten zwischen ihnen in gleicher Rich- 
tung laufende Gerade. 

7. Ls. In einer Raute betragen je zwei auf einander folgende Winkel 
zusammen 2 Rechte und die Gegenwinkel sind gleich. 

Bw. durch Nr. 4 und 4, 8, 2; die Gegenwinkel werden durch den- 
selben Winkel zu zwei Rechten ergänzt. 

Zusatz. Durch einen Winkel einer Raute sind die übrigen bestimmt. 
Weifs man von einem ihrer Winkel, dafs er ein Rechter ist, so sind auch 
die andern Winkel Rechte. 

Erklärung. Eine rechtwinklige Raute wird ein Rechteck genannt. 
Ist es gleichseitig, so heifst es ein Quadrat. (Im Gegensatze zum Rechteck 
kann eine Raute mit schiefen Winkeln als eine schiefe bezeichnet werden.) 

8. Umkehrung. Ein Viereck, in welchem je zwei auf einander folgende 
Winkel zusammen 2 Rechte betragen oder in dem je zwei Gegenwinkel 
gleich sind, ist eine Raute. 

Bw. des ersten Teiles durch Nr. 5 und der zweite wird auf den ersten 
zurückgeführt durch Nr. 2. 

Zusatz. Ein Viereck mit lauter rechten Winkeln ist eine Raute. 
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c) Eckenlinien. 

9. Ls. Ein Rechteck hat gleiche Eckenlinien. 
Bw. A ÄDC ^ BCD. (2. Satz.) 
Zusatz. Eine schiefe Raute hat ungleiche Ecken- 
linien. (7, 1.) 




Figur 60. 




Figur 61. 



10. Umkehrung. Eine Eante mit gleichen Eckenlinien ist ein Eechteck« 

Bw. A ÄDC ^ BCD (3. Satz); dann Nr. 7. 

11. In einer Eante halbieren sich die Eckenlinien. 

Vs. AB # J^C (Nr. 6). 

Bh. AM = MC, BM — MD, 

Bw. A AMB ^ CMD (1. Satz). 

Zusätze. 1) Der Schnittpunkt der Eckenlinien 
ist der Mittelpunkt der Raute; denn er halbiert 
jede durch ihn gezogene Gerade, welche von den 
Gegenseiten der Raute begrenzt wird. (1. Satz.) 

2) Beim Rechteck haben die Eckpunkte gleichen Abstand von seinem 
Mittelpunkte. Ein um ihn mit dem Abstände als Halbmesser zu beschrei- 
bender Kreis geht daher durch die 4 Eckpunkte. Bei einer schiefen Raute 
ist dies nicht möglich. 

3) Im rechtwinkligen Dreieck steht der Scheitel des rechten Winkels 
von der Mitte der gröfsten Seite ebenso weit ab, wie ihre Endpunkte. Des- 
halb geht der über der gröfsten Seite als Durchmesser beschriebene Kreis 
durch die Spitze des rechten Winkels. 

12. Umkehrung. Ein Viereck, in welchem sich die Eckenlinien hal- 
bieren, ist eine Eante. 

Bw.* A AMB ^ CMD, (2. Satz.) 

13. Ls. Im gleichschenkligen Viereck halbiert die Mittellinie die beiden 
Winkel and die andere Eckenlinie nnd schneidet 

diese rechtwinklig. 

Vs. PQ = PS, VQ =: VS. 

Bh. ^ « = /?, Z 7 = rf 

TQ = TS P< 

Z. PTQ = R. 
Bw. Zunächst stimmt A PVQ^PVS (3. Satz); 
daraus folgt, was noch erforderlich ist, damit A PTQ 
^ PTS (2. Satz). 

Zusätze. 1) Im gleichseitigen Vierecke hal- 
bieren die Eckenlinien die Winkel und schneiden sich 
in ihrer Mitte rechtwinklig. 

2) Eine Raute ist gleichseitig, wenn einer ihrer 
Winkel von der Eckenlinie halbiert wird. (5, 10, Zs.) 

3) Stehen in einer Raute die Eckenlinien senk- 
recht auf einander, so ist sie gleichseitig. 




Figur 63. 
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d) Das Trapez. 

14. Erklärung. Stumpft man ein Dreieck ab durch eine einer 
Seite gleichgerichtete Gerade, so erhält man ein Vierek, welches Trapez*) 
genannt wird (ÄBCB in Nr. 15). Ein in solcher Weise an seiner Spitze 
abgestumpftes gleichschenkliges Dreieck ist ein gerades Trapez (GHJK 
in Nr. 16). Ein Trapez ist also ein Viereck mit zwei ungleichen gleich- 
gerichteten Gegenseiten. Diese sind seine Hauptseiten, die nicht gleich- 
gerichteten seine Nebenseiten. Die Verbindungslinie der Mittelpunkte der 
Nebenseiten ist die Mittellinie des Trapezes. 

15. Ls. Im Trapez wird keine Eckenlinie von der andern halbiert. 

Bw. Nimmt man an, dafs eine, BD, von der 

andern EckenUnie halbiert werde, so stimmte A ^FB 
Q^ CFB nach dem 1. Satze, und es würde AB = 
I)G sein. Da nun AB auch gleichgerichtet mit BC 
ist, so wäre das Viereck nach Nr. 6 eine Raute und 
Figur 64. kein abgestumpftes Dreieck. . 

16« Ls. Ein gerades Trapez hat gleiche Winkel, 
an jeder Hauptseite, gleiche Nebenseiten und gleiche 
Eckenlinien. 

Zum Beweise ergänzt man dieses Viereck wieder 
zum gleichschenkligen Dreiecke. 

17. Ls. Die Mittellinie eines Trapezes ist den 
Hanptseiten gleichgerichtet und gleich ihrer halben 
Figur 65. Summe. 

Vs. AB II BC. AB < BC 

AM = MB, BO = OC 
Bh. AB II MO II BC 

m = V'2 (a -j- ^), wenn 
310 = w, BC = a und AB = h gesetzt 
wird. 

Zum Beweise lege man durch die 
Mitte der einen Nebenseite die der an- 
Figur 66. dern gleichlaufende Gerade FJ bis zu den 
Hauptseiten, wozu die kleinere, AB, zu 
verlängern ist. Dann ist FJ = AB (Nr. 5, Zs. 1). Ferner stimmt A OBF 
^ OCJ (1. Satz), also ist aufser BF = CJ auch OF = OJ. Letztere sind 
nun gleich MA und MB, als Hälften gleicher Ganzen. Deshalb sind nach 
Nr. 6 AFOM und BJOM Rauten, also AB \\ MO \\ BC und AF = MO = BJ, 
Dies giebt m = 6 -j- ä; 

und w = a — x 
folglich 2m =: a -{- b, also m = V2 {a -j- b), 
Zusatz. Die Gerade, welche die Mitten zweier Dreiecksseiten verbindet, 
ist der dritten Seite gleichgerichtet und gleich deren Hälfte. 





*) In „Trapez" sprechen wir e lang und betont. Das griechische Wort Trapezd 
(Tisch, verkürzt aus Tetrapeza, Vierfufs) hat den Ton auf der ersten Silbe und e kurz. 
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Legt man BL \\ AD, so geht die Richtigkeit der Behauptung unmittelbar 
aus dem vorigen Beweise hervor. Dabei wird die Mittellinie = x und 
LC = 2x. 

18. Ls. Zieht man mitten durch eine Nebenseite eines Trapezes in 
der Richtung der Hauptseiten eine Gerade bis zur andern Nebenseite, so 
halbiert sie diese. 

Der Beweis entspricht dem zu Nr. 17. 

Zusatz. Zieht man mitten durch eine Dreiecksseite in Richtung einer 
andern Seite eine Gerade bis zur dintten Seite, so halbiert sie dieselbe. 

Schlufsbemerkung. Da ein Viereck von beliebiger Gestalt durch eine 
Eckenlinie in zwei Dreiecke mit gemeinsamer Seite zerlegt wird, so gehören zur 
Bestimmung seiner Gestalt und Gröfse 3 -f- 2 = 5 Stücke. Von diesen mtlssen, 
da nur 3 Winkel des Vierecks gegeben werden dürfen, mindestens zwei Stücke 
Seiten sein. Lehrsätze von der Übereinstimmung der Vierecke stellen wir nicht 
auf, da sie nur selten gebraucht werden, und eintretenden Falls die Überein- 
stimmung durch Deckung leicht nachzuweisen ist. Bei den Vierecken von besonderer 
Gestalt vermindert sich die Zahl von 5 Bestimmungsstücken durch die Eigenschaften 
der Gestalt, so dafs bei dem die meisten Eigenschaften besitzenden Quadrate nur 
1 Bestimmungsstück, seine Seite, erforderlich ist. 

19. Hauptaufgaben. 

1) Einen gegebenen Winkel zu halbieren. 

Dies geschieht durch die Mittellinie eines gleichschenkligen Vier- 
ecks, welches man in dem gegebenen Winkel herstellt, wie zl Q^S in 
Nr. 13 zeigt. 

Bemerkung. Durch fortgesetztes Halbieren der Teile kann man den 
Winkel in 4, 8, 16, .... gleiche Winkel zerlegen. 

2) Von einem Punkte aufserhalb einer Geraden die Senkrechte auf die- 
selbe zu fällen. 

Ebenfalls durch die Mittellinie eines gleichschenkUgen Vierecks: Vom 
gegebenen Punkte P aus (Figur in Nr. 13) schneidet man mit hinreichender 
ZirkelöfTnung in die gegebene Gerade (bei Q und S) ein, verschafft sich einen 
Punkt als vierte Ecke (7) und zieht die MittelUnie {PY) als die verlangte 
Senkrechte. (Nr. 13.) 

3) In einem Punkte einer Geraden die Senk- 
rechte anf ihr zn errichten. 

Man macht den Punkt zur Mitte der Grundseite 
eines gleichschenkUgen Dreiecks. (5, 8, Zs. 4.) 

Nach feiner Ausführung der Figur (man darf mit 
dem Zirkelfufs nicht zu tief einstechen !) kann man das 
rechtwinklige Lineal auf Richtigkeit prtifen. Man lege j- 
es in beide Nebenwinkel ein. 

Bemerkung. Ist der gegebene Punkt P der 
Endpunkt der Geraden, und hat man zu ihrer Ver- ^*^' ^'' 

längerung auf dem Zeichenpapiere keinen Platz, so kann man über einer 
Strecke PQ derselben ein gleichschenkliges Dreieck FQM herstellen, um seine 
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Spitze M mit dem Schenkel den Kreisbogen beschreiben und QM bis zu ihm 

ziehen. Nach dem TrefTpunkte S läuft von P aus die verlangte Senkrechte. 

Es ist leicht zu beweisen, dafs ^ a -j- /^ = R- (Vergl, Nr. 11, Zs. 3.) 

4) Eine gegebene Strecke zu halbieren. 

Man macht sie zur Eckenlinie eines gleichschenkligen Vierecks, die von 
seiner Mittellinie halbiert wird. 

Bemerkung. Für das gewöhnliche Zeichnen reicht das vereinfachte Ver- 
fahren aus, nach welchem man den einen Zirkelfufs in den Anfangspunkt der 
Strecke einsetzt und mit dem andern nach dem Augenmafse die mntmafsliche Mitte 
markiert, dann vom . Endpunkte her die eingespannte Strecke rückwärts abträgt 
und den nur noch kleinen Fehler aus freier Hand sorgfältig halbiert. 

5) Eine gegebene Strecke in eine beliebige Anzahl n gleicher Teile 
zu zerlegen. 

Vom Anfangspunkte -4 der Strecke AB aus 
zieht man unter beliebigem (nicht zu spitzem) 
Winkel eine Gerade ÄX und trägt auf ihr von 
A an eine kleine Strecke wmal hinter einander 
ab, verbindet den letzten Punkt C mit dem End- 
punkte B und zieht in dieser Richtung von jedem 
Teilpunkte her eine Gerade bis zur Strecke AB, 
Die Treffpunkte zerlegen sie in die verlangten n 
gleichen Teile. 

Bw. Die Trapeze BGDE, FGHJ u. s. w. 

zeigen, dafs jeder der n Abschnitte dem vorhergehenden gleich ist. (Nr. 18, 

nebst Zs.) 

6) Einen rechten Winkel in drei gleiche Teile zn zerlegen. 

Gesucht wird Vs R. Winkel von ^/s R erhält man durch ein gleich- 
seitiges Dreieck. Ein in den rechten Winkel gestelltes gleichseitiges Dreieck 
läfst von ihm Vs Rechten übrig. Wie kann man demnach durch 3 Zirkel- 
schläge 2 Punkte angeben, durch welche die gesuchten Teilungslinien des 
rechten Winkels gehen? 

Anm. Hiernach kann man den rechten Winkel auch in 6, 12, .... 
Teile zerlegen. 

Mitteilung. Ein beliebiger Winkel läfst sich nicht durch ein Verfahren 
mit Zirkel und Lineal in 3 gleiche Stücke teilen. Es geht sehr einfach mit Hilfe 
einer krummen Linie (einer gleichseitigen Hyperbel), wie im dritten Teile dieses 
Buches angegeben wird. Für das Zeichnen genügt der Winkelmesser. Man mifst 
den Winkel, rechnet den dritten Teil der Zahl seiner Grade nebst Bruchteil aus 
und giebt hiernach neben dem Bogen die beiden Punkte an, nach welchen vom 
Scheitel her die Teilungslinien zu ziehen sind. 

20. Vorbereitung auf Lösen einer Aufgabe. 

Man nimmt eine vorläufig gezeichnete Figur als die gesuchte 
an, markiert in ihr die gegebenen Stücke, und, falls solche an der Figur 
noch nicht vorhanden sind, stellt man sie her, wie sie dieser Figur zukommen. 
Dann sucht man einen Zusammenhang zwischen den gegebenen Stücken 
und den gesuchten Gröfsen aus den Eigenschaften der Figur zu ermit- 
teln. Die entdeckte Beziehung zwischen denselben führt dann auf eine 
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schon bekannte Aufgabe oder zu einem Verfahren, wodurch man zum Ziele 
gelangt. 

1. Beispiel. Ein Dreiek ans dem Umfange und zwei Winkeln herzu- 
stellen. 

Vorbereitung. Es sei ABC das verlangte Dreieck; seine Winkel ß 
und y seien die von gegebener Gröfse. Da der zu gebende Umfang des Drei- 
ecks, die Summe seiner 
Seiten, noch nicht in der a 

Figur vor Augen liegt, 
trägt man auf den Verlän- 
gerungen der Grundseite 
BC nach links BÄ als DB, 
nach rechts CA als CE ab; 
dann ist die Strecke DE ^^^' ®^- 

der Umfang dieses Dreiecks. Um die freien Endpunkte D und E mit dem 
Dreiecke ABC in deutliche Beziehung zu bringen, wird man sie mit der 
Spitze A durch die Hilfslinien DA und EA verbinden. Denn dann entstehen 
gleichschenklige Dreiecke. Am gleichschenkligen Dreiecke ABD kennt man 
den Aufsenwinkel ß an der Spitze B, weifs also, dafs ^ D = ^l^ß und 
j/, BAD = V» j^ sein mufs. (5, 14, 1.) Ebenso hat man im gleichschenkligen 
Dreieck ACE ^ ^ = Va y und ^ CAE = V2/. Nun bemerkt man, dafs an 
der* zu gebenden Strecke DE die Winkel an den Endpunkten bekannt sind, 
dafs also das Hiltsdreieck ADE aus einer Seite und den beiden anliegen- 
den Winkeln sich herstellen läfst; so dafs die vorliegende Aufgabe auf diese 
bekannte Aufgabe zurückgeführt ist. (6, 6, 2.) Von der erhaltenen Spitze A 
aus bekommt man AB und AC durch Anlegen der Winkel V2/? und Vay, 
und ist damit zum Dreieck ABC gelangt. — Nach dieser Erkenntnis schreitet 
man zur Ausführung der Lösung der gestellten Aufgabe, die nur darin 
besteht, dafs man die eben vollzogenen Schlüsse rückwärts aneinander 
reiht, wie folgt: 

Gegeben sind die Strecke w, welcher der Umfang des herzustellenden 
Dreiecks gleich werden soll, und die Winkel ß und y. (Diese drei Stücke 
sind am Rande hinzuzeichnen und es ist nach den folgenden Angaben 
eine neue Figur mit diesen Stücken zu entwerfen.) 

Ausführung. Auf einer hingelegten geraden Linie trage man die ge- 
gebene Strecke u (mit dem Zirkel) als DE ab, halbiere die gegebenen Winkel 
ß und / (Nr. 19, 1) und lege an DE in D einen Winkel, gleich V«/^, nach 
rechts geöffnet, und in ^ einen Winkel, gleich Vay, nach Unks geöffnet, an. 
(6, 5, 1.) Die freien Schenkel derselben mögen sich in A schneiden. Nun 
trägt man in A an AD nach unten einen Winkel = V2/? an (der Schnitt- 
punkt des Schenkels auf der Grundseite sei B) und an AE in A auch nach 
unten einen Winkel = Vay, dessen Schenkel auf der Grundseite den Punkt G 
Hefert. Das erhaltene Dreieck ABC ist das verlangte. 

Beweis. Da im Dreieck ABD die Grundwinkel D und BAD gleich 
sind, so liegen ihnen gleiche Seiten gegenüber; es ist AB = BD\ und aus 
demselben Grunde wurde AC = CE. Demnach ist der Umfang des Dreiecks 
ABC gleich DB -\- BC -{- CE — DE = u. Der Winkel ABC ist als 
Aufsenwinkel des Dreiecks ABD gleich ^l^ß -\- ^j^ß =: ß und ebenso folgt, 
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dafs Winkel ÄCJB gleich dem gegebenen Winkel y ist. Mithin erfüllt das 
Dreieck ABC die gestellten Bedingungen, ist also das verlangte. 

Der Darlegung ist eine abschliefsende Betrachtung anzufügen, welche 
angiebt: 1) ob die gestellte Aufgabe immer so zu lösen ist, oder ob die 
gegebenen Stücke gewisse Grenzen einhalten müssen, damit die Aufgabe 
überhaupt möglich sei; und 2) wieviele gesuchte Figuren den gestellten 
Bedingungen entsprechen. Diese Betrachtung giebt also an, bei welchen 
Grenzen die Möglichkeit der Aufgabe abschliefst, und ist auch des- 
halb als Abschlufs zu bezeichnen. 

Für obige Aufgabe ist der 

Abschlufs. Zwei Winkel eines Dreiecks müssen zusammen kleiner als 
zwei Rechte sein. Daher sind die beiden Winkel so zu geben, dafs ß -\- y 
<; 2 R ist. Hat man diese Grenzbedingung bei der Wahl der Winkel 
ß und y eingehalten, so müssen die bei D und E an DE in der angegebenen 
Richtung angelegten Schenkel sich schneiden; denn die oberhalb ihrer 
Schneidelinie DE liegenden inneren entgegengesetzten Winkel B und E be- 
tragen zusammen sogar weniger als 1 R. (4, 9.) Das Dreieck ADE kommt 
also unter äer Grenzbedingung zustande und das innerhalb desselben ent- 
stehende Dreieck ABC auch. Dabei geht aus dem Dreieck ADE nur ein 
Dreieck ABC hervor. Man könnte freilich ^ ^/ey links und ^kß rechts an 
DE antragen, käme dann aber auf ein Dreieck, welches nur das umgelegte 
erste Dreieck wäre." Dies wird nicht als ein anderes Dreieck gezählt. Da 
die Aufgabe nur eine Lösung liefert, so ist sie eine bestimmte. Mithin 
lautet der Abschlufs: Sind die beiden gegebenen Winkel zusammen kleiner 
als 2 Rechte, so giebt es ein Dreieck, welches die gegebenen Gröfsen besitzt. 

Die vollständige Behandlung einer zu lösenden Aufgabe besteht also aus 
vier Teilen: 

1) Vorbereitung, 2) Ausführung, 3) Beweis, 4) Abschlufs.*) 

2. Beispiel. Ein Dreieck aus dem Unterschiede der Nebenseiten, dem 
Unterschiede ihrer Gegenwinkel und aus der Orundseite zu zeichnen. 

Vorbereitung. Nachdem in einem Dreiecke ABC, in welchem & >> c 
gemacht wurde, der Unterschied b — c = d auf AC so hergestellt ist, dafs 
die vom Endpunkte nach B zu ziehende Hilfslinie vom angenommenen ein 
gleichschenkliges Dreieck abschneidet, liefern dessen Grundwinkel in dem 
Hilfsdreieck den Gegenwinkel von d x = '^12 {ß — 7), also als die Hälfte 
des zu gebenden Winkelunterschiedes ß — y = d. Somit kennt man im 
Hilfsdreieck zwei Seiten und den Gegenwinkel der kleineren, kann es also 
aus den gegebenen Gröfsen a, d, d bilden. (6, 6, 5.) Die Gestalt des anzu- 
setzenden Dreiecks sagt, wie man zur Spitze A des gesuchten Dreiecks 
gelangt. 

Die Angabe der Ausführung und des Beweises ist hiernach leicht 
zu machen. 

Abschlufs. Das Hilfsdreieck kommt nur dann zustande, wenn der 
mit d um C beschriebene Kreis den freien Sckenkel des angelegten Winkels 



*) „Analysis" (Zergliederung) ist das, was hier als Vorbereitung angegeben wurde. 
„Konstruktion" ist Ausführung. „Detennination" (Grenzbestimmung) ist der Abschlufs 
der Aufgabe. 
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^ = i/aJ schneidet. Es mufs also d gröfser sein, als der Abstand des 
Punktes C ron jenem Schenkel. Diese untere Grenze von d erhält man 
demnach dadurch, dafs man die gewählte Strecke a auf der Halbierungslinie 
des angenommenen Winkels d vom Scheitel aus abträgt und vom Endpunkte 
auf einen Schenkel die Senkrechte fällt. Bezeichnet man deren Länge mit s, 
so ist zu geben d ^ s. Doch auch eine obere Grenze hat d einzuhalten. 
Der Unterschied zweier Dreiecksseiten ist kleiner, als die dritte Seite; also 
mufs d <C a bleiben. Weil d gröfser als s zu nehmen ist, tritt der freie 
Schenkel des Winkels ^^d in das Innere des mit d beschriebenen Kreises 
zum Fufspunkte der Senkrechten und mufs, weil diese Gerade unbegrenzt 
fortläuft, an einer anderen Stelle aus dem in sich geschlossenen Kreise wieder 
heraustreten. Jeder der beiden Schnittpunkte führt nachher zu einem Drei- 
ecke; der von B entferntere giebt das Dreieck auf der andern Seite von a. 
Es werden aber die Nebenseiten der beiden gefundenen Dreiecke paarweise 
gleichlaufend, ihre Winkel also entsprechend gleich, und darum stimmen die 
Dreiecke überein. (1. Satz.) Wie bei der vorhergehenden Aufgabe wird man 
also das nur durch die Lage vom ersten verschiedene Dreieck nicht als ein 
anderes zählen. Dafs ^ <J << 2 R zu nehmen ist, braucht als selbstver- 
ständlich nicht gesagt zu werden. Folglich ergiebt sich als Abschlufs: 
Nur wenn a ^ d ^ s ist, entsteht ein Dreieck von bestimmter Gestalt. 

Diese erste Weise der Aufgabenlösung ist das Verfahren 
mittels Hilfsflgiir. (Die zweite, mittels Orte, kommt 10, 18.) 

21. Übungen. 

a) Lehrsätze. 

1) In einem geraden Trapez mit 3 gleichen Seiten halbieren die Eckenlinien 
die Winkel an der vierten Seite. 

2) Wenn in einem Trapeze die oberen oder die unteren Abschnitte der 
Eckenlinien gleich sind, so ist es ein gerades Trapez. 

3) Verbindet man in einem Dreiecke die Mitten der drei Seiten, so wird es 
in 4 übereinstimmende Dreiecke geteilt. 

4) Die Linie, welche die Mitten der Eckenlinien eines Trapezes verbindet, 
ist halb so grofs, wie der Unterschied der Hauptseiten. 

5) Verbindet man in einem beliebigen Viereck die Seitenmitten der Reihe 
nach, so entsteht eine Raute. Sie ist bei einem gleichschenkligen Vierecke ein 
Rechteck. Bei welchen Vierecken wird dieselbe gleichseitig? 

6) Die Mitten zweier Gegenseiten und die der bMden Eckenlinien eines 
Vierecks sind die Eckpunkte einer Raute. 

7) Die drei Geraden, welche die Mitten der Gegenseiten und die der Ecken- 
linien eines beliebigen Vierecks verbinden, schneiden sich in einem Punkte und 
halbieren sich dort. [Nach 5) und 6).] 

8) Bei einem Viereck mit gleichen Eckenlinien schneiden sich die Verbindungs- 
linien der Mitten der Gegenseiten rechtwinklig. 

9) Verbindet man die Mitten zweier Gegenseiten einer Raute mit den End- 
punkten einer Eckenlinie, so teilen diese Geraden die andere Eckenlinie in 3 
gleiche Stticke. 

10) Was für ein Viereck bilden die Winkelhalbierungslinien eines geraden 
Trapezes? 
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b) Aufgaben. 

11) Ein gleicbseitiges Viereck zu zeichnen, von dem die beiden Eckenlinien 
gegeben sind (als zwei Linien von vorgezeichneter Länge). 

12) Eine Raute herzustellen aus einer Seite und den beiden Eckenlinien. 

13) Ein Rechteck zu zeichnen aus einer Seite und dem Winkel, unter welchem 
die Eckenlinien sich schneiden. 

14) Eine Strecke a zwischen die Schenkel des gegebenen Winkels a so ein- 
zusetzen, dafs sie die von einer Geraden angegebene Richtung hat. 

15) Ein gerades Trapez zu bilden aus den beiden Hauptseiten und einem 
Winkel. 

16) Zur Herstellung eines Trapezes sind die 4 Seiten gegeben. (Zerlegung.) 

17) Ein Trapez herzustellen aus den beiden Hauptseiten, einer Nebenseite 
und einem der nicht eingeschlossenen Winkel. 

18) Ein Trapez zu zeichnen aus einer Haupt- und einer Nebenseite und den 
beiden Eckenlinien, 

19) Ein Viereck zu bilden aus den 4 Seiten und einem Winkel. 

Hierbei kann (bei kleiner genommenem Winkel) die einspringende Ecke eines 
zweiten Vierecks so zu liegen kommen, dafs eine Seite tlber ihre Gegenseite fort- 
geht. Eine solche Figur wird ein „überschlagenes Viereck" genannt. 

20) Es sind zwei gleichlaufende Gerade, ein Punkt P und eine Strecke a 
gegeben. Man soll durch P eine Gerade so ziehen, dafs das zwischen den Gleich- 
laufenden liegende Stück derselben gleich a wird. 



9. Glied. Das Vieleck. 

1, Erklärungen. Geradlinige Figuren mit mehr als 4 Seiten heifsen 
Vielecke. Ist n die Anzahl der Seiten, also auch der Ecken, so wird das 
Vieleck als ein n-Eck bezeichnet. Die Summe der Seiten ist sein Umfang, y 

Ein Vieleck ist regelmäfsig-, wenn die Seiten und die Winkel alle 
gleich sind. Das regelmäfsige Viereck ist das Quadrat, das regelmäfsige 
Dreieck ist das gleichzeitige. 

2. Ls. Die Summe der Winkel eines n-Ecks ist n • 2 E — 4 R. 

Bw. Verbindet man einen im Innern des Vielecks angenommenen Punkt 
mit allen Ecken, so entstehen, da zu jeder Seite ein Dreieck gehört, w Dreiecke. 
Von ihrer Winkelsumme sind die um den angenommenen Punkt liegenden 
Winkel, als nicht dem Vielecke gehörig, zusammen abzuziehen. 

Anmerk. Hat das Vieleck aufeinander folgende' einspringende Ecken, so 
kann, wenn es dort nur schmal ist, der Fall eintreten, dafs in seinem Innern kein 
Punkt sich findet, von dem aus es sich in Dreiecke zerlegen liefse. Auch für 
solchen besonderen Fall ist die Richtigkeit des Satzes leicht nachzuweisen. 

Wie grofs ist die Winkelsumme im Fünfeck, Sechseck, Siebeneck, 
Zwölfeck? Wieviel Seiten hat ein Vieleck, dessen Winkelsumme 40 R beträgt? 

Ein n-Eck mit lauter rechten Winkeln mufs ein Viereck sein. Daher ist 
der Name „Rechteck" ein bestimmter. „Schiefeck" würde keine zutreffende 
Bezeichnung einer bestimmten Figur sein. 
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Zusätze. 1) Bei jedem Vielecke betragen die Aufsenwinkel, von denen 
an jeder Ecke nur einer liegt, zusammen 4 Rechte. 

2) Jeder Winkel eines regelmäfsigen n-Ecks ist (2 — */„) Rechte. 
(Besser ist die Begründung durch Zusatz 1.)* 

Wie grofs ist jeder Winkel eines regelmäfsigen Achtecks, Sechsecks, 
Vierecks, Zwan;Sgecks, Sechzigecks? Mit zunehmender Seitenzahl wachsen 
die Winkel. 

3. Ls. Von einer Ecke eines n-£cks lassen sich (n — 3) Eckenlinien 
ziehen. 

Bw. Von dem gewählten Eckpunkte aus ist keine Eckenlinie zu ziehen 
nach ihm selber und nach den beiden Nachbar-Ecken rechts und links, weil 
diese beiden Verbindungslinien Seiten sind; aber nach allen andern Ecken. 
Die Zahl der Eckenlinien ist also n — 3. 

4. Ls. Die Anzahl aller Eckenlinien eines n-Ecks ist ^/2 n (jn — 3). 

Bw. Eö hefert jeder Eckpunkt (n — 3) Eckenlinien. Würde man die 
Zahl aller Eckenlinien n (n — 3) angeben, so hätte man jede EckenUnie 
zweimal gezählt, erst von dem einen, dann von dem andern Endpunkte aus. 
Die Zahl der EckenUnien ist also halb so grofs: Vaw (w — 3). 

Anmerk. Die Zahl V2»(n — 3) ist immer eine ganze Zahl. Es ist 
nämhch n entweder eine gerade, oder eine ungerade Zahl. In beiden Fällen 
hebt sich der Nenner 2 fort. 

Wieviel Eckenlinien hat ein Fünfeck, Sechseck, Siebeneck, Dreizehneck? 

5. Ls. Die Halbierungslinien der Winkel eines regelmäfsigen Vielecks 
schneiden sich in einem Punkte. Dieser ist von allen Ecken gleich weit 
entfernt. 

Vs. ABCB ist ein Teil eines regelmäfsigen 

Vielecks; also AB = BC = CD = 

^ A = B = C = D = .,.. 

Bh. Die Winkelhalbierenden schneiden sich 
alle im Punkte Jf, und es ist 

MA = 3fB = MC = MD = 

Bw. Die Halbierungslinie des Winkels B werde 
von der des Winkels A in M geschnitten und von 
der des Winkels C in einem Punkte, welcher mit 
Mt bezeichnet werden möge. Da nach dem I.Satze 
A BCMi ^ BAM. so folgt BM^ = BM, also 
ist Mt derselbe Punkt M, Ebenso beweist man, 
dafs die HalbierungsUnie des Winkels D die Winkelhalbierende CM in dem- 
selben Punkte trifft, weil A CDM2 ^ CBM. So geht es für alle Winkel 
weiter fort, so viel ihrer sein mögen. Auch hat man aus der Übereinstim- 
mung der gleichschenkUgen Dreiecke MA = 3IB = MC = MD = . . . . 

Zusätze. 1) Der mit MA um M zu beschreibende Kreis geht durch 
alle Eckpunkte. 

2) Der Mittelpunkt M steht auch von allen Seiten gleich weit ab. 




Figur 70. 
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6. Übungen. 

1) Zwei aufeinander senkrechte Kreisdorchmesser geben mit den die rechten 
Winkel halbierenden Durchmessern durch Verbindung der benachbarten Endpunkte 
ein regelmäfsiges Achteck. 

2) Schneidet man von den Endpunkten eines Kreisdurchmessers aus mit der 
dem Halbmesser gleichen Zirkelöffnung nach beiden Seiten in den Kreis ein, so 
sind die vier Schnittpunkte mit den Endpunkten des Durchmessers die Ecken 
eines regelmäfsigen Sechsecks. 

3) In einen Kreis ein regelmäfsiges Zwölfeck einzuzeichnen (so dafs die Eck- 
punkte auf dem Kreise liegen). [8, 19, 6.] 

4) Über einer gegebenen Strecke als Seite ein regelmäfsiges Achteck zu 
errichten. 

5) Trägt man in einem Quadrate auf den Eckenlinien vom Schnittpunkte aus 
dessen Abstand von den Seiten auf, und stumpft man bis zu diesen Stellen die 
4 Ecken des Quadrates ab durch Gerade, welche rechtwinklig zu den Eckenlinien 
gelegt werden, so erhält man ein regelmäfsiges Achteck. 

6) Es soll untersucht werden, wieviel aufeinander folgende Stücke zur Her- 
stellung eines Vielecks nicht erforderlich sind. 

Ausführung. Da die Winkelsumme des w-Ecks eine feste Zahl ist (Nr. 2), 
so darf über den letzten Winkel nicht verfügt werden. Er wird durch die Summe 
der übrigen bestimmt, die unter jener Zahl um weniger als 4 R bleiben mufs. 
Sind zur Herstellung eines w-Ecks gegeben a) n — 1 Winkel, so schneidet man 
auf einem Schenkel des ersten Winkels vom Scheitel aus die erste Seite ab, trägt 
am Endpunkte den zweiten Winkel an und macht den erhaltenen Schenkel gleich 
der zweiten Seite und so fort. Hat man den letzten Winkel angelegt, so liefert 
sein freier Schenkel die letzte Ecke im Schnitt mit dem noch unbegrenzten andern 
Schenkel des ersten Winkels. Es waren also die beiden Seiten nicht zu geben, 
welche den nicht zu gebenden letzten Winkel einschliefsen. Es wurden hier 1 Winkel 
und 2 Seiten, also 3 Stücke durch die übrigen mitbestimmt, b) Werden n — 2 
Winkel gegeben, so wird, um die Spitzen der beiden fehlenden Winkel zu erlangen, 
bei jeder die Seite gebraucht, welche sie mit der nächsten festgelegten Ecke ver- 
bindet. Hier darf also nur 1 Seite fehlen, nämlich die zwischen den Spitzen der 
beiden nicht gegebenen Winkel. Das sind wieder 3 nicht erforderliche Stücke, 
c) Sind nur n — 3 Winkel vorgeschrieben, natürlich so, dafs die fehlenden 3 die 
Winkelsumme voll ergänzen können, so werden alle n Seiten erfordert. Die Spitze 
des mittleren von den 3 fehlenden Winkeln ist dadurch zu erlangen, dafs man 
mit den ihn einschliefsenden Seiten sich treffende Kreisbogen beschreibt von den 
Scheiteln der beiden äufseren aus, die durch ihre Seite von der nächsten Ecke 
her schon festgelegt sind. Schneiden sich die beiden Kreisbogen, so kann jeder 
der beiden Schnittpunkte die letzte Ecke sein, so dafs also nun zwei w-Ecke der 
Forderung entsprechen. Auch in diesem dritten Falle waren von den n -{r n Stücken 
3 nicht gegeben. Stets waren 2n — 3 Stücke zur Herstellung eines in seiner 
Gestalt und Gröfse bestimmten w-Ecks erforderlich, und nur im letzten Falle war 
zur Ergänzung der Bestimmtheit Qin zweites w-Eck anszuschliefsen durch die Vor- 
schrift, dafs die Figur zuletzt keine einspringende Ecke erhalten solle. Wollte 
man nun aber die Zahl der Winkel noch weiter vermindern, so würde die Aufgabe 
unbestimmt; die letzten Seiten könnten in beliebigen Lagen die Figur zum Schlufs 
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bringen. Wir sehen also, dafs zur Herstellung eines bestimmten Vielecks von be- 
liebig grofser Seitenzahl immer nur drei Stücke nicht erforderlich sind. 

Am günstigsten ist es beim Dreieck, wo nur 3 Stücke nötig sind; beim Viereck 
schon 8 — 3 =- 5 (vergl. 8, 18, Schlufsbemerkung), beim Fünfeck 10 — 3 = 7, 
beim Sechseck 9, und so fort. 



0. Linien und Winkel am Kreise. 

10. Glied, a) Der Kreis in Verbindung mit der geraden Linie. 

Die Entstehung eines Kreises ist 1, 5, 1) angegeben; die Gleichheit 
seiner Halbmesser, sowie der Durchmesser, wurde in 2, 3 nachgewiesen, 
und in Nr. 4 die Lage von Punkten zur Kreishnie erörtert; auch ist in 
Nr. 6 die Erklärung von Bogen und Sehne gegeben. 

1. Ls. Unter allen Geraden, welche man von einem innerhalb eines 
Kreises neben dem Mittelpunkte gegebenen Punkte aus nach der Kreislinie 
ziehen kann, ist die durch den Mittelpunkt gehende die längste, und diejenige 
die kürzeste, deren Verlängerung durch den Mittel- 
punkt geht. 

Bh. PÄ > PB > PC. 

Bw. Nach dem Endpunkte der beliebigen Geraden 
PB ziehe man den Halbmesser; dann ergiebt das 
A PMB mittels der Sätze über Summe und Unter- 
schied zweier Dreiecksseiten (5, 2 und 3) durch Über- 
gehen zu den beiden andern Halbmessern die Richtig- 
keit der Behauptung. 

Zusatz. Die Linien werden um so gröfser, je näher sie der längsten 
kommen, und umgekehrt. (7, 1.) 

2. Ls. Jede unbegrenzte Gerade, welche durch einen innerhalb eines 
Kreises gegebenen Punkt geht, mufs den Kreis zweimal schneiden. 

Bw. Da der Kreis einen Teil der 
Ebene ringsum abgrenzt, die durch P 
gehende gerade Linie GL aber unbe- 
grenzt fortläuft, so mufs sie in jeder 
ihrer beiden Richtungen die Grenze des 
Kreises einmal überschreiten. Hätte 
die Gerade aufser Ä und B noch einen 
dritten Punkt, Z, mit dem Kreise ge- 
mein, so würden die nach diesen 
drei Kreispunkten gehenden Halbmesser 
zwei gleichschenklige Dreiecke liefern, von denen das zweite einen stumpfen 
Grundwinkel besäfse, was nicht möglich ist. (5, 8, 1 und 3, 10, 2.) Wählt 
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man als dritten Punkt Y zwischen Ä und J?, so ist AMY das erste gleich- 
schenklige Dreieck. 

Zusätze. 1) Drei Punkte einer Kreislinie können nicht in einer Geraden 
liegen. 

2) Eine den Kreis schneidende Gerade hat einen Mittelpunktsabstand, 
der kleiner ist als der Halbmesser. 

3. Ls. Die Gerade, vom Mittelpunkte des Kreises nach 
der Mitte einer Sehne gezogen, steht senkrecht auf ihr. 

Bw. Die Halbmesser nach den Endpunkten der Sehne 
AB geben ein gleichschenkliges Dreieck, für welches die Be- 
hauptung aus 5, 8, 4 bekannt ist. 

Figur 78. ^ i Umkehrung. Die vom Kreismittelpunkte auf eine 

Sehne geföllte Senkrechte halhiert die Sehne. (5, 8, 5.) 

5. 2. Umkehrung. Die in der Mitte einer Sehne errichtete Senkrechte 
geht durch den Mittelpunkt des Kreises. (5, 8, 6.) 

Zs. Die Mitten gleichlaufender Sehnen eines Kreises liegen auf einem 
Durchmesser. 

Bw. Man verlängert die vom Kreismittelpunkte auf die erste Sehne ge- 
fällte Senkrechte und wendet 4, 10, 2 und Nr. 4 an. 

6. Ls. Gleiche Sehnen eines Kreises haben gleiche 
Abstände vom . Mittelpunkte. 

Vs. AB = CD, ME _L AB, MF _L GB, 

Bh. ME = MF. 

Bw. Die nach einem der Endpunkte jeder Sehne 
gehenden Halbmesser liefern Dreiecke, welche nach dem 
4. Satze übereinstimmen. Daher ist ME = MF, 

7. Umkehrung. Sehnen mit gleichen Mittelpunkts- 
abständen sind gleich. 

Der Beweis ist ebenso. 

8. Ls. Von zwei ungleichen Sehnen eines Kreises hat die gröfsere 
den kleineren Mittelpunktsabstand. 

Vs. AB > CD, ME J_ AB, MF _L CD. 
Bh. ME < MF, 

Bw. Man schneide mit CD als Halbmesser von 
B aus in den Kreis ein nach der Seite, auf welcher 
^^ der Kreismittelpunkt liegt, ziehe die so bestimmte 
Sehne BJ und ihren Mittelpunktsabstand MK\ end- 
lich verbinde man die Fufspunkte E und K der Senk- 
rechten. Die Hälften ungleicher Strecken, BE und BK, 
machen im Dreieck BEK ^ « > /? (5? 9); darum ist 
y <C d und nun ME < MK. Es ist aber MK = MF nach Nr. 6; also 
ME < MF, 
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9« Umkehrung.. Von zw^i. Sehnen eines Kreises ist diejenige die gröfsere, 
welche den kleineren Hittelpunktsabstand h&t; 

B.w. dem vorigen entsprechend oder kürzer durch das abweisende Ver- 
fahren mittels Nr. 6 und 8* 

Zs. Die gröfsten Sehnen eines Kreises sind die Durchmesser. 

Bw. Bei ihnen ist der Mittelpunktsabstand verschwunden, also am 
kleinsten. (Auch durch 5, 2 zu begründen.) 

10. Erklärung. Bewegt man eine den Kreis schneidende Gerade 
in entsprechender Richtung mehr und mehr vom Mittelpunkte ab, so rücken 
die Schnittpunkte auf einander zu (Nr. 9). Weiterhin kommt die Gerade in 
eine Lage, wo beide Schnittpunkte in einen Punkt zusammenfliefsen. Dann 
sagt man von der Geradien: sie berührt den Kreis. 

Eine Gerade berührt einen Kreis, wenn sie nur einen Punkt mit ihm 
gemein hat und sonst ganz aufserhalb des Kreises liegt. Der gemeinsame 
Punkt heilst ihr Berührungspunkt.*) 

11. Ls. Die Senkrechte im Endpunkte eines Halb- 
messers berührt den Kreis. (Der Mittelpunkt ist der An- 
fangspunkt des Halbmessers.) 

Bw. Von der im Endpunkte B auf MB senkrecht 
stehenden Geraden AC hat irgend ein anderer Punkt X eine 
Entfernung vom Mittelpunkte, welche gröfser als der Halb- 
messer MB ist (5^ 11, Zs.); er liegt also aufserhalb des 
Kreises. Dies gilt von allen Punkten der Senkrechten mit 
einziger Ausnahme des mit dem Kreise gemeinsamen Puhk- 
tes B. Die Senkrechte ist also eine Berührungslinie. 

Aufgabe. An einen Kreis die ihn in einem gegebenen 
Punkte berührende Gerade zu legen. '^'^^ '^• 

12. 1. Umkehrung. Auf einer Berührungslinie des Kreises steht der 
nach dem Berührungspunkte gehende Halbmesser senkrecht. 

Bw. Da MB die kürzeste unter allen Linien ist, die von M nach AC 
gehen, so steht sie auf AC senkrecht. (5, 13.) 

13. 2. Umkehrung. Die vom Mittelpunkte auf eine Berührungslinie 
des Kreises gefällte Senkrechte trifft den Berührungspunkt. 

Bw. Das Gegenteil wird mit Nr. 12 abgewiesen. 

Zs. Der Mittelpimktsabstand einer Berührenden ist gleich dem Halb- 
messer. Eine ganz aufserhalb des Kreises liegende Gerade hat einen Mittel- 
punkt sabstand, der gröfser ist, als der Halbmesser. 

14. 3. Umkehrung. Die auf einer Berührungslinie des Kreises im Be- 
rührungspunkte errichtete Senkrechte trifft den Hittelpunkt.. 

Der Bw. ist ebenso wie der von Nr. 13. 

Zs; Bei gleichlaufenden Berührungsiinien eines Kreises sind die Berüh- 
rungspunkte die Endpunkte eines Durchmessers. 
Bw. wie der zu Nr. 5 Zs. 




*) „Tangente" ist eine Berührungslinie, „Secante" eine schneidende Gerade. 
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Figur 77. 



15. Ls. Schneiden sich zwei Berührungslinien eines Kreises, so sind 
die Strecken vom Schnittpunkte bis zu den Berührungspunkten gleich. Der 
Winkel zwischen den Strecken wird durch die vom Schnittpunkte nach dem 
Mittelpunkte gehende Gerade halbiert, und die Sehne zwischen den Berüh- 
rungspunkten wird von dieser Geraden auch halbiert und rechtwinklig ge- 
schnitten. 

Bw. SÄ = SB folgt aus der Übereinslim- 
niung der Dreiecke ÄMS und BMS. Nun ist 
MASB ein gleichschenkliges Viereck. Dieses hat 
die behaupteten Eigenschaften. (8, 13.) 

Zs. Die Halbierungslinie des Winkels zweier 
Berührenden (in welchem der Kreis liegt) geht 
durch den Mittelpunkt des Kreises. 

Bw. Bei Annahme des Gegenteils würde 
der Winkel (nach Nr. 15) noch eine HalbierungsUnie haben und ungleiche 
Hälften besitzen. 

16. Ls. Der Ort der Mittelpunkte aller Kreise, welche zwei gleich- 
gerichtete Gerade berühren, ist die mitten zwischen ihnen in gleicher Rich- 
tung laufende Gerade. (8, 6, 4.) 

17. Ls. Der Ort der Mittelpunkte aller Kreise, welche zwei sich 
schneidende Gerade berühren, besteht aus den beiden Halbierungslinien ihrer 
Winkel, also aus zwei sich rechtwinklig schneidenden Geraden. (3, 10, 6.) 

18. Aufgabenlösen mittels Orte. (Zu 8, 20.) 

Das zweite Verfahren, Aufgaben zu lösen, ist das mittels Orte. Es 
ist da anzuwenden, wo zur Herstellung des Gesuchten die Bestimmung eines 
Punktes erforderlich wird. Mufs dieser Punkt sowohl auf einer gewissen, 
als auch auf einer andern darstellbaren geraden oder krummen Linie liegen, 
so ist er einer ihrer Schnittpunkte. 

1. Beispiel. Einen Kreis zu beschreiben, der eine gegebene Gerade in 

einem bestimmten Punkte berührt und 
durch einen auTserhalb derselben gege- 
benen Punkt geht. 

Der verlangte Kreis soll zwei For- 
derungen erfüllen: er soll 1) die Gerade 
GL im Punkte B berühren und 2) auch 
durch den andern Punkt P gehen. Man 
läfst nun zunächst eine der beiden 
Forderungen unbeachtet. Es sei dies 
die zweite: dafs er durch JP gehen 
solle. Dadurch wird die Aufgabe un- 
bestimmt, weil unzählig viele Kreise 
jener einen Bedingung entsprechen. Da 
die Gerade einen Kreis berührt, wenn 
sie im Endpunkte eines Halbmessers 
auf ihm senkrecht steht, so kann jeder 
Punkt der in B auf GL errichteten un- 
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endlich langen Geraden AG (nur B ausgenommen) Mittelpunkt eines Kreises 
sein, welcher GL in B berührt. Also ist die Gerade AG der erste Ort für 
den Mittelpunkt des gesuchten Kreises. — Hierauf betrachtet man die zweite 
Forderung allein. Der vom Punkte B herkommende Kreis soll durch den 
zweiten Punkt P gehen. Sämtliche Punkte der Mittelsenkrechten auf ihrer 
Verbindungslinie BB sind Mittelpunkte von Kreisen, die durch B und P 
gehen. Deshalb ist die unendliche Gerade DE ein zweiter Ort für den 
Mittelpunkt des gewünschten Kreises. Da nun kein anderer Punkt, als der 
Schnittpunkt M der Geraden AG und DU in beiden Orten zugleich 
enthalten ist, so mufs ilf der Mittelpunkt des verlangten Kreises sein, der 
mit MB als Halbmesser zu beschreiben ist. 

Demnach kann man jetzt die Lösung der Aufgabe hinschreiben: 

Gegeben ist die gerade Linie 6ri, in ihr als Berührungspunkt B und 
aufserhalb der zweite Punkt P. 

Ausführung. [Der Raumersparnis wegen ist die jetzt zu zeichnende 
neue Figur hier fortgelassen.] Man errichte in B auf GrL die Senkrechte 
AG^ verbinde B mit P und ziehe auf BB die Mittelsenkrechte DJE". (8, 13.) 
Dieselbe mufs AG schneiden. Der Schnittpunkt M ist der Mittelpunkt des 
verlangten 'Kreises, welcher mit Jf J? als Halbmesser um M beschrieben wird. 

Beweis. Da der Punkt P aufserhalb der Geraden GL liegen soll, so 
ist Z- PBG, als Teil des rechten Winkels LBG, kleiner als ein Rechter; 
mithin zl P^O + ^FE < 2 R. Deshalb schneiden sich AG und DE in 
dem Teile der Ebene oberhalb BP, also auf der Seite von GL, auf welcher 
der Punkt P sich befindet; so dafs der Kreis um M wirklich durch P gehen 
kann. [Hätte man auch den zweiten Punkt P auf der Geraden GL gewählt, 
so würde die Mittelsenkrechte auf PP gleiche Richtung mit der Senkrechten 
AG erhalten, da dann beide auf derselben Geraden GL senkrecht stehen. 
(4, 10.) In diesem Falle giebt es also keinen Schnittpunkt M, also auch 
keinen Kreis. In der That ist, isvenn P auch auf GL angenommen wird, 
die Aufgabe unmöglich, weil man gefordert hätte, dafs eifie Berührungs- 
linie zwei Punkte mit dem Kreise gemein haben solle.] — Da die Gerade GL 
im Endpunkte B auf dem Halbmesser MB senkrecht steht, ist sie eine Be- 
rührungslinie des Kreises. (10, 11.) Ferner ist M als ein Punkt der Mittel- 
senkrechten BE die Spitze eines gleichschenkUgen Dreiecks über der Grund- 
seite BP] daher ist MP = MB, Der mit MB um M beschriebene Kreis 
geht also durch P. Der Kreis ist demnach der verlangte. 

Abschlufs. Es giebt immer einen verlangten Kreis, aber nur einen, 
weil die beiden Orte als gerade Linien nur einen Schnittpunkt liefern können. 

2. Beispiel. Einen Kreis zn zeichnen, der zwei gleichgerichtete und 
eine sie schneidende Gerade berührt. 

Nach Nr. 16 ist der Ort der Mittelpunkte aller Kreise, welche zwei 
gleichgerichtete Gerade berühren, die mitten zwischen ihnen in gleicher 
Richtung laufende Gerade. Man kennt also den Halbmesser r des gesuchten 
Kreises als den halben Abstand der gegebenen Gleichlaufenden. — Der Ort 
der Mittelpunkte aller Kreise mit diesem Halbmesser r, welche die dritte ge- 
gebene Gerade berühren, besteht aus den auf beiden Seiten im Abstände r 
mit ihr gleichlaufenden Geraden. — Der erste Ort mufs jede dieser beiden 
Geraden schneiden. (4, 5 zweimal anzuwenden.) Jeder Schnittpunkt ist 
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Mittelpunkt eines verlangten Kreises, den man mit dem Halbmesser r um 
ihn besehreibt. 

Ausführung und Beweis sind sehr leicht. 

Abschlufs. Den gestellten Forderungen entsprechen stets zwei Kreise. 

Zur Handhabung des Lösungsverfahrens mittels Orte hat man 
hauptsächlich sich gegenwärtig zu halte*n: 

Es ist der Ort aller Punkte 
1) bei gegebenem Abstände von einem Punkte der Kreis um diesen 

Punkt mit dem Abstände als Halbmesser; (2, 5.) 
2-) bei gleichem Abstände von zwei Punkten die Mittelsenkrechte 

auf ihrer Verbindungslinie; (5, 8, 7.) 

3) bei gegebenem Abstände von einer Geraden zwei gerade Linien, 
welche zu beiden Seiten derselben in diesem Abstände in gleicher 
Richtung mit ihr laufen; (8, 6, 2.) 

4) bei gleichem Abstände von zwei gleichgerichteten Geraden die 
mitten zwischen ihnen in gleicher Richtung laufende Gerade 
(8, 6, 4) und 

5) bei gleichem Abstände von zwei sich schneidenden Geraden 
die deren Winkel halbierenden Geraden, also zwei sich recht- 
winklig schneidende Gerade. (10, 17.) 

[Das dritte Verfahren, Aufgaben zu lösen, das mittels ähnlicher Figur, 
folgt 19, 16.] 

19. Übungen. 

a) Lehrsätze. 

1) Eine Gerade, welche zwei um denselben Mittelpunkt beschriebene Kreise 
schneidet, hat zwischen den Kreisen gleiche Strecken. 

2) Zwei Sehnen eines Kreises, welche einen Durchmesser in demselben Punkte 
unter gleichen Winkeln schneiden, sind gleich. 

3) Die Durchmesser, welche nach den Endpunkten der einen von zwei gleich- 
gerichteten Sehnen gehen, schneiden auf der andern von ihren Enden aus gleiche 
Strecken ab. 

4) Wenn man auf einer Sehne in ihren Endpunkten Senkrechte errichtet 
tind durch beide einen Durchmesser zieht, so sind die Abschnitte desselben zwischen 
den Schnittpunkten und dem Kreise gleich. 

5) Fällt man von den Endpunkten eines Durchmessers Senkrechte auf eine 
den Kreis schneidende Gerade, so werden auf ihr die Strecken zwischen dem 
Kreise und den Fufspunkten gleich. 

6) Zwei Sehnen, die von den Endpunkten eines Durchmessers aus nach ent- 
gegengesetzten Richtungen laufen, sind gleich und ihre Endpunkte liegen mit dem 
Mittelpunkte in gerader Linie. (6, 1 und 8, 11.) 

7) Errichtet man auf einem Durchmesser in den Endpunkten Senkrechte bis 
zum Schnitt mit einer beliebigen Berührungslinie, so ist 1) die auf ihr abgegrenzte 
Strecke gleich der Summe der Senkrechten, 2) treffen die von den Schnittpunkten 
zum Mittelpunkte gehenden Geraden sich rechtwinklig, und 3) berührt der über 
der Strecke als Durchmesser zu beschreibende Kreis den erstell Durchmesser im 
Mittelpunkte. (8, 13 und 17.) [Vergl. (11, 10, 9).] 
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b) Aufgaben. 

8) Welches ist der Ort für die Mittelpunkte sämtlicher Kreise, welche eine 
feste Gerade in einem gegebenen Punkte berühren? [Man beweise, dafs kein 
Punkt aufserhalb des Ortes Mittelpunkt eines Kreises ist, welcher die Gerade im 
gegebenen Punkte berühren könnte. (Nr. 12.)] 

9) Durch einen innerhalb eines Kreises gegebenen Punkt diejenige Sehne zu 
ziehen, welche durch ihn halbiert wird. 

IQ) Auf dem Zeichenblatte hat man einen Kreis dadurch hergestellt, dafs 
man die Bleistiftspitze um eine Münze herumführte. Wie bestimmt man den 
Mittelpunkt dieses Kreises durch einen genau gezogenen Durchmesser? 

11) In einen Kreis eine Sehne von gegebener Länge, und Richtung einzu- 
tragen. (Man fälle vom Mittelpunkte auf die die Richtung angebende Gerade die 
Senkrechte.) 

12) Durch eine gegebene Kreissehne in gegebener Richtung eine zweite 
so zu ziehen, dafs sie von der ersten halbiert wird. 

13) Durch einen innerhalb eines Kreises gegebenen Punkt die kleinste Sehne 
zu ziehen. 

14) Welches ist der Ort der Halbierungspunkte gleicher Sehnen eines Kreises? 

15) Welches ist für einen gegebenen Kreis , der Ort der Endpunkte aller 
Berührungslinien von gegebener Länge? 

16) Durch eine gegebene Kreissehne eine andere von gegebener Länge so 
zu legen, dafs sie von der ersten halbiert wird. 

17) An einen gegebenen Kreis zwei Berührungslinien zu legen, welche einen 
gegebenen Winkel « einschliefsen. 

18) An einen gegebenen Kreis Berührungslinien zu legen, welche a) gleiche 
Richtung mit einer gegebenen Geraden haben, oder b) auf einer gegebenen Geraden 
senkrecht stehen, oder allgemeiner c) sie unter einem gegebenen Winkel schneiden. 

19) An einen gegebenen Kreis eine Berührende zu legen, von welcher durch 
zwei gegebene gleichgerichtete Gerade eine gegebene Strecke a abgegrenzt wird. 

20) Durch einen zwischen zwei gleichlaufenden Geraden gegebenen Punkt 
einen Kreis zu ziehen, der beide Gerade berührt. (2 Lösungen.) 

21) Einen Kreis zu beschreiben, welcher zwei sich schneidende Gerade berührt, 
und zwar die eine in einem bestimmten Punkte. [2 Lösungen. (Nr. 17.) Welche 
Stelle bleibt für den zu gebenden Berührungspunkt auszuschliefsen?] 

22) Mit gegebenem Halbmesser einen Kreis zu beschreiben, welcher zwei 
sich schneidende Gerade berührt. [4 Lösungen. (Nr. 17.)] 



11. Glied, b) Der Kreis in Verbindung mit dem Winkel. 

1. Erklärungen. Ein Winkel, dessen Schenkel Halbmesser sind, 
dessen Scheitel also im Mittelpunkte des Kreises ist, heifst Winkel am 
Mittelpunkte. Ein Winkel, dessen Schenkel Sehnen oder eine Sehne und 
eine Berührungslinie sind, dessen Scheitel also am Umfange des Kreises 
liegt, ist ein Winkel am Umfange. Die Schenkel gehen durch die End- 
punkte eines Bogens und man sagt, der Winkel steht auf diesem Bogen. 

4* 
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Der Winkel am Mittelpunkte, ÄMB, steht auf dem Bogen AB; ^ CJDE, ein 
Winkel am Umfange, steht auf GE, und auch vom Winkel FGH^ dessen 

Schenkel die Sehne GF und die Berührende GH 
sind, sagt man, er steht auf dem Bogen FG 
(was in Nr. 7, 8, Anm. noch gerechtfertigt wird). 
Von dem Bogen CBDFE, welcher vom ersten 
Schenkel des Winkels CDE, durch den Scheitel 
gehend, bis zum zweiten Schenkel ausgespannt 
ist, sagt man: er ist der Kreisbogen, welcher den 
Winkel fafst. 

Das Stück der vom Kreise umgrenzten Fläche, 
welches durch eine Sehne abgeschnitten ^wird, 
heifst Kreis- Abschnitt; dagegen ein Stück, wel- 
ches durch zwei Halbmesser ausgeschnitten wird, ein 
Kreis- Ausschnitt. Ein Abschnitt wird von einer Sehne 
und einem Bogen, ein Ausschnitt von zwei Halbmessern 
und einem Bogen begrenzt. Die Sehne JK liefert zwei 
Abschnitte, JPK und JOK, Nicht nur LMNO ist ein 
Ausschnitt, sondern auch der andere Teil des Kreises, 
LMNPLy dessen Winkel am Mittelpunkt ein über- 
stumpfer ist. 

Ein Winkel am Kreise, wie FGH, heifst Abschnitts- 
winkel.*) 
Die folgenden 4 Lehrsätze, Nr. 2 bis 5, werden durch Deckung be- 
wiesen. (2, 4.) 

2. Ls. Kreise mit gleichen Halbmessern sind deckbar, also gleich grofs. 

3. Ls. Jeder Durchmesser teilt die Kreisfläche und die Kreislinie in 
zwei übereinstimmende Teile. Jeder derselben heifst ein Halbkreis. 

4. Ls. In demselben Kreise, oder in gleichen Kreisen, 
gehören zu gleichen Winkeln am Mittelpunkte gleiche 
Bogen, gleiche Sehnen, gleiche Ausschnitte und Ab- 
schnitte. 

5. Umkehrung. In demselben Kreise, oder in gleichen 
Kreisen, gehören zu gleichen Bogen gleiche Winkel am 
Mittelpunkte, gleiche Sehnen, gleiche Ausschnitte und 
Abschnitte. 

6. Umkehrung. In demselben Kreise, oder in gleichen Kreisen, gehören 
zu gleichen Sehnen gleiche Winkel am Mittelpunkte, gleiche Bogen, gleiche 
Aus- und Abschnitte. 

Bw. Da nach dem 3. Satze A MAB ^ MOB, so ist Z ^MB = C3ID; 
mithin sind auch die übrigen Stücke gleich nach Nr. 4. 

Zs. In demselben Kreise, oder in gleichen Kreisen, gehört zu dem 
gröfseren Winkel am Mittelpunkte der gröfsere Bogen, Ausschnitt und Ab- 
schnitt (aber nicht notwendig die gröfsere Sehne). 

*) „Centrum" ist Mittelpunkt; „Centriwinkel" ein Winkel am Mittelpunkt. „Peripherie" 
ist Kreislinie, „ Peripherie winkel" ein Winkel am Umfang. „Segment" ist Abschnitt, „Sektor" 
Ausschnitt. 
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7. Ls. Jeder Winkel am Umfange ist halb so grofs wie der auf dem- 
selben Bogen stehende Winkel am Mittelpunkte. 

Bh. Zl ^SC = ^l2ÄMa 

Bw. Nach der Lage des Mittelpunktes zu den Schen- 
keln des Winkels am Umfange unterscheidet man im Be- 
weise folgende Fälle: 

a) Der Mittelpunkt liegt auf einem Schenkel. Dann ist 
der Winkel am Mittelpunkte Aufsenwinkel an der Spitze eines 
gleichschenkligen Dreiecks, von dem die Behauptung be- 
kannt ist. (5, 14, 1.) 

b) Der Mittelpunkt liegt innerhalb des Winkels. Von 
dessen Spitze aus zieht man den Durchmesser BD und 
hat zweimal den vorigen Fall Die Summe giebt die Be- 
hauptung. 

c) Der Mittelpunkt liegt aufserhalb des Winkels. Dann 
liefert wieder der Durchmesser BD zwei Gleichungen, und 
man zieht von der mit den gröfseren Winkeln die andere 
ab, und erhält: 

ß — d = V2« — Vey = V2(« — y). 

d) Besonders zu behandeln bleibt der Winkel am 
Umfange, welcher eine Berührende zum Schenkel hat. 
Auf die Sehne AB fällt man vom Mittelpunkte die 
Senkrechte. Sie halbiert den Winkel am Mittelpunkte 
und es ist V2« = R — y und auch /? = R — y (10, 
12); also ist /? = 1/2«. 

Zusätze. 1) Alle Winkel am Umfange, die auf 
demselben Bogen stehen, sind gleich. Auch der Ab- 
schnittswinkel ist ihnen gleich. 

Bw. Zu allen gehört derselbe Winkel am Mittel- 
punkte, dessen Hälfte jeder gleich ist. 

2) Winkel an demselben Kreisumfange, die 
auf gleichen Bogen stehen, sind gleich. 

Bw. durch Nr. 5. 

3) Gleiche Winkel an demselben Kreisumfange 
stehen auf gleichen Bogen oder Sehnen. (Nr. 4.) 

Bemerkung. Ein auf einem Halbkreise stehen- 
der Winkel am Umfange liegt auch in einem Halb- 
kreise und kann deshalb kurz als Winkel im Halb- 
kreise bezeichnet werden. 

4) Jeder Winkel im Halbkreise ist ein Rechter.*) 
Bw. Der zugehörige Winkel am Mittelpunkte ist ein gestreckter. 

5) Ein Winkel am Umfange ist spitz, wenn er auf einem Bogen steht, 
der kleiner als ein Halbkreis ist; er ist stumpf, wenn der Bogen gröfser als 
ein Halbkreis ist. 




Figur 84. 




*) Lehrsatz des Thaies von Milet, einer ionischen Kolonie in Kleinasien. Er lebte 
um 600 vor Christus. (Wie alt ist der Satz?) 
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6) Ist ein Winkel am Umfange ein Rechter, so ist die zugehörige Sehne 
ein Durchmesser. 

7) Der Ort der Spitzen alier rechtwinkligen Dreiecke, die auf 
derselben gröfsten Seite stehen, ist der Halbkreis über der 
gröfsten Seite als Durchmesser. 

Bw. Solche Winkelspitze kann weder aufserhalb, noch innerhalb des 
Halbkreises hegen. Eine Hilfslinie nach dem Schnittpunkte auf dem Bogen 
würde einen Widerspruch mit dem Satze vom Aufsenwinkel eines Dreiecks 
zeigen. (5, 4.) 

8) Winkel am Umfange auf derselben Sehne, aber in ent- 
gegengesetzten Abschnitten, ergänzen sich zu 2 Rechten. 

Bw. Die zugehörigen Winkel am Mittelpunkte ergänzen sich zu 4 Rechten. 

Anmerkung. Läuft der Scheitel eines Winkels ABC am Kreisumfange 

herum, während die Schenkel stets durch die Endpunkte der Sehne AC gehen, 

so behält der Winkel immer dieselbe Gröfse. (Zs. 1.) 
Nähert sich der Scheitel dem Endpunkte (7, so tritt 
die kürzer werdende Sehne {GC^ HC^ IC^ die man 
mit ihren Verlängerungen als Schneidende denken 
möge) immer näher an ihren Bogen heran und geht 
in ihn über, wenn beide bis zum Verschwinden ver- 
mindert werden in dem Augenblicke, in welchem der 
herankommende Schnittpunkt mit C znsammenfiiefst 
und aus der Schneidenden eine Berührende wird. 
— Der Punkt, welcher durch Umlauf um M den Kreis 
entstehen liefs, bewegte sich bei C augenblicklich in 
der Richtung, welche die vom Halbmesser MG 
rechtwinklig abgehende Berührungslinie CD fort- 
setzt, und darum ist ACB der Winkel des Ab- 
schnitts AOL an der Ecke C. — Dieser den Winkeln am Umfange gleiche Abschnitts- 
winkel ACD stellt jenen herumlaufenden Winkel AIC dar in dem Augenblicke, wo 
J in C ankommt. Der Winkel ACB^ mit einer Berührenden als Schenkel, mufs 
also mit zu den Winkeln am Umfange gehören. (Erklärung in Nr. 1.) — Der 
mit seinem Scheitel im andern Bogen' ALC herumlaufende stumpfe Winkel geht, 
wenn der Schenkel KC verschwindend klein wird, in ^ ACE über. In den Neben- 
winkeln ACB und ACE kommen die beiden zur Sehne AC gehörigen entgegen- 
gesetzten Winkel am Umfange, die sich auch zu 2 Rechten ergänzen, zusammen. 

8. Hauptaufgabe. Von einem Punkte aufserhalb eines Kreises die 
beiden Berührungslinien an denselben zu legen. 

Vorbereitung. Über der Strecke, vom 
gegebenen Punkte P bis zum Mittelpunkte 
Jf, bildet der nach dem Berührqngspunkte 
gehende Halbmesser mit der gesuchten Be- 
rührungslinie ein rechtwinkliges Dreieck. Da 
nun die Spitzen aller rechtwinkhgen Dreiecke 
über und unter MP in dem mit MP als Durch- 
messer zu beschreibenden Kreise liegen 
(Nr. 7, 7), so ist die Ausführung und der Be- 
j..g^, 87 weis leicht anzugeben. (Nr. 7, 4 und 10, 11.) 




Figur 86. 
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Anmerk. Unter der Gröfse einer Berührenden versteht man die 
Strecke, vom Ausgangspunkte bis zum Berührungspunkte. 

9. Hauptaufgabe. Über einer gegebenen Strecke als Sehne den 
Kreisbogen zu beschreiben, in welchem jeder Winkel am Bogen eine gegebene. 
Oröfse hat. 

Gegeben: Strecke AB und"^ a. 

Ausführung. 1) Da der halbe Winkel 
am Mittelpunkte dem gegebenen Winkel a 
gleich werden mufs (Nr. 7), errichtet man 
mitten auf AB die Senkrechte CD und legt 
an sie irgendwo den Winkel a an als 
Z GBE. (6, 5, 1.) Die von Ä aus mit 
dem freien Schenkel ED gleichlaufende Ge- 
rade giebt auf CD den Mittelpunkt M des 
mit MÄ zu beschreibenden Bogeris ÄOB. 

Bw. durch 4, 8 und Nr. 7. 

Man kann auch 2) den Winkel a als 
BÄH in einem Endpunkte der Strecke AB 
antragen und ihn zum Winkel am Umfange, mit einer Berührenden als 
Schenkel, werden lassen. (Nr. 7, d.) Die Mittelsenkrechte CD und die Senk- 
rechte AM auf dem angetragenen Schenkel Uefern den Mittelpunkt. 

Zusatz. Der Ort der Spitzen aller Dreiecke über derselben 
Seite a und mit gleichem Gegenwinkel a ist der über dieser Seite 
als Sehne zu beschreibende Kreisbogen, welcher den Winkel a 
fafst. 

Bw. wie Nr. 7, 7). 

10. Obungen. 

a) Lehrsätze. 

1) Die vom Kreismittelpunkte auf eine Sehne gefällte Senkrechte halbiert 
die zagehörigen Bogen. 

2) Zwischen gleichgerichteten Sehnen eines Kreises liegen gleiche Bogen. 
(Zum Bw. verbinde man den Anfangspunkt der ersten Sehne mit dem Endpunkte 
der zweiten.) 

3) Die Umkehrung dieses Satzes. 

4) Die Endpunkte gleicher Bogen eines Kreises sind die Ecken eines geraden 
Trapezes. 

5) Zwei sich rechtwinklig schneidende Sehnen teilen den Kreis in vier Bogen, 
von denen die Summen je zweier gegenüberliegenden gleich sind. 

6) Eine in Richtung einer Berührenden gezogene Sehne schneidet vom Kreise 
einen Bogen ab, welchen der Berührungspunkt halbiert. 

7) Die Umkehrung dieses Satzes. 

8) Die Halbierungslinie eines Abschnittswinkels halbiert den Bogen des 
Abschnitts. 

9) Fällt man von den Endpunkten eines Durchmessers Senkrechte auf eine 
Berührende und vom Berührungspunkte die Senkrechte auf den Durchmesser, so 
werden dessen Teile gleich den anstofsenden Senkrechten, und die Teile der Be- 
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rührenden gleich der Senkrechten auf dem Durchmesser. (Zum Bw. verbinde man 
den Berührungspunkt mit den Endpunkten des Durchmessers.) [Vergl. 10, 19, 7).] 

10) Der Ort der Mitte für alle Linien von derselben Länge, welche zwischen 
die Schenkel eines rechten Winkels eingefügt werden können, ist der im rechten 
Winkel liegende Bogen des Kreises, welcher um den Scheitel mit der halben 
Länge der Linien als Halbmesser beschrieben wird» 

b) Aufgaben. 

11) Einen Winkel zu zeichnen, welcher dreimal so grok ist, wie ein ge- 
gebener Winkel. 

12) Einen Winkel zu zeichnen, welcher das 1^/2 fache eines gegebenen Winkels ist. 

13) Welches ist der Ort der Halbierungspunkte aller Sehnen eines Kreises, 
welche in einem Punkte sich schneiden, der a auf dem Umfange, b) innerhalb, 
c) aufserhalb des Kreises liegt? 

14) Ein rechtwinkliges Dreieck über der gegebenen gröfsten Seite herzustellen, 
wenn gegeben ist a) der Fufspunkt der Höhe auf ihr, oder b) die Höhe auf der 
gröfsten Seite. (Siehe 5, 12, Anm.) 

Über einer gegebenen Seite ein Dreieck herzustellen, wenn gegeben ist ihr 
Gegenwinkel und 15) die zu dieser Grundseite gehörige Höhe (Nr. 9, Zs.) 

oder 16) die Höhe auf einer Nebenseite 

oder 17) die Entfernung der Spitze des Dreiecks von der Mitte der Grundseite 

oder 18) die Summe der beiden andern Seiten. [Zunächst verlängere man 
in einem beliebigen Dreiecke die eine der Nebenseiten um die andere und verbinde 
den Endpunkt der erhaltenen Summe mit dem Endpunkte der zweiten Seite. Bei 
dem so angesetzten gleichschenkligen Dreiecke kennt man den Aufsenwinkel 
an der Spitze. 5, 14, 1).] 

19) Ein Dreieck mit einer Seite und den zu den beiden andern Seiten ge- 
hörigen Höhen zu zeichnen. 

20) Von einem aufserhalb eines Kreises gegebenen Punkte aus durch diesen 
eine Gerade so zu ziehen, dafs ihre innerhalb desselben liegende Strecke von 
einer gegebenen Sehne halbiert wird. 

21) In einen Kreis durch einen gegebenen Punkt eine Sehne von gegebener 
Länge zu legen. [10, 19, 14) und hier Nr. 8.] 

22) Einen Punkt so zu bestimmen, dafs die von ihm aus nach drei gege- 
benen Punkten gehenden Geraden gleiche Winkel bei ihm einschliefsen. [3, 10, 5) 
und hier Nr. 9.] 

23) Ein rechtwinkliges Dreieck herzustellen, wenn gegeben sind durch zwei 
Punkte die Lage des Scheitels des rechten Winkels und der Mitte der gröfsten 
Seite, sowie die Gröfse einer der kleineren Seiten. 

24) Den Ort der Mittelpunkte aller Kreise zu bestimmen, welche, mit ge- 
gebenem Halbmesser beschrieben, eine gegebene Kreislinie halbieren. [5, 7. Die 
Schnittpunkte eines solchen Kreises verbinde man mit dem Mittelpunkte des ge- 
gebenen Kreises und zeige, dafs die Verbindungslinien eine Gerade bilden.] 
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12. Glied, c) Der Kreis in Verbindung mit gerad- 
linigen Figuren. 

1. Erklärungen. Von einer geradlinigen Figur sagt man: sie ist in 
einen Kreis beschrieben, wenn der Kreis durch alle Ecken geht. Der 
Kreis ist um das Vieleck beschrieben, und heifst der dem Vieleck um be- 
schriebene Kreis. Sein Halbmesser wird mit r bezeichnet. 

Eine geradlinige Figur ist um einen Kreis beschrieben, wenn der 
Kreis alle Seiten berührt. Der Kreis ist in das Vieleck beschrieben und 
wird der dem Vieleck einbeschriebene Kreis genannt. Das Zeichen für 
seinen Halbmesser ist p [der griechische Buchstabe Rho]. 

2. Aufgabe. IJm ein Dreieck einen Kreis zn beschreiben. 

Ausführung. Auf zwei Seiten errichtet man die Mittelsenkrechten. 
Ihr Schnittpunkt ist der Mittelpunkt des verlangten Kreises, der mit dem 
Abstände von einer Ecke beschrieben wird. 

Bw. Die Mittelsenkrechten BF und EGr 
müssen sich schneiden. Denn, zieht man BB^ 
so ist j^ X als Teil eines Rechten, kleiner als ein 
Rechter; ^ y auch; sie sind zusammen << 2 R; 
mithin schneiden sich BF und EG nach dem Ls. 
4, 9. — Nach 5, 8, 7) ist MB =:MC, und auch 
MÄ = MC. Weil also MÄ = MB = MC ist, 
geht der mit einer von ihnen um M beschriebene 
Kreis durch die 3 Eckpunkte. 

Anmerk. Um ein Dreieck läfst sich immer 
ein Kreis beschreiben, aber nur ein Kreis. Denn 
fällt man von M auf die dritte Seite die Senkrechte, so geht sie durch den 
Halbierungspunkt dieser Sehne. Hätte man also diese Seite als die zweite 
genommen, so würde ihre Mittelsenkrechte die andere auch in M geschnitten 
haben. Daher: 

Ls. Die Mittelsenkrechten der 3 Seiten eines Dreiecks schneiden sich 
in einem Punkte, dem Mittelpunkte des umbeschriebenen Kreises. 

Zusätze. 1) Durch drei Punkte, welche nicht in einer Geraden liegen, 
läfst sich immer ein Kreis, aber nur ein Kreis legen. Eine gerade Linie 
wird durch zwei Punkte, eine Kreislinie wird durch drei von ihren Punkten 
(unabänderlich) bestimmt. 

2) Beim rechtwinkligen Dreiecke liegt der Mittelpunkt des umbe- 
schriebenen Kreises mitten auf der gröfsten Seite. [8, 18, Zs. Vergl. 11, 
7, 6).] Verändert man das Dreieck dadurch, dafs man den rechten Winkel 
gröfser macht, so tritt der Mittelpunkt aus dem nun stumpfwinkligen Drei- 
ecke heraus; läfst man ihn aber kleiner werden, so rückt der Mittelpunkt 
in das Innere des spitzwinkligen Dreiecks. 

3. Aufgabe. In ein Dreieck einen Kreis zn beschreiben. 

Ausführung. Zwei Winkel des Dreiecks werden halbiert. Die Winkel- 
halbierenden schneiden sich im Mittelpunkte des verlangten Kreises, der 
mit dem Abstände des Schnittpunktes von einer Seite zu beschreiben ist. 
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Figur 90. 



Bw. Die Winkelhalbierenden müssen sich schneiden, da ^Uß -\- V»/ 
sogar < 1 R ist. (4, 9.) Zieht man vom Schnittpunkte die Abstände 

von jeder Seite, so geben übereinstimmende 
Dreiecke OF = OD und auch OE = OD; 
mithin geht der um mit einer von ihnen 
beschriebene Kreis durch die Fufspunkte der 
drei Senkrechten; und da in den Endpunkten 
dieser Halbmesser die Dreiecksseiten senk- 
recht stehen, so sind sie BerührungsHnien 
des Kreises. (10, 11.) 

Anmerk. Verbindet man den Mittel- 
punkt mit der Spitze des dritten Winkels, 
so wird dieser halbiert. (4. Satz.) Mithin 
hätte die Halbierungslinie dieses Winkels mit einer der vorigen denselben 
Punkt geliefert. Deshalb läfst sich in ein Dreieck immer nur ein. Kreis 
einbeschreiben. Daher: 

Ls. Die Halbierungslinien der 3 Winkel eines Dreiecks schneiden sich 
in einem Punkte, dem Mittelpunkte des einbeschriebenen Kreises. 

Schlufsbemerkung. Den Mittelpunkt des um- oder einzubeschreibenden 
Kreises zu finden, werden die Seiten oder die W^inkel halbiert. Was von 
beiden geschoben mufs, ist leicht zu behalten, wenn man bedenkt, ob die 
Dreiecksseiten Sehnen oder sich schneidende Berührungslinien werden 
sollen, von denen aus man zum Kreismittelpunkte gelangen will. (10, 5 
und 15, Zs.) 

4. Bei jedem Dreiecke giebt es noch drei andere Kreise, welche je eine 
Seite und die Verlängerungen der beiden andern Seiten berühren. Diese 
werden die anbeschriebenen Kreise genannt. 

Ls. Die Halbierungslinie eines Dreieckswinkels und die Halbierungs- 
linien der AuTsenwinkel an seiner Gegenseite schneiden sich in einem Punkte, 
dem Mittelpunkte des der Gegenseite anbeschriebenen Kreises. (Figur in 13,6.) 

Bw. wie in 12, 3 und Anm. Zur Bezeichnung des Halbmessers eines 
anbeschriebenen Kreises setzt man rechts unten an q als Zeiger den Buch- 
slaben der Seite, welche selbst von diesem Kreise berührt wird: Qa, Qbj Qc 

5. Vorbemerkung. Weil durch drei Punkte ein Kreis völlig be- 
stimmt ist, so folgt, dafs um ein Viereck, Fünfeck, Sechseck, .... Vieleck 
nicht immer ein Kreis möglich ist; sondern dafs zu drei Eckpunkten die 
i'ibrigen eine gewisse Lage haben müssen, wenn der durch diese drei Eck- 
punkte festgelegte Kreis auch durch sie gehen soll. 

Ein Viereck, um welches sich ein Kreis beschreiben läfst, wird ein 
Sehnenviereck genannt. 

6. Ls. Im Sehnenviereck sind je zwei Gegenwinkel zusammen 2 R. 
(11, 7, 8.) 

Zusatz. Ein Aufsenwinkel eines Sehnenvierecks ist gleich dem 
ihm gegenüberliegenden inneren Winkel. (Vergl. 5, 4.) 

7. Umkehrung. Sind in einem Viereck zwei Gegenwinkel zusammen. 
2 Rechte, so läfst sich um dasselbe ein Kreis beschreiben. 
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Figur 91. 



Vs. Z ^ + i> = 2 R. 

Bh. ÄBCB ist ein Sehnenviereck. 

Bw. Man lege durch 3 Eckpunkte, A, B und C, 
den Kreis. (Nr. 2.) Ginge derselbe nicht durch den 
vierten Eckpunkt i), so würde B entweder aufserhalb 
oder innerhalb des Kreises liegen. Liefe der Kreis von 
C aus, wie der Bogen CXA andeutet, zwischen B und A 
hindurch, so würde man den Schnittpunkt X der Seite 
BA mit C verbinden und CXAB als ein Sehnenviereck 
erhalten, in welchem Z ^ -|- CXA = 2 R sein niüfste. 
(Nr. 6.) Dies gäbe mit der Voraussetzung ^ CXA = zl -D, und es wäre 
der Aufsenwinkel des Dreiecks CBX gleich einem inneren Winkel, was dem 
Lehrsatz 5, 4 widerspricht. — Ginge aber der Kreis im Bogen um den 
Punkt B herum, so würde man die Seite AB bis zu ihm verlängern und 
den Schnittpunkt Z mit C verbinden und käme mit dem Winkel CBA auf 
denselben Widerspruch. — Also mufs der Kreis durch den vierten Eck- 
punkt gehen. Daher ist solches Viereck ein Sehnenviereck. 

Zusätze. 1) Ein Rechteck ist ein Sehnenviereck, eine schiefe Raute 
nicht. 

2) Hat ein Vieleck die Eigenschaft, dafs die VerbindungsUnien seiner 
Eckpunkte mit den Endpunkten einer Seite gleiche 

Winkel einschliefsen, so läfst sich um dasselbe ein Kreis 
besdtireiben. 

Der Beweis ist vde der von Nr. 7. (Vergl. 11, 7, 1.) 

3) Wenn in einem Vieleck die Verbindungslinien 
seiner Eckpunkte mit den Endpunkten einer Eckenlinie 
Winkel eihschhefsen, die teils einander gleich sind, teils 
solchen Zwischenwinkel zu 2 R ergänzen, so läfst sich 
\\m das Vieleck ein Kreis beschreiben. 

Bw. durch Anwendung von Zs. 2 und Nr. 7. (Vergl. 11, 7, 8.) 

8. Ls. Im um beschriebenen Viereck sind die Sum- 
men der Gegenseiten gleich. 

Bh. AB -]- CB = AB -\- BC. 

Bw. Nach 10, 15 ist AE = AH. Man bezeichne 
beide durch ein mitten daran gesetztes a\ entsprechend 
BE und BF mit h und so fort. Dann wird 
AB -{- CB = a -^ h -\- c -^ d 
und AB -[- BC auch. Also sind die Summen der Gegen- 
seiten gleich. 




Figur 98. 




Figur 93. 



9. Umkehrung. Sind bei einem Viereck die Summen der Gegenseiten 
gleich, so läfst sich ihm ein Kreis einbeschreiben. 

Vs. AB -{- CB = AB -^ BC. 

ßw. Man beschreibe (wie in Nr. 3) den Kreis, welcher drei Seiten des 
Vierecks berührt. Wenn die vierte Seite, CB, ihn nicht auch berührte, so 
müfst^ sie ihn entweder schneiden oder keinen Punkt mit ihm gemeinsam 
haben. Im ersten Falle könnte man von C aus an ihn eine Berührende 



Digitized by 



Google 




12, 10—15. _ 60 — 

legen, welche die Verlängerung von AB in X schneiden möge. In dem diesem 
Kreise umbeschriebenen Vierecke ABCX wäre dann nach Nr. 8 

AB -]- CX = AX -\- BC 
und wenn man hiervon die Voraussetzungsgleichung ab- 
zieht, bliebe 

CX — CD = AX — AD = DX 
was beim A CDX nicht möglich ist. (5, 3.) Im an- 
dern Falle würde man die nun durch CXi entstehende 
Gleichung von der der Voraussetzung abziehen und auf 
gleichen Widerspruch stofsen. Also mufs der Kreis auch 
^^ Figur 94. ^i^ vierte Seite berühren. 

Zusatz. Ein gleichschenkliges Viereck besitzt einen 
einbeschriebenen Kreis; unter den Rauten nur die gleichseitige. 

10. Ls. Ist der Umfang eines Kreises in n gleiche Bogen geteilt, so 
umschliefsen die zugehörigen Sehnen ein regelmäfsiges n-Eck. (Denn jeder 
Winkel des Vielecks steht auf welchem Bruchteile des Kreisumfangs?) 

11. Ls. Jedes regelmäXsige Vieleck hat einen nmbeschriebenen und 
einen einbeschriebenen Kreis. Beide haben denselben Mittelpunkt. (9, 5 
und Zs. 1 und 2.) 

Zusatz. Die Seite des in einen Kreis beschriebenen pegelmäfsigen 
Sechsecks ist gleich dem Halbmesser. 

12. Erklärung. Der nach einem Eckpunkte eines regelmäfsigen Viel- 
ecks gehende Halbmesser des umbeschriebenen Kreises heifst der grofse, 
der nach der Mitte einer Seite gehende Halbmesser des einbeschriebenen 
Kreises der kleine Halbmesser des regelmäfsigen Vielecks. 

13. Ls. Ein regelmäfsiges n-Eck wird durch seine grofsen Halbmesser 
in n übereinstimmende Dreiecke zerlegt. In solchem beträgt der Winkel am 

Mittelpunkte . 

n 

Ein solches Dreieck bestimmt die Stücke des regelmäfsigen Vielecks und 
wird deshalb das Bestimmungsdreieck des regelmäfsigen w-Ecks genannt. 

14. Ls. Verlängert man die kleinen Halbmesser eines regelmäfsigen 
n-Ecks bis zum umbeschriebenen Kreise und legt durch die Treffpunkte die 
Berührenden, so entsteht ein umbeschriebenes regelmäfsiges »-Eck, dessen 
Ecken auf den verlängerten grofsen Halbmessern des einbeschriebenen liegen. 
(8, 13 Der Winkel am Mittelpunkte kann nicht 2 Halbierungsünien haben.) 

Zusatz. Die durch die Eckpunkte des einbeschriebenen w-Ecks zu legen- 
den Berührungslinien stumpfen die Ecken dieses umbeschriebenen so ab, dafs 
daraus ein regelmäfsiges 2n-Eck hervorgeht. 

15. Übungen. 

a) Lehrsätze. 

1) Die drei Höhen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkte. 

Bw. Die durch die Ecken in Richtung der Gegenseiten gezogenen Geraden 
umschliefsen ein Dreieck, in welchem die Höhen des gegebenen die Mittel- 
senkrechten sind. (Nr. 2, Ls. in Anm.) 
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2) Die Mittelsenkrechte einer Dreiecksseite schneidet die Halhiemngslinie 
ihres Gegenwinkels und die seines Aufsenwinkels aaf dem ambeschriebenen Kreise. 
(Zum Bw. verbinde man die Endpunkte des Durchmessers mit der Winkelspitze.) 

3) Bei einem um einen Kreis beschriebenen Trapeze stehen die vom Mittel- 
punkte nach den Enden einer Nebenseite gehenden Linien senkrecht auf einander. 

4) Bei einem geraden Trapeze, welches um einen Kreis beschrieben ist, wird 
die Mittellinie gleich einer Nebenseite, und die von einem Endpunkte der kleineren 
Hauptseite auf die gröfsere gefällte Senkrechte zerlegt sie in zwei Strecken, deren 
gröfsere auch der Nebenseite gleich ist. (Man bezeichne die Hauptseiten mit 
2 a und 2 6.) 

5) In einem Sehnenviereck mit zwei gleichen Nachbarseiten schneiden sich 
die Eckenlinien unter Winkeln, welche entsprechend so grofs sind, wie die Gegen- 
winkel des Vierecks an den gleichen Seiten. (11, 7, i und 2.) 

6) Wählt man auf jeder Seite eines Dreiecks einen Punkt und legt durch 
jede Ecke und die beiden benachbarten Teilpunkte Kreise, so schneiden sich diese 
Kreise in einem Punkte. (Sehnenvierecke.) — Auch auf Verlängerungen der 
Dreiecksseiten kann der Punkt gewählt werden. 

7) Legt man durch die Eckpunkte eines in einen Kreis beschriebenen Recht- 
ecks die Berührenden, so umschliefsen sie ein umbeschriebenes gleichseitiges Viereck. 

8) Die Winkelhalbierenden eines Vierecks umschliefsen ein Sehnenviereck. 

9) Die Halbierungslinien der Winkel, unter welchen die Gegenseiten eines 
Sehnenvierecks sich schneiden, stehen senkrecht auf einander. 

10) Fällt man von einem beliebigen Punkte des einem Dreiecke umbeschrie- 
benen Kreises Senkrechte auf die Seiten, so liegen ihre drei Fufspunkte in einer 
geraden Linie. — Zum Bw. verbinde man den gewählten Punkt P mit den End- 
punkten der nächsten Dreiecksseite. Diese Linien und die beiden andern Dreiecks- 
seiten umschließen ein Sehnenviereck, das durch den Satz vom Aufsenwinkel 
(Nr. 6, Zs.) die Gleichheit zweier Winkel liefert, durch welche zwei Winkel bei F 
zu einem Hechten ergänzt werden, also auch gleich sind. Von diesen kommt man 
durch zwei andere Sehnenvierecke auf die Gleichheit zweier Winkel beim mittleren 
Fufspunkte, aus welcher die Behauptung hervorgeht. (3, 14.) 

11) In jedem um einen Kreis beschriebenen Vielecke von gerader Seiten- 
zahl, einem 2n-Eck, ist die Summe der 1., 3., 5., . . . . (2w — l)ten Seite gleich 
der der 2., 4., 6., .... 2wten Seite. (Man schreibe mit der Bezeichnung in 
Nr. 8 die Gröfse der Seiten der Reihe nach hin, so dafs die 3. Seite unter die 1., 
die 4. unter die 2. kommt und so fort bis zur letzten z -f- a.) 

12) Bei jedem nn einen Kreis beschriebenen 2w-Ecke ist die Summe des 
1., 3., 5., .... (2w — l)ten Winkels gleich der Summe des 2., 4., 6., .... 
2«ten Winkels, nämlich (2w — 2) Rechte. (Man ziehe die Halbmesser nach 
den Eckpunkten und führe dieselbe Bezeichnung für die Teile der Vielecks- 
winkel ein.) 

13) Das Höhendreieck mit dem Feuerbachschen Kreise. Das Dreieck, 
welches die Höhenfufspunkte eines Dreiecks zu Ecken hat, heifst Höhenfufspunkts- 
dreieck oder ktlrzer Höhen dreieck. Die Strecke einer Höhe, vom Höhenschnitt- 
punkte bis zur Dreiecksspitze, ist ihr oberer Abschnitt. Bezeichnung für ein 
grofs zu zeichnendes (zuerst spitzwinkliges) Dreieck ÄJBC: die Höhen sind ÄB^ 
BE^ CF, ihr Schnittpunkt H, die Seitenmitten G von BC^ J von CA und K 
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von AB^ die Mitten der oberen Höhenabschnitte L von AH^ von BH^ P von 
CH^ und M der Mittelpunkt des um ABC beschriebenen Kreises. 

a) Vom Dreieck schneidet die Verbindungslinie der Fufspunkte zweier Höhen 
ein Dreieck ab, welches mit dem gegebenen gleichwinklig ist. (Bw. Der übrig 
gebliebene Teil des Dreiecks ist ein Sehnenviereck.) 

Setzt man hiernach «, /?, y neben die drei Seiten des Höhendreiecks, so folgt 

b) Die Winkel des Höhendreiecks werden von den Höhen des gegebenen 
halbiert. 

c) Die Fufspunkte der Höhen, die Mitten der Seiten und die Mitten 
der oberen Höhenabschnitte liegen auf einem Kreise. [Dieser durch die an- 
gegebenen neun Punkte gehende Kreis wird der Feuerbachsche Krei^ genannt.*)] 

Bw. JECrF ist als Winkel am Mittelpunkte eines Halbkreises = 2 EBF 
= 2 (R — a). So grofs ist auch 2l ^I>F, Mithin geht der durch 2>, F und E 
zu legende Kreis auch durch Cr. Ferner ist ^ FLF als Winkel am Mittelpunkte 
= 2 a, ergänzt also den Winkel FDF zu 2 R und darum geht der um das 
Höhendreieck beschriebene Kreis durch L. 

Nun folgt unmittelbar 

d) Die drei Geraden, welche die Mitten der Seiten mit den Mitten der zu- 
gehörigen oberen Höhenabschnitte verbinden, sind Durchmesser des Feuerbachschen 
Kreises. 

e) Der Durchmesser des Feuerbachschen Kreises ist gleich dem Halbmesser 
des dem gegebenen Dreiecke umbeschriebenen Kreises. 

Bw. Die Halbmesser GB und GF machen das Dreieck GBF gleichschenklig, 
also ^ BFG = ß. Daher ist vom gestreckten Winkel AFB der mittlere Teil 
GFE = a und diesem ist ^ GLE gleich, als Winkel am Umfange. Nun 
stimmt A GLE ^ GMC nach dem 1. Satze. Mithin ist LG = MC, — Auch 
folgt hieraus LE = MG. Es ist LE als Halbmesser = LA = LH. Daher 

f) Die vom Mittelpunkte des umbeschriebenen Kreises auf eine Seite gefällte 
Senkrechte ist die Hälfte des oberen Abschnitts der Höhe zu dieser Seite. 

g) Der von einem Eckpunkte ausgehende Durchmesser des umbeschriebenen 
Kreises schneidet die zur Ecke gehörige Seite des Höhendreiecks rechtwinklig. 

Aus e), f) und g) folgt: 

h) Aucli die von den Mitten der Seiten ausgehenden Durchmesser des Feuer- 
bachschen Kreises schneiden dieselben Seiten des Höhendreiecks rechtwinklig. 

i) Die drei von je zwei oberen Höhenabschnitten und einer Dreiecksseite 
gebildeten Dreiecke haben denselben Feuerbachschen Kreis, wie. das gegebene 
Dreieck. 

k) Daher haben die diesen Dreiecken umbeschriebenen kreise gleiche Halb- 
messer, und zwar gleich dem des gegebenen Dreiecks. [Nach e).] 



b) Aufgaben. 
Bezeichnung. Bei abgekürzter Angabe der Aufgaben bezeichnet man 
das Dreieck ABC mit A? seinen Umfang a -\- b -{' c mit 2 s, den Halb- 
messer seines umbeschriebenen Kreises mit r, den des einbeschriebenen mit 
p, die auf BC = a stehende Höhe mit ha und entsprechend h und Äc, die 



*) Feuerbach fand diesen Kreis 1822. 
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von den Eckpunkten nach der Mitte der Gegenseite gezogenen Geraden, 
die Mittellinien, mit Wa, w^, Wc, die bis zur Gegenseite verlängerten Hal- 
bierungslinien der Winkel, die Winkelhalbierenden, mit w;«, «^6, w^.. Im 
rechtwinkligen Dreieck sind a und h die kleinen Seiten, c die gröfste; die 
auf der gröfsten Seite stehende Höhe ä. 
14) A aus a, r, ha- 
lb) A aus a, 6, r. 

16) A aus a -\- h^ r^ a. (Es ist* a -[- & als die Strecke m gegeben.) 

17) A aus r, «, ß, (11, 7.) 

18) A aus r, /?, m^. 

19) A aus r, a, Äc- 



20) A aus a, (», /?. 

21) A aus Äa, c, (». (2 Lösungen.) 



22) A aus ^, «, «?a. 

23) A aus Äa, W^a, ^. 

24) A aus ^, «, Äa. 

25) A aus ha, Q, ß - 



(Orte für 0.) 
(Man beachte ha — Q.) 
y =1 6, (Ebenso.) 



26) A aus 6 + c, r, a. (11, 7 und 9, Zs.) 

27) Ein rechtwinkliges Dreieck aus 2 s und Ä. 

28) A aus mj, «, j^. (Man verlängere m^ um sich selbst.) 

29) A aus Äa, Wa, «. (Entsprechend.) 

30) Ä aus Wa, a, zl «»»a« (Ebenso.) 



31) Ein Viereck, in welches sich ein Kreis beschreiben läfst, zu zeichnen 
aus a, &, ^ a&, ^ 6c. 

32) Ebensolches aus a, &, c, ^ ab, 

33) Zur Zeichnung eines Vierecks sind gegeben zwei Seiten, a und &, der 
Zwischenwinkel y und die Teile seines Gegenwinkels, in welche er durch die Ecken- 
linie zerlegt wird, «, a gegenüber, und /?, & gegenüber. [Snelliussche Aufgabe.*)] 



13. Glied, d) Der Kreis in Verbindung mit einem andern 

Kreise. 

1. Erklärungen. Die Gerade, welche durch die Mittelpunkte zweier 
Kreise geht, heifst ihre Achse.**) 

Zwei Kreise können nicht drei Punkte 
gemeinsam haben; sie müfsten in einen zu- 
sammenfallen. (12, 2, 1.) Zwei Kreise können 
also höchstens zwei Punkte gemeinsam haben; 
sie schneiden sich in diesen beiden Punkten. 
Die Gerade, welche die Schnittpunkte verbindet, 
ist die. beiden Kreisen gemeinsame Sehne. 
Haben zwei Kreise nur einen Punkt gemein, Figur 95. 




*) Snellius, geboren 1591, starb schon 1626; er war Professor der Mathematik an 
der Universität zu Leyden. 

**) „Centrum" ist Mittelpunkt. „Centrale" ist Achse. 
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so sagt man von ihnen, sie berühren sich in diesem Punkte. Der Punkt heifst 
Berührungspunkt. Die Berührung erfolgt von aufsen oder von innen, 

je nachdem der eine Kreis 
aufserhalb oder innerhalb 
des andern liegt. 

2. Ls. Die gemein- 
same Sehne zweier sich 
schneidenden Kreise steht 
auf der Achse senkrecht 
und wird von ihr halbiert. 

Figur 96. Figur 97. Bw. Dic Uach dCU 

Schnittpunkten gehenden 
Halbmesser beider Kreise bilden ein gleichschenkhges Viereck, von welchem 
die Behauptung bekannt ist. (8, 13.) 

3. Ls. Haben zwei Kreise einen Punkt ihrer Achse gemein, so be- 
rühren sie sich. 

Bw. Diese Kreislinien können sich nicht noch in einem zweiten Punkte 
treffen, weil die Achse die ihnen dann gemeinsame Sehne halbieren müfste 
(Nr. 2), während sie doch durch ihren Endpunkt geht. 

4. Ls. Der Berührungspunkt zweier Kreise liegt auf der Achse. 

Bw. Läge der Berührungspunkt B aufserhalb der Achse, so könnte man 
von B auf die Achse MO (oder ihre Verlängerung) die Senkrechte BC fällen 
und um sich selbst bis B verlängern und B mit M und verbinden. Dann 
würde MB = MB werden (2. Satz), also der Punkt i), wegen dieser dem 
Halbmesser MB gleichen Entfernung von M, dem Kreise um M angehören, 
aber auch dem um 0, weil ebenso OB = OB wäre. Die Kreise würden 
mithin zwei Punkte gemeinsam haben, also sich schneiden, während sie 
doch sich berühren sollten. Daher mufs der Berührungspunkt auf der Achse 
liegen. 

Zusatz. 1) Berühren sich zwei Kreise von aufsen, so ist der Ab- 
stand a ihrer Mittelpunkte gleich der Summe ihrer Halbmesser r und q, 
also a = r -\- Q. 2) Berühret sich zwei Kreise von innen, so ist bei ihnen 
a =^ r — Q, 3) Schneiden sich zwei Kreise, so wird (wie oben A MEO 
zeigt) r -\- Q '^ a und zugleich r — Q <^ a, also 

r + ß>a>r — ß. 
4) Liegt der eine Kreis aufserhalb des andern, ganz getrennt von ihm, so 
ist a >> r -f- ^. Endlich 5), wenn der kleine Kreis innerhalb des andern 
hegt, ohne an ihn zu stofsen, so ist bei ihnen a <i r — q. 

ümkehrung. Weifs man z. B. von zwei Kreisen, dafs ihr Mittelpunkts- 
abstand a gleich dem Unterschiede ihrer Halbmesser r und q ist, so müssen 
die Kreise sich von innen berühren. Denn in jedem der 4 andern möglichen 
Fälle wird a nicht, wie es soll, gleich r — p. 

5. Aufgabe. An zwei gegebene Kreise die gmeinsamen Berührungs- 
linien zu legen. 

Liegt der Kreis um mit dem Halbmesser q ganz getrennt von dem 
um M mit dem Halbmesser r, so giebt es unter den zwischen den Kreisen 
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hindui'ch laufenden Geraden zwei, welche jeden der beiden Kreise berühren; 
und aufsen giebt es auch zwei. Diese sind die äufseren, jene die inneren 
gemeinsamen Berührungslinien^ deren Lage bestimmt werden soll. 

Ausführung. Um den Mittelpunkt M des gröfseren Kreises beschreibt 
man mit r -|- P = -^fff und mit r -«— p = MHi Hilfskreise und legt an sie 
vom andern Mittelpunkte aus Berührende. (11, 8.) Die durch deren Be- 



^.-je- 



Figur 98. 

rührungspunkte B, Bi und 0, Gi gehenden Halbmesser des Kreises um M 
endigen in den Berührungspunkten D, 2>i und F^ Fi der dort rechtwinklig 
von ihnen ablaufenden gesuchten Geraden BJ^ B^J und FA, FxA, 

Bw. Um nachzuweisen, dafs diese 4 Berührungslinien des Kreises um 
M auch den Kreis um berühren, fällt man auf sie von die Senkrechten. 
Dann entstehen rechtwinklige Vierecke, welche zeigen, dafs die Senkrechte 
OE = BB = Q, OEi = BiBi = q und OG = CF = q, OGi = CiFi = q 
wird, so dafs der Kreis um durch ihre Fufspunkte geht, also die recht- 
winklig anstofsenden 4 Geraden berührt. (10, 11.) 

Zusatz. Der Schnittpunkt der beiden äufseren und der der 
beiden inneren gemeinsamen Berührungslinien liegt auf der Achse 
der Kreise. 

Bw. Verbindet man den Schnittpunkt Ä der äufseren Berührenden mit 
und mit itf, so. halbiert jede dieser Verbindungslinien den Winkel FÄFi 
(10, 15). Da aber ein Winkel nur von einer Geraden halbiert werden 
kann, so fallen beide Verbindungslinien in eine Linie zusammen, welche, 
da sie durch und M geht, die Achse ist. Entsprechendes gilt für die 
Scheitelwinkel beim Schnittpunkte J der inneren Berührungslinien. 

Martns, Banmlehre. 1. 5 
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Anmerkung. Rückt man den Kreis um an den um M heran, sb dafs 
ihr Mittelpunktsabstand a = r -f- (> wird, so geht der äufsere Hilfskreis H durch 
und es fliefsen die von an diesen Kreis zu legenden Berührenden in die eine 
in auf OM senkrechte Gerade zusammen. Der nach diesem einzigen Berührungs- 
punkte gerichtete Halbmesser des Kreises um M liegt auf der Achse und endigt, 
weil nun die gegebenen Kreise sich von aufsen berühren, in deren Berührungs- 
punkt, so dafs in der That nur eine innere Berührungslinie kommen kann. Zwei 
sich von aufsen berührende Kreise haben also 3 gemeinsame Berührungslinien. — 
Rückt man dem Mittelpunkte M näher, so dafs a <i r -\- q wird, aber noch 
a ^ r — Q bleibt, so geht der grofse Hilfskreis H nm herum, und man kann 
von dem innerhalb liegenden Punkte keine Berührende an den Hilfskreis H 
ziehen; also fallen die inneren Berührenden fort, was natürlich i«t, weil die ge- 
gebenen Kreise jetzt sich schneiden. Wohl aber erhält man die beiden äufseren 
Berührenden, da noch aufserhalb des kleineren Hilfskreises mit dem Halbmesser 
r — Q sich befindet, also die Berührenden OC und OCi zu ziehen sind. — Ver- 
mindert man den Abstand der Mittelpunkte bis auf a = r — g^ so geht der 
Hilfskreis Hi durch und macht hier von aus nur eine Berührende möglich, 
also auch nur einen durch den Berührungspunkt gehenden Halbmesser r, dessen 
Endpunkt der Berührungspunkt der beiden nun sich von innen berührenden Kreise 
ist. So tritt also nur eine gemeinsame äufsere Berührungslinie auf. — Wollte 
man a noch weiter vermindern, so würde auch in den kleineren Hilfskreis 
treten, folglich von ihm gar keine Berührende ausgehen können; und es sind auch, 
da der Kreis um vom grofsen umschlossen wird, gar keine gemeinsame Be- 
rührungslinien möglich. 

6. Ls. Bei den 4 gemeinsamen Berührungslinien zweier Kreise ist der 
zwischen den äufseren liegende Abschnitt jeder inneren gleich der Strecke 
^ jeder äufseren zwischen den Berührungspunkten. 

Bh. BC = FJ = EH. 
Bw. Man zerlege BC auf zvrei Weisen 
BC = BD -{- DC = BF -\- CE 
und BC = BG 4- G C = BJ -{- ^-^ 
deren Summe ist 2 BC = FJ + ^S. 
Da nun FJ = EH ist, wie aus ihrer Verlänge- 
rung bis zum Schnittpunkt Ä hervorgeht, 
so folgt 2BC = 2 FJ, also 
BC = FJ = EH 
Zusätze. 1) Der Kreis um O ist 
der dem Dreiecke ABC einbeschriebene, 
und der um N einer der drei anbe- 
schriebenen Kreise. Da die Dreiecks- 
seite BC mit a bezeichnet wird, so ist 
auf den Schenkeln des Winkels a der 
Abstand der Berührungspunkte = a. 

2) Jede Dreiecksseite wird durch 
den Berührungspunkt vom einbeschrie- 




Figur 99. 



benen und dem vom anbeschriebenen Kreise in drei Abschnitte geteilt, von 
denen die beiden äufseren gleich sind. 
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Bh. BJD = aa 

Bw. Es war FJ = BG, Zieht man hiervon BF = BD ab, so bleibt 
BJ = BC, also auch BJ = CE. Diese lassen von FJ = ER übrig 
BF = CH\ daher ist auch BB = GC. 

3) Die Strecken von den Ecken bis zu den Berührungspunkten lassen 
sich durch die Dreiecksseiten a, &, c ausdrücken. Wir bezeichnen die von 
Ä bis E und F mit a?, die bei B mit j^. und die bei C mit ^. Dann ist, wie 
eben bewiesen, auch CH = CG = t/ und BJ = ^er. 

Die Summe der Dreiecksseiten ist eine gerade Linie, deren Länge mit 
2 s bezeichnet wird. Also 

Dreiecksumfang a -}- b -\- c = 2 s 
oder, durch x, y und z ausgedrückt, 2x -{- 2i/ -\- 2js = 2s 
daher ^r -j- ^ -f- ^ = s 

was sich schreiben läfst a;-f-a = s, ^-f-6 = s, c -\- z ^=^ s. 
Folglich ist 

ÄJ = s, AH =s, X = s — a, y -= s — &, z =^ s — c. 

7. Übungen. 
a) Lehrsätze. 

1) Der Ort der Mittelpunkte aller Kreise, welche einen festen Kreis in einem 
gegebenen Punkte berühren, ist die vom Mittelpunkte durch diesen Punkt gehende 
unendliche Gerade. 

2) Der Ort der Mittelpunkte aller mit gegebenem Halbmesser q zu beschrei- 
benden Kreise, welche einen festen Kreis berühren, wird aus zwei Kreisen um 
seinen Mittelpunkt gebildet, deren Halbmesser sind r -^ q und r — q, 

3) Der Ort der Mittelpunkte aller Kreise, welche zwei um denselben Mittel- 
punkt beschriebene Kreise berühren, besteht aus zwei Kreisen um den gemein- 
samen Mittelpunkt, deren Halbmesser sind Va {r + q) und ^/s (r — q), 

4) Legt man an ein Dreieck einen anbeschriebenen Kreis, so schneidet jede 
Gerade, deren Berührungspunkt auf dem kleineren Kreisbogen liegt, ein Dreieck 
von glei.chem Umfange 2 s ab. ^ 

5) Die Endpunkte der Durchmesser, welche von einem Schnittpunkte zweier 
Kreise ausgehen, liegen mit dem andern Schnittpunkte in einer geraden Linie. 

6) Bei zwei sich berührenden Kreisen liegen die Endpunkte gleichlaufender 
Halbmesser mit dem Berührungspunkte auf einer geraden Linie. (Für beide 
Berührungsweisen zu begründen.) 

7) Die beiden ungleichen Dreiecke, welche in zwei Seiten und dem Gegen- 
winkel der kleineren übereinstimmen, haben gleiche umbescbriebene Kreise. 
(6, 4, Anm.) 

8) In jedem Dreiecke ist ^ rw =^ ^hw =^ Vg S. [Es ist w eine Winkel- 
halbierende und ö der Unterschied der beiden andern Dreieckswinkel.] [Hierzu 
14) und 15).] 

9) Der Mittelpunkt des Kreises, welcher durch die Endpunkte einer Dreiecks- 
seite und den Mittelpunkt des einbeschriebenen Kreises geht, liegt mitten auf dem 
von dieser Seite begrenzten Bogen des umbeschriebenen Kreises. Derselbe Kreis 
geht auch durch den Mittelpunkt des der Dreiecksseite anbeschriebenen Kreises. 
(5, 10.) — Daher kennt man den Ort der Mittelpunkte der einbeschriebenen 
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Kreise aller Dreiecke, die im Kreise r über der Sehne a stehen, und zugleich 
den Ort der Mittelpunkte der der Seite a anbeschriebenen Kreise aller dieser 
Dreiecke. [Hierzu 13).] 

b) Aufgaben. 

10) Einem Kreisausschnitt einen Kreis einzubeschreiben (d.» h. der Kreis soll 
alle drei Grenzlinien berühren). 

11) In einen Kreis 3 gleiche Kreise zu zeichnen, die sich von aufsen und 
den gegebenen Kreis von innen berühren. 

12) Rings um einen (kleinen) Kreis 4 gleiche Kreise anzulegen, welche ihn 
und sich nachbarlich berühren. 



13) A aus a, r und q^ oder aus a, r und Qa. [Gehört zu 9).] 

14) A aus r, ha, ß — r = ^. [Zu 8).] 

15) A aus Ä, w, m für dieselbe Grundseite. [Zu 8).] 



16) A aus a, ^, Qa- 

17) A aus (», .«, a. 

18) A aus 2s, a, Wa* 

19) A aus (), «, 2s. 

20) A aus 2s, «, ä«. 

21) A aus a, & — c, q, [Nr. 6, 3).] 

22) Rechtwinkliges Dreieck aus r und q. [Ni*. 6, 3).] 



23) Zwischen zwei Kreisen mit demselben Mittelpunkte ist ein Punkt gegeben. 
Durch diesen sollen die Kreise gelegt werden, welche die gegebenen berühren. 

24) Um zwei gegebene- Punkte sich berührende Kreise so zu beschreiben, 
dafs der eine von ihnen auch eine gegebene Gerade berührt. (2 Lösungen.) 

25) Den Kreis %u finden, welcher einen gegebenen Kreis an einer bestimmten 
Stelle berührt und durch einen gegebenen Punkt geht. 

26) Einen Kreis zu zeichnen, welcher einen gegebenen Kreis an bestimmter 
Stelle und eine gegebene Gerade .berührt. (2 Lösungen.) 

27) Einen Kreis zu beschreiben, der zwei gegebene Kreise berührt, und zwar 
den ersten an bestimmter Stelle. (Man verbinde den Endpunkt eines gewissen 
r — q und r -[" ^ i^^it dem Mittelpunkte des zweiten Kreises.) 

28) Mit gegebenem Halbmesser Kreise zu beschreiben, die durch einen ge- 
gebenen Punkt gehen und einen gegebenen Kreis berühren. (Verschiedene Lagen 
des Punktes; (> ^ r.) 

29) Mit gegebenem Halbmesser Kreise zu zeichnen, welche eine gegebene 
Gerade und einen gegebenen Kreis berühren. 

30) Mit gegebenem Halbmesser Kreise zu beschreiben, welche zwei gegebene 
Kreise berühren. 



31) Den Ort der Mittelpunkte aller Kreise vom Halbmesser q zu bestimmen, 
welche einen gegebenen Kreis so schneiden, dafs die gemeinsame Sehne eine ge- 
gebene Länge hat. (2 Kreise.) 

32) Mit gegebenem Halbmesser einen Kreis zu beschreiben, welcher von 
einem gegebenem Kreise ^U des Umfangs abschneidet und durch einen gegebenen 
Punkt geht. 

33) Mit gegebenem Halbmesser einen Kreis zu zeichnen, der von einer gegQ- 
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benen Geraden eine Strecke von bestimmter Länge abschneidet und einen gegebenen 
Kreis berührt. 

34) Mit gegebenem Halbmesser einen Kreis za beschreiben, welcher einen 
von zwei gegebenen Kreisen halbiert und vom andern ^/s abschneidet. 



2. Abschnitt. Gleichheit der Figuren. 

14. Qlied. Vergleichung der Bauten und Dreiecke. 

1. Erklärungen. 1) Figuren sind gleich (gleich grofs), wenn sie 
gleichen Flächeninhalt haben. 

Figuren, welche sich zur Deckung bringen lassen, sind gleich. Sie 
stimmen in Gröfse und Gestalt überein. Es wird im Folgenden nachge- 
wiesen werden, dafs Figuren gleich sein können, ohne dieselbe Gestalt 
zu haben. 

2) Im Dreieck ist die von einem Eckpunkte auf die Gegenseite (oder 
deren Verlängerung) gefällte Senkrechte die zu dieser Grundseite gehörige 
Höhe des Dreiecks. Ein Dreieck hat drei Höhen, da jede Seite als Grund- 
seite genommen werden kann. In einer Raute sind die auf eine Grundseite 
von Punkten ihrer Gegenseite gefällten Senkrechten einander gleich. (8, 5, 2.) 
Irgend eine derselben ist als die zu dieser Grundseite gehörige Höhe der 
Raute zu nehmen. Ihrer Gegenseite gehört dieselbe Höhe an. (4, 10, 2.) 
Zwischen den beiden andern Gegenseiten steht eine andere Höhe. Eine 
Raute hat zwei Höhen, ein Dreieck drei. 

Zusatz. In einer gleichseitigen Raute sind beide Höhen gleich. (Zum 
Reweise ziehe man die Höhen von den Endpunkten der anstofsenden 
Seiten, damit zwei Dreiecke entstehen.) [Vergl. 6, 7, 2.] 

3) Im Trapez sind nur die gleichlaufenden Haupt seiten als Grundseiten 
zu nehmen. Ihr senkrechter Abstand ist die Höhe des Trapezes. 

2. Ls. Stellt man Rauten von gleicher Höhe mit den Grundseiten auf 
dieselbe unbegrenzte Gerade, so liegen deren Gegenseiten in einer der Grund- 
linie gleichlaufenden Geraden. (8, 6, 2.) 

Zs. Von den Spitzen gleich hoher Dreiecke gilt dasselbe. 

3. Ls. Bauten von gleicher Grnndseite und Höhe sind gleich. 

Man stelle die beiden gleich hohen Rauten auf dieselbe unbegrenzte 
Gerade fern von einander, 

so liegen sie (nach Nr. 2). -f f ^ .< 

zwischen gleichlaufenden Ge- / 

raden. AF || DG. / 

Bh. ABCD = EFGH. / 

Bw. Das Trapez AEHB D ' — c 

ist deckbar mit BFGC, aus pigur loo. 
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Gleichheit von zwei Paar gehörig gewählter Seiten und Winkel; also ist 
AEHD = BFGC. Zieht man von beiden das Mittelstück BEHC ab, so 
bleibt ABCD = EFGH, 

Anmerkung. Wenn kein Mifsverständnis zu erwarten ist, kann man eine 
Haute kürzer bezeichnen nur durch zwei Buchstaben, welche an Gegenecken 
stehen (die nicht durch eine Gerade verbunden sind). So läfst sich die Behauptung 
kürzer sprechen: Raute AC = EG, Noch kürzer kann man eine Figur durch 
einen mitten in sie gesetzten Buchstaben kenntlich machen. 



4. Ls. Ein Dreieck ist 
Grundseite und Höhe. 



J^F 




Figur 101. 



halb so grofs wie eine Raute von gleicher 

Vs. BG = HG, AB = JK, 
Bh. A ABG = V2 EG, 
Bw. Zieht man durch A und G Ge- 
rade in Richtung der Gegenseiten, so ent- 
steht die Raute BL, Das angesetzte Drei- 
eck ALG ^ ABG, (8, 3.) Daher ist ABG 
= V2 BL, Da nun Raute BL = EG ist 
(Nr. 3), §0 folgt A ABG = V2 EG, 
Zusatz. Ein Dreieck ist gleich einer Raute von gleicher 
Grundseite und halber Höhe oder von gleicher Höhe und halber 
Grundseite. 

5. Ls. Dreiecke von gleicher Grundseite und Höhe sind gleich. 
Bw. Sie sind die Hälften gleicher Rauten. 

Zusatz, ümkehrungen. Gleiche Dreiecke mit gleicher Höhe haben 
gleiche Grundseiten. Gleiche Dreiecke mit gleicher Grundseite haben gleiche 
zugehörige Höhen. (Abweisend- zu begründen.) 

6. Ls. Der Ort der Spitzen aller auf derselben Grundseite 
stehenden gleichen Dreiecke ist eine der Grundseite gleichlau- 
fende Gerade, deren Abstand die Höhe eines dieser Dreiecke ist. 

Zusatz. Von gleichen Rauten über derselben Grundseite gilt ein 
entsprechender Satz. 

7. Ls. Zerlegt man eine Raute von einem Punkte ihrer Eckenlinie 

aus durch zwei den Seiten gleichlaufende Ge- 
rade in 4 Rauten, so werden die beiden gleich 
grofs, durch welche die Eckenlinie nicht geht. 

Bh. Raute A = B, 

Bw. Da die geteilten Rauten von der Ecken- 
linie halbiert werden, so können die gleichen 
Teile mit demselben Buchstaben bezeichnet wer- 
von den Hälften der ganzen Raute ab*), so bleibt 




Figur 102, 



den. Zieht man sie 
Gleiches: A ^= B, 

Anme'rk. A und B werden Ergänzungsrauten genannt. Die Figur 
enthält noch 2 Paare gleicher Rauten und 2 Paare gleicher Trapeze. Sie 
zeigt, dafs Figuren flächengleich sein können, ohne eine Seite gleich zu 

*) An der Wandtafel mit dem Schwämme auszuführen. 
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haben. Nur in den Winkeln stimmen die Rauten noch überein. Ersetzt 
man eine von zwei gleichen durch eine dritte nach Nr. 3, so hat man zwei 
Rauten, die bei ganz verschiedener Gestalt, doch gleich sind. 

8. Ls. In einem Trapeze sind die von den Nebenseiten nnd den Teilen 
der Eckenlinien begrenzten Dreiecke gleich. 

9. Ls. Die drei Mittellinien eines Dreiecks schneiden sich in einem 
Funkte. 

Bw. Die nach den Seitenraitten E und F 
gehenden Geraden BE und CF scheiden sich 
in S, Zieht man ÄS^ so ist A tT" = JI und L 
= *M. (Nr. 5.) Denkt man F mit E verbun- 
den, so ist FE\\ BC (8, 17, Zs.), und im Trapez 
BFEC Z\ J = M, (Nr. 8.) Also sind die 4 
Dreiecke J", K, L, M gleich grofs und jedes der 
Dreiecke K, i, M ein Drittel des Dreiecks ÄFO, ^^^^ ^^3 

Die zwei Drittel (L -\- M) werden durch die 

Gerade ÄH, welche die Spitze Ä dieses Dreiecks ASC mit dem Halbierungs- 
punkte H der Grundseite SC verbindet, in 2 gleiche Dreiecke geteilt; folgUch 
sind, als Drittel des Dreiecks ÄFC A ÄHC = ÄHS = K. Da sie die- 
selbe Höhe haben, sind ihre Grundseiten gleich, CH = HS = SF (Nr. 5, 
Zs.); jede dieser Strecken ist also VsCF. Demnach schneidet die MitteUinie 
BE von CF ein Drittel, FS, ab. Von der MitteUinie AB, welche CF in 
S* schneiden möge, mufs dasselbe gelten; auch FS* wird ^lzCF\ S* ist der- 
selbe Punkt /S. Die drei Mittellinien schneiden sich also in einem Punkte. 

Anmerk. Der Schnittpunkt der drei Mittellinien heifst der Schwer- 
punkt des Dreiecks.*) 

Zusatz. Der Schwerpunkt zerlegt jede Mittellinie in Vs und ^/s, 
und zwar ist der Teil an der Dreiecksseite ein Drittel, der an der Spitze 
zwei Drittel der MitteUinie. 

Man präge sich fest ein: 

Im Dreiecke schneiden sich 1) die 3 Höhen in einem Punkte, dem Höhen- 
Schnittpunkte, 2) die 3 Winkelhalbierenden im Mittelpunkte des einbe- 
schriebenen Kreises, 3) die '3 Mittelsenkrechten im Mittelpunkte des um- 
beschriebenen Kreises und 4) die 3 Mittellinien im Schwerpunkte des Drei^ 
ecks. [12, 15, 1); 12, 3, Anm. und 2, Anm.; und 14, 9.] 

10. Übungen. 

1) Zwei Dreiecke sind gleich, wenn zwei Seiten des einen zweien Seiten des 
andern gleich sind und die Zwischenwinkel sich zu zwei Rechten ergänzen. 

2) Beschreibt man über den drei Seiten eines Dreiecks Quadrate und ver- 
bindet die Endpunkte je zweier von einem Eckpunkte des Dreiecks ausgehenden 
Quadratseiten, so ist jedes der entstehenden Dreiecke dem ersten gleich. 



*) Schneidet man aus einer überall gleich dünnen Platte ein Dreieck aus (z. B. aus 
steifem Papier) und unterstützt man diese dreieckige Platte genau in ihrem durch einep 
feinen Stich markierten Schwerpunkte S mittels einer Nadelspitze, so kippt das Dreieck 
nicht ab. Dies lehrt, dafs die Schwerkraft der Erde das ganze Gewicht der dreieckigen 
Platte in diesem einen Punkte Ter einigt. Daher der Name Schwerpunkt. 
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3) Beschreibt man über den vier Seiten eines Vierecks Quadrate und ver- 
bindet die Endpunkte je zweier von einem Eckpunkte desselben ausgehenden 
Quadratseiten, so ist die Summe von zwei gegenüberliegenden Dreiecken gleich 
der Summe der beiden andern. 

4) Satz des Pappus.*) Errichtet man nach aufsen über jeder der Seiten 
AB und ÄC eines Dreiecks als Grundseite eine beliebige Baute, und verlängert 
die Gegenseiten von BÄ und CA bis zum Schnitt in 2), zieht darauf DA und 
verlängert diese Linie über den Schnitt mit BC in E hinaus um EF = DA und 
zeichnet eine Raute mit BC als Seite, deren Gegenseite durch F geht, so wird 
diese Raute gleich der Summe der beiden ersten. (Zum Beweise lege man durch 
B und C die mit DF gleichlaufenden Geraden.) 

5) Ein, Viereck ist gleich einem Dreieck, welches zwei Seiten gleich dessen 
Eckenlinien hat und als Zwischenwinkel einen der Schnittwinkel der Eckenlinien. 
(Man zeichne das Dreieck durch gehörige Verlängerung der Eckenlinien.) Daraus 
folgt: Vierecke sind gleich, wenn sie die Eckenlinien und deren Schnittwinkel 
entsprechend gleich haben. (Man denke sich die Eckenlinien wie zwei Streich- 
hölzer, die man bedingungsgemäfs verlegen kann.) 

Vom Schwerpunkt. 

6) Im gleichseitigen Dreieck ist q = ^jsh. 

7) A atis a, Wft, Wc 

8) A AUS Wa, m^, «. ' 

9) A aus a, c, wj. (Zur Vorbereitung verdoppele man die Mittellinie 
über ihren Fufspunkt hinaus und verbinde den Endpunkt mit denen von a und c.) 

10) A a«is m«, wj, mc. (Entsprechend zu verfahren.) 

11) Von einem Winkel, zwischen dessen Schenkeln ein Punkt S gegeben ist, 
durch eine Gerade ein Dreieck abzuschneiden, so dafs S der Schwerpunkt des- 
selben wird. 

12) Zieht man von den Eckpunkten eines Dreiecks aus bis zu einer aufser- 

halb desselben liegenden geraden Linie die gleichlaufenden Geraden a, &, c, und 

auch vom Schwerpunkte des Dreiecks die Gleichlaufende s, so ist diese gleich der 

ß 4- 5 -L c **) 
Gröfsenmitte von jenen, s == — — . [Man ziehe auch von F und 

«5 

H (Fig. in Nr. 9) die Gleichlaufenden und berechne aus ihnen die Gröfse s.] Der 
Satz gilt auch, wenn die gerade Linie durch das Dreieck gelegt wird; nur nehmen 
dann die in entgegengesetzter Richtung laufenden das negative Vorzeichen 
an. [Man nehme eine aufserhalb des Dreiecks in gleicher Richtung und in an- 
genommenem Abstände laufende gerade Linie zu Hilfe.] Was ergiebt der besondere 
FaU, wenn die gerade Linie durch den Schwerpunkt gelegt wird? 



*) Pappus, mathematischer Schriftsteller, aus Alexandria, lebte gegen 400 nach Chr. 
**) Will man, etwa zum Vergleich der Wohlhabenheit mit andern Städten von ver- 
schiedener Bürgerzahl, den durchschnittlichen Reichtum der Bürger eines Ortes be- 
stimmen, so wird man das Vermögen von allen zusammenzählen und die Gesamtheit durch 
die Anzahl der Bürger teilen. Denn bei gleicher Verteilung des Geldes würde auf jeden 
soviel kommen. — Demnach giebt die Summe aller Gröfsen, dividiert durch ihre 
Anzahl, ihre Gröfsenmitte an. („Arithmetisches Mittel^ ist Gröfsenmitte.) 
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15. Glied. Verwandlung und Teilung der Dreiecke und Viel- 
ecke. 

1. Erklärung. Eine Figur verwandeln, heilst: eine ebenso grofse 
von anderer Gestalt zeichnen. 

2. Aufgabe. Ein gegebenes Dreieck mit Beibehaltung der Grundseite 
in ein gleichschenkliges zu verwandeln. 

Ausführung. Man ziehe durch die Spitze die der Grundseite gleich- 
laufende Gerade, errichte auf der Grundseite die Mittelsenkrechte bis zu 
dieser und verbinde den Treffpunkt mit den Endpunkten der Grundseite. 

3. Aufg. Eine Raute in eine andere zu verwandeln, welche an der 
Grundseite einen Winkel von gegebener Gröfse hat. (6, 5, 1.) 

Dieselbe Aufgabe für ein Dreieck. 

Zusatz. Hiernach kann jede Raute in ein Rechteck verwandelt 
werden. 

4. Aufg. Ein gegebenes Dreieck in ein Rechteck zu verwan- 
deln. (14, 4, Zs.) . . 

5. Aufg. Ein Vieleck in ein anderes zu verwandeln, dessen 
Eckenzahl um Eins kleiner ist. 

Gegeben ist das Vieleck ABCBE. 

Ausführung. Man schneide vom Vieleck durch 
eine Eckenlinie CE ein Dreieck ab, CDE^ lege durch 
dessen Spitze D die mit der Eckenlinie CE gleich- 
laufende Gerade bis zum Schnitt mit der verlän- 
gerten anstofsenden Seite ÄE und ziehe in dem 
entstandenen Trapeze die andere Eckenlinie JC\ 
dann ist ABCJ = ABCBE, 

Bw. Nach dem Lehrsatze 14, 8 wird das vom 
Vieleck durch CJ abgeschnittene Dreieck CKD durch ein ebenso grofses, KEJ^ 
ersetzt. Daher ist ABCJ = ABCDE und hat eine Ecke weniger. 

Zusatz. Auf gleiche Weise kann man das aus dem w-Eck hervor- 
gegangene (w — 1)-Eck in ein (n — 2)-Eck verwandeln, dies in ein (n — 3)-Eck 
und so fort, bis aus dem gegebenen w-Eck ein Dreieck geworden ist. Dies 
läfst sich nach Nr. 4 zu einem Rechteck gestalten. Mithin kann man jedes 
Vieleck in ein Rechteck verwandeln. 

6. Aufg. Ein gegebenes Dreieck in ein anderes zu verwan- 
deln, dessen Grundseite = a gegeben ist. 

Ausführung. Man trage die ge- 
gebene Strecke a auf der Grundseite 
BC des gegebenen Dreiecks ABC ab 
als BD, Dabei kann der Endpunkt D 
auf der Grundseite BC bleiben oder 
auf die Verlängerung hinübertreten. 
Den Endpunkt D verbindet man mit 
der Spitze A und zieht durch die Ecke 
C die der Verbindungslinie DA gleich- 




Figur 104. 
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laufende Gerade, welche auf der Verlängerung der Seite BA^ oder auf BA 
selbst, die Spitze E des verlangten Dreiecks BBE liefert. (Bw. wie zu Nr. 5.) 
Zusatz. Ist für das neue Dreieck nicht die Grundseite, sondern die 
Höhe h gegeben, so braucht man dasselbe Verfahren nur einmal anzuwenden, 
wenn man zuerst die der Grundseite im Abstände h gleichlaufende Gerade 
bis zu einer Nebenseite zieht. 

7. Sollen bei einer .Verwandlungsaufgabe mehrere Forderungen erfüllt 
werden, so bringt man beim umgestalten eine Bedingung nach der andern 
gehörig an. Zum Beispiel: 

Ein Quadrat in ein rechtwinkliges Dreieck zu verwandeln, 
dessen gröfste Seite c gegeben ist. 

Ausführung. Man verwandelt das Quadrat in ein Dreieck (14, 4, Zs.), 
dieses in ein Dreieck mit der Grundseite c (Nr. 6), letzteres endlich in ein 
an der Spitze rechtwinkliges durch den Halbkreis über c und den Ort in 
14, 6. 

Abschlufs. Es mufs c mindestens gleich der doppelten Quadratseite 
gegeben werden. 

8. Aufg. Eine Raute in eine andere mit gegebener Grund- 
seite zu verwandeln. 

Ausführung. Man verlängert die obere Seite der gegebenen Raute A 
(Figur in 14, 7) um die für B gegebene Grundseite l und stellt die ganze 
Figur her, indem man zunächst die zukünftige Eckenlinie zieht. 

9* Aufg. Ein gegebenes Dreieck in n gleiche Dreiecke zu 
teilen. 

Ausführung. Man teilt die Grundseite in n gleiche Teile (8, 19, 5) 
und verbindet die Teilpunkte mit der Spitze. 

Anmerk. Um eine Raute in n gleiche Rauten zu zerlegen, teilt man 
entweder die Grundseite in n gleiche Teile und zieht durch die Teilpunkte 
die Teilungshnien in Richtung der Nebenseiten, oder man teilt die Höhe in 
n gleiche Strecken und legt durch die Teilpunkte -die mit der Grundseite 
gleichlaufenden Geraden. 

10. Aufg. Ein gegebenes Dreieck von einem in einer Seite 
gegebenen Punkte aus zu halbieren. 

Ausführung. Man verwandelt das gegebene Dreieck in eines, dessen 
Grundseite der gröfsere Abschnitt der durch den Punkt P geteilten Seite 
ist. Die von P ausgehende Mittellinie desselben ist die verlangte Halbie- 
rungslinie. 

Anmerk. Hätte man dem Dreiek den kleineren Abschnitt von J5(7, 
PC, zur Grundseite gegeben, so würde die von P ausgehende Mittellinie ein 
Dreieck Uefern, welches mit einem Zipfel aus dem gegebenen Dreieck her- 
vorragt, und man müfste von dessen Spitze die der AP gleichlaufende 
Gerade bis AB ziehen und den Treffpunkt mit P verbinden. Diese Linie ist 
dann die verlangte. 

11. Aufg. Ein Dreieck zu zeichnen, welches nmal so grofs ist, wie 
ein gegebenes Dreieck. 
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Ausführung. Man giebt ihm eine nmal so grofse Grundseite iind 
•gleiche Höhe. 

Anmerk. Umständlicher ist der Beweis, wenn man die Höhe nmal so 
grofs macht und die Grundseite beibehält. 

12. Übungen. 

a) Verwandlung. 

1) Ein regelmäfsiges w-Eck in ein Dreieck zu verwandeln. 

2) Ein Trapez zu zeichnen, welches nmal so grofs ist, wie ein gegebenes 
Trapez. (Man ziehe eine Eckenlinie.) 

3) Eine Raute wird durch jede Gerade halbiert, welche durch den Schnitt- 
punkt der Eckenlinien geht. 

4) Ein Trapez wird halbiert durch eine Gerade, welche mitten durch die 
Mittellinie geht und beide Hauptseiten schneidet. (Figur zu 8, 17.) Daraus 
folgt: Ist die Mittellinie eines Trapezes in n gleiche Teile zerlegt, und werden 
zwischen den Hanptseiten durch die Teilpunkte gerade Linien gezogen, welche sich 
nicht innerhalb der Figur schneiden, so teilen sie das Trapez in n gleiche Stücke. 

5) Ein Dreieck mit Beibehaltung der Grundseite in ein anderes mit gegebener 
Nebenseite zu verwandeln. Wie grofs mufs die Nebenseite mindestens gegeben 
werden? 

6) Über der halben Grundseite eines Dreiecks eine Raute zu errichten, 
welche mit dem Dreiecke gleichen Inhalt und umfang hat. 

Bezeichnung. Es bedeutet F die zu verwandelnde Flächengröfse, 
welche in Gestalt eines Dreiecks oder eines Quadrats gegeben ist. 

7) Gleichschenkliges Dreieck aus F und a. 

8) Gleichschenkliges Dreieck aus F und h, 

9) Gleichschenkliges Dreieck aus F und b. 

10) A aus F, ß, ha. 

11) A aus J^, a, hb. 

12) A aus F, a, r. 

13) A aus F^ a, «. 

14) Raute aus F und den Eckenlinien e und ei. 

15) Raute aus JP, a, ^ eei. 

16) Raute aus JP, a, b. 

17) Ein Quadrat in ein Rechteck mit der Seite a zu verwandeln. 

18) Ein Quadrat in ein Rechteck mit der Eckenlinie e zu verwandeln. 

19) Eine Raute in ein gleichseitiges Viereck mit der Seite a zu verwandeln. 

20) Eine Raute in ein gleichseitiges Viereck^ mit der Eckenlinie e zu ver- 
wandeln. 

21) Ein Trapez in ein gerades von derselben Grundseite und Höhe zu ver- 
wandeln. 

22) Ein Trapez in eine Raute zu verwandeln, welche die kleinere Hauptseite 
als Seite hat. 

23) Um einen Kreis ein gleichseitiges Viereck zu beschreiben, welches einem 
gegebenen Quadrate gleich ist. 

b) Teilung. 

24) Ein regelmäfsiges Sechseck von einer Ecke aus durch Strahlen in 6 gleiche 
Dreiecke zu teilen. 
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25) Ein Viereck von einer Ecke aus durch eine gerade Lipie zu halbieren. 

26) Ein Viereck von einem in einer Seite gegebenen Punkte aus durch eine 
gerade Linie zu halbieren. 

27) Eine Haute von einem Eckpunkte aus durch gerade Linien in drei gleiche 
Teile zu zerlegen. 

28) Ein Dreieck von einem in einer Seite gegebenen Punkte aus durch 
gerade Linien in drei gleiche Teile zu zerlegen. 

29) Nachdem ein Dreieck von einer Ecke aus in Drittel zerlegt ist, inner- 
halb desselben einen Punkt zu finden, so dafs die von ihm nach den Ecken 
gehenden Geraden das Dreieck in drei gleiche Stücke teilen. (Ziehe schliefslich 
nach der geteilten Seite die Mittellinie zur Feststellung des gefundenen Punktes.) 

30) Ein Dreieck von einem im Innern gegebenen Punkte aus in drei gleiche 
Teile zu zerlegen, so dafs eine Teilungslinie durch einen Eckpunkt geht. 



16. Qlied. Satz des Pythagoras und die zugehörigen Sätze. 

1. Erklärung. Der Höhenfufspunkt teilt die gröfste Seite eines recht- 
winkligen Dreiecks in zwei Abschnitte, welche Höhenabschnitte genannt 
werden. 

2. Ls. Im rechtwinkligen Dreieck ist das ftuadrat über einer kleinen 
Seite gleich dem Rechteck aus der gröfsten Seite und dem anliegenden 
Höhenabschnitt. 

Dieses Rechteck zu bilden, wird die Höhe CD 
um DE = AB verlängert, und das Rechteck als 
BDEF hergestellt. 

Bh. Quadrat BK = Rechteck BE, 
Bw. Von den beiden Eckpunkten des Dreiecks 
ABC, welche nicht der Treffpunkt B der Vierecke 
sind, also von A und (7, ziehe man Hilfslinien nach 
den ihnen fernsten Eckpunkten der Figur, AJ und 
CF, Dann stimmt 

A JBA ^ CBF (2. Satz). 
Es ist aber A JBA = V2 JBCK (14, 4) 
und A CBF = V2 BFED, 
mithin V2 JBCK = V2 BFED, also sind auch 
die Ganzen gleich: 

Quadrat BK — Rechteck BE."") 
Anmerk. Das Quadrat über BC = a bezeichnet man mit a^ und liest 
dieses Zeichen „a-Quadrat'^- Da ein Rechteck durch zwei anstofsende Seiten 
bestimmt wird, so nimmt man zu seiner Bezeichnung deren Länge mit einem 
dazwischen gesetzten Punkt: DE • DB, gelesen: ,,DE mal DB'. So kann 
die Behauptung auch geschrieben werden 




*) Beweis des Euklid. Euklides, geb. zu Alexandria um 300 vor Christus, studierte 
in Athen unter Plato, und lehrte dann in seiner Geburtsstadt Mathematik. Seine Werke 
über Raumlehre sind in griechischer Sprache geschrieben und noch nach mehr als 2000 
Jahren die Grundlage des raumwissenschaftlichen Unterrichts gewesen. 
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Figur 107. 



3. Satz des Pythagoras.*) Im rechtwinkligen Dreieck ist die Summe 
der Cluadrate über den kleinen Seiten gleich dem Cluadrate über der gröfsten 

Seite.**) 

Bw. Verlängert man die Höhe des rechtwink- 
ligen Dreiecks bis zur Gegenseite des Quadrates 
über c, so ist nach Nr. 2 

a^ — Rechteck BB 

und 6^ = Rechteck AE 

a^ -\^1)^ =z BB ^ AE =L c" 
Zusatz. Hieraus folgt 
W 
Das heifst in Worten? 

4. Ls. Das Cluadrat über der Höhe eines 
• rechtwinkligen Dreiecks ist gleich dem Bechteck 

aus den Höhenabschnitten der gröfsten Seite. 

Es werde .der zu a gehörige Höhenabschnitt 
BJ) mit 'p bezeichnet, der andere mit g. 
Bh. h^ =^ p * q, 

Bw. Es ist im rechtwinkligen Dreieck BCD 
h^ =z a^ — p^^ wofür zu nehmen ist Rechteck 
BE — BL = LF, Das Rechteck LF hat die 
Seiten p und g; denn 

BE = AB = p -{- q 
BL = i? als Quadratseite 
folglich bleibt LE = q: dazu EF = p. Also ist 
h^ = p * q, 

5. Ls. ümkehrung des Pythagoreischen 
Lehrsatzes. Ist in einem Dreiecke die Summe 
der Quadrate über zwei Seiten gleich dem Quadrate der dritten 
Seite, so ist das Dreieck rechtwinklig. 

Vs. a^ + 62 ^ c^. 

Bh. Z y = R. 

Bw. Im Treffpunkte von a und b errichte man auf a 
eine Senkrechte = h und verbinde deren Endpunkt mit 
dem- andern Endpunkte von a durch eine Gerade, welche 
mit X bezeichnet werden möge. In diesem rechtwinkligen 
Dreiecke ist ^r^ = a^ + ^^ ^"^ ^i^s soll nach Voraus- 
setzung = c^ sein; also ist x^ = c^. Das ist aber nur 
möglich, wenn o? = c ist. Wegen paarweiser Gleichheit der drei Seiten 
stimmen nun die beiden Dreiecke überein; folgUch ist ^ y = R. 

6. Die Sätze in Nr. 4 und 2 können, da der Halbkreis über AB durch 
C geht, für den Kreis auch so ausgesprochen werden: (Vergl. die beiden 
folgenden Figuren ) 

*) Pythagoras, von der Insel Samos bei Kleinasien, lebte im 6. Jahrhunderte 
Yor Christus. 

**) Man verweist auf diesen Satz durch die kurze Angabe: „nach Pythag." 
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Figur 108. 




Figur 109. 
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1) Fällt man von einem Punkte eines Halbkreises die Senkrechte auf 
den Durchmesser, so ist das Cluadrat über der Senkrechten gleich dem 
Bechteck aus den Abschnitten des Durchmessers. 

2) Zieht man von einem Endpunkte einer Sehne den Durchmesser und 
vom andern die Senkrechte auf ihn, so ist das Cluadrat über der Sehne 

, gleich dem Eechteck aus dem Durchmesser und dem anliegenden Abschnitt. 

7. Hauptaufgabe. Ein gegebenes Eechteck in ein Cluadrat zu ver- 

wandeln. 

1. Ausführung. Man verlängere ^ine Seite AB 
des Rechtecks ABCJD um die nächste Seite BG bis E, 
beschreibe über AE den Halbkreis und verlängere 
CB bis zu ihm. Dann ist BF die Seite des verlangten 
Quadrates. (Nr. 6, 1.) 

2. Ausführung. Man trage die zweite Seite BO 
auf der ersten ab, BJ = BC^ beschreibe über der 
Seite AB den Halbkreis, errichte in J auf dem Durch- 
messer die Senkrechte und verbinde den Schnitt- 
punkt K des Halbkreises mit demjenigen End- 
punkte des Durchmessers, von welchem aus 

P die zweite Seitq abgetragen wurde, also K 
mit B, Dann ist BK die Seite des gesuchten Qua- 
drats. (Nr. 6, 2.) 

Zusatz. Hiernach kann man jedes Vieleck 
Figur 111. in ein Quadrat verwandeln. (15, 5, Zs.) 

8. Übungen. 

1) Beschreibt man über der verdoppelten Seite eines Quadrates ein Quadrat, 
so wird es viermal so grofs, wie das erste. Das Quadrat über 3a enthält neun a^. 
Ein Schachbrett hat 8 Reihen von je 8 Quadraten (mit der Seite a)\ sein Flächen- 
inhalt ist also 64 a^. Ein Quadratmeter hat 10000 Quadratcentimeter. 

2) Das Quadrat über der Hälfte einer Strecke ist nur der vierte Teil des 
Quadrates über der ganzen Strecke. Das Quadrat über dem dritten Teile einer 
Quadratseite nimmt nur den neunten Teil des Quadrates ein. 

3) Nimm eine kurze Strecke m (etwa 1 Centimeter lang) und zeichne die 
Strecken a =: 3m, 6 = 4m, c == 5w. Das Dreieck, welches aus diesen Strecken 
als Seiten sich herstellen läfst, wird rechtwinklig. (Nr. 5.) [Anwendung, um 
auf dem Felde mittels eines langen Bindfadens einen rechten Winkel mit Stangen 
abzustecken.] 

4) Ein Quadrat zu zeichnen, welches gleich der Summe . zweier gegebenen 
Quadrate ist. (16, 3.) Beispiele: x^ = 5a^ y^ = 13 6^ 

5) Ein Quadrat zu zeichnen, welches gleich dem Unterschiede zweier ge- 
gebenen Quadrate'ist. (16, 3, Zs.) In dem Falle x^ = 3a^ = (2«)^ — a^ 
ist a als halbe Seite eines gleichseitigen Dreiecks zu nehmen. Ferner y^ = Ib^. 

6) Aus den gegebenen {n — 1) Strecken a, ö, c, c?, . . . . ein w-Eck zu 
bilden, bei welchem das Quadrat über der letzten Seite gleich der Summe der 
Quadrate über allen andern Seiten ist. Also 




a^ ^b^ J^ c' + d^ -i- e' + 
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(Z. B,:,n = 6. Man setze jede folgende Seite gehörig an den Endpunkt der 
vorhergehenden an.) [Vergl. die Figur 1, 5, 3).] 

7) Das Quadrat über der halben Eckenlinie eines Quadrats ist halb so grofs 
wie das Quadrat. 

8) Das Quadrat über der Höhe eines gleichseitigen Dreiecks ist ^Ia 
des Quadrates über der Seite. 

9) Das Quadrat über der Seite eines gleichseitigen Dreiecks ist 
dreimal so grofs, wie das Quadrat über dem Halbmesser des umbe- 
schriebenen Kreises, s^ = 3r^ [Nach 14, 9, Zs. ist h = S * (Var).] 

10) Entnimmt man demselben Kreise die Seite des einbeschriebenen regel- 
mäfsigen Dreiecks, Vierecks und Sechsecks und bildet aus diesen drei Seiten ein 
Dreieck, so wird dasselbe rechtwinklig. [9) und 16, 5.] 

11) Mittels des Satzes des Pappus den des Pythagoras zu beweisen. [14,10,4).] 

12) Ein Quadrat in ein Rechteck zu verwandeln, von dem die Summe zweier 
anstofsenden Seiten a -\- b =^ s gegeben ist. 

13) Ein Fünfeck in ein Quadrat zu verwandeln. 



-- ca^o- 



Zw^eite Abteilung. 
Terhältnisgleiehheit der ebenen BaumgröCien. 

L Abschnitt. Verhältnisgleichheit begrenzter geraden Linien. 
Ähnlichkeit der Figuren. 

17. Glied. Das Messen der Strecken. 

1. Man mifst eine Strecke a mit einer Strecke w, indem man m auf 
a so oft abträgt, als es sich thun läfst. Die Anzahl der Abtragungen ist 
das" Ergebnis der Messung. Trifft das letzte Abtragen den Endpunkt der 
Strecke a, so geht die Messung 

auf und liefert eine ganze Zahl, i — ^ — • — ^ — • — - — 2^-^ — ^ — ^ — • — - — i 
Es, ist die hier gezeichnete Strecke 
a=z 6 m. Die Strecke m heifst das 
Mafs und die Zahl 6 die Mafs- ' ^ ' 
zahl der Strecke a für das Mafs m. ^^ ^^^"' "^• 

Geht die Messung nicht auf, so bleibt ein Rest, welcher kleiner als ,das 
Mafs ist. Zeigt sich der Rest teilbar durch einen einfachen Bruchteil von m, 
z. B. durch ein. Fünftel desselben, so lie- * ^ 
fert die Messung eine gemischte Zahl. i ^ ,. , , , , 

Es ist die Strecke ö==4m + 3— = s 

4m -j- ^km = 4:^l&m. Figur 113. 
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In solchem Falle kann man für die Messung eine ganze Zahl sich ver- 
schaffen, wenn man diesen einfachen Bruchteil des Mafses als neues Mafs 
gebraucht. Die Strecke Vsm = s liefert den Rest = 3s und jede Abtra- 
gung m = 5s; es wird also l = 20s -|- 3s = 23s. Es giebt hierbei un- 
zählig viele Mafse, für welche aus der Messung ganze Zahlen hervorgehen; 
denn jeder einfache Bruchteil von s, z. B. ^/ss ^ t, mufs eine ganze Zahl 
ergeben: J> = 69^, wozu m = 15^ gehört.*) 

Jeder solcher Bruchteil t von s ist ein gemeinsames Mafs für die 
Strecken b und m] s selbst ist, als das Ganze, unter allen diesen das gröfste 
gemeinsame Mafs. 

2. Um das gröfste gemeinsame Mafs zweier Strecken zu finden, 
trägt man die kleinere, CD, auf der gröfseren, ÄJB, ab; es geht in dem hier 
gewählten Beispiele zweimal und es bleibt der Rest EB. Diesen schneidet 
man von der zweiten Strecke 02) ab; mit dem dort erhaltenen Reste FD 

geht man auf den ersten 

^ ^ Jfj ^js^s ^ sGS Rest BB zurück und findet 

' ^ -" J^G^ = 5 ^I> und den Rest 

GB\ mit diesem mifst man 
den zweiten Rest FD, wel- 
* Figur 114. eher die Zahl 4 ergiebt, 

und würde, wenn es noch 
nicht aufginge, so hin und her fortfahren, bis es zutrifft, oder man sich 
überzeugt, dafs es nie aufgeht. Der letzte Rest GB, welcher im vorletzten, 
FD, aufging, ist das gröfste gemeinsame Mafs m von AB und OD, Denn 
FD — 4m giebt EGr = 5 • 4m = 20m und FB = 21m = GF, also CD 
= 21m 4- 4m = 25m und ÄE = 2CD = 50m, daher AB =i AE -{- EB 
= 50m -f- 21m = 71m. 

Das Verfahren, das gröfste gemeinsame Mafs zweier Strecken zu finden, 
entspricht dem Aufsuchen des gröfsten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen, 
wobei auch immer mit dem Reste in den vorigen Teiler dividiert wird. 

Durch das gefundene gemeinsame Mafs m kann man die Gröfse von 
jeder der beiden Strecken, im Vergleich mit der andern, angeben. Da 

CD 71 
m der 25ste Teil von CD war, ist AB = 11 • -^ = — CD] und, weil 

m = ^ ist, wird CD = 2b'^ = ~AB. 

Das Gröfsenverhältnis der beiden Strecken wird also durch einjBn 

Bruch angegeben, welcher aus den erhaltenen Mafszahlen zu bilden 

71 
ist. Der Bruch ^ entstand aus AB = 71m und CD = 25m; auf den 

25 

umgekehrten Bruch, — , kommt man, wenn man die Ordnung der Strecken 

umkehrt. Zur Bezeichnung des Gröfsenverhältnisses setzt man den Bruch- 
strich auch zwischen die Namen der Strecken und versteht unter dem 



*) Ein „aliquoter Teil" ist ein Bruch mit dem Zähler 1, also ein einzelner (ein- 
facher) Bruchteil des Ganzen. 
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Zeichen -— - in diesem Beispiele den unbenannten Bruch ^f» 
CID 25 



und das 



Gröfsen Verhältnis 



CD 



bedeutet den Bruch 



25 

AB ^^" ^ IV 

Gröfsenverhältnisse sind unbenannte- Bruchzahlen, mit denen 
man rechnen kann. Durch das Messen wird das Rechnen ein Hilfsmittel 
für die Untersuchungen in der Raumlehre. 

Anmerk. Man kommt immer auf denselben Wert für das Gröfsen- 
verhältnis zweier Strecken, wenn man auch ein anderes gemeinsames Mafs 
beider zu seiner Bestimmung verwandt hat. Wer mit dem wten Teile von m, 
als dem Mafse s, die Messung ausführt, erhält in obigem Beispiele, da jeder 
Abschnitt m ihm w Strecken s liefert, AB = 71ws und CD = 25 ws. Da nun 

25 WS in lins ^^mal enthalten sind, so hat man, wie vorher, das Gröfsen- 



25 

Verhältnis — — = ^^ 
CD 25 



als gekürzte Bruchzahl. 



FkTKC 



3. Es giebt aber unzählig viele Strecken, welche kein gemeinsames 
Mafs besitzen. Das einfachste Beispiel ist Eckenlinie und Seite eines 
Quadrats. 

Es werde AC mit e und AB mit a be- 
zeichnet; wir wollen das Gröfsenverhältnis 

AG e 

-— r r=: — zu bestimmen suchen. Wie in 17, 2 

AB a 

tragen wir die kleinere Strecke AB auf der 

gröfseren AC von A bis D ab; es bleibt der 

erste Rest BC = ri, welcher kleiner ist, als 

CB = a, wie das Dreieck CDB erkennen läfst, 

in welchem ^ CBB, als Aufsenwinkel des 

gleichschenkligen Dreiecks ABB, stumpf ist. 

Also wird 

e = 1 • a -\- n 

oder zunächst — = 1 -| . 

a a 

Die Senkrechte BE auf AC giebt das Dreieck CBE, welches wegen Gleich- 
heit der Grundwinkel gleichschenklig ist; auch wird BE = BE durch Über- 
einstimmung der Dreiecke ABE und ABE, so dafs also der Rest n = BC 
= BE = BE ist, und wenn man noch eine dieser Strecken als EF ab- 
trägt, so bleibt bei der kürzeren Strecke BC = a der zweite Rest r2 = FC, 
welcher kleiner, als der erste ist, wie das stumpfwinklige Dreieck CFB zeigt; 
und man hat BC = a = 2ri -j- *"2 oder 

^ = 2 + ^. 
n ri 

ß 

Dies liefert, da man den ersten Ausdruck — auch schreiben kann 

6 1 

— = l -4- , durch Einsetzen 

a ' a : n 

Martus, Banmlehre. 1. 6 
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2+5- 

ri ■ ' 

Durch die Senkrechte FGr auf BC entsteht das gleichschenklige Dreieck 
CFGr und e3 wird aus denselben Gründen r^ oder FQ = FG = 6r2>, denen 
man noch GH gleich macht, uiid man behält HG als dritten Rest r^ wieder 

auf der ersten Strecke. Damit ist DG = ri == 2r2 + r^, also — = 2 -| — ?. 
Hierdurch folgt, wenn man den am Ende des Ausdrucks— stehenden Bruch 



a ' + 



2 + 



2+- 



Es zeigt HJ = JJ?" = JK mit dem Reste -£"(7 =:= r4 auf der zweiten 

Strecke, dafs JFC = rg = 2rg + *'4 oder - = 2 -| — - ist,- und läfst er- 

»3 »'s 

kennen, dafs die Bildung des, Bruches immer so weiter fortgeht, indem 
jedes folgende Glied des Kettenbruches eine 2 bekommt und dahinter ein 
aus immer kleineren Resten bestehender Bruch folgt: 

' H>+ — ^^— 

2 + 



2 + 



2+ ' 



2 -f- und so weiter ohne Ende. 
Die kleinen rechtwinklig- gleichschenkligen Dreiecke in der Ecke bei G 
lassen stets noch einen sehr kleinen Rest; die Messung geht also nie auf. 

Aber man kann die Angabe des Gröfsenverhältnisses - so genau machen, 

a 

wie man will. Wollte man die Kette schon hinter der zweiten 2 abbrechen. 

so wäre der, Bruch — — j — rr so viel als ^t- = i^ und man hätte für — nur 

•2 + /2 • ^/2 5 . ä 

1 + 2/g = 14.. Drei Glieder der Kette 1 

2 + — i— g^ben 2--!^ = ^ 

2 + V2 ^ 

6 

und damit für — 14- ^/i2 oder auf 4 Bruchstellen 1,4167. Vier Gheder der 
Kette hat man, wenn man den für drei Glieder gefundenen Wert ^/i2 hinter 
der ersten 2 denkt; al^o ist die Gröfse des viergliedrigen Bruches ^ — j — rr- 

= ÖQ und für — die Angabe 1 + ^^/29 oder 1,4138. Bei fünf Gliedern kommt 
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l 29 ' e 

-z — . ,o = ;^, das macht für - 1,414 286, und so fort; immer setzt man 
^ -f- /29 /U a 

den letzten Bruch hinter die erste 2. 

Bezeichnet man das Verhältnis — mit v und bringt die l auf die Unke 

a 

Seite des Gleichheitszeichens, so sagt 

.-1 = ^ ■ 



2 + \- 

2 + • • • • ohne Ende, 
dafs der endlose Kettenbruch, in welchem jedes Glied den Nenner 2 hat, 
gleich V — l^ist. Nuii steht hinter der ersten 2 dieser endlose Bruch; 
man kann alsb, wie oben immer zu machen war, seine Gröfse {v — 1) hinter 
die erste 2 einsetzen, und hat damit die ganze Gröfse 

V — 1 = 7i — i — ; -TT oder v — 1 



2 + (i;— 1) " " ;■ — ^; -I- r 

Um aus dieser Gleichung die Unbekannte v zu berechnen, multipliziert man 
beide Seiten der Gleichung mit «; + 1^ u'^d erhält 

t;2 — 1 = 1, also v^ = 2 
woraus sich ergiebt 

V = V2 =2 1,414 213 562 373 . . . . • 
Der letzte der vorher ermittelten Werte (aus 5 Gliedern des Ketten- 
bruches) war schon auf 4 Bruchstellen zutreffend. Durch Ausziehen der 
Quadratwurzel aus 2 kann man also die Genauigkeit der Angabe treiben, 
so weit man will, und den immer noch vorhandenen Fehler beliebig klein 
machen. Demnach läfst sich sagen: Es ist die Eckenlinie des Quadrates 
mit der Seite a 



+ ^ ' lüOOOO + ^ ' 1000000 "^ 



und die letzte 3 der bei V2 angegebenen Bruchstellen bedeutet Billionstel 
von a, also eine weit über unsere Vorstellung hinausgehende Genauigkeit; 
aber vollkommen genau ist es doch nicht; denn die Strecken e und a 
haben kein gemeinsames Mafs.*) 

4. Übungen. 

1) Eine Strecke l sei auf einer Strecke a so oft als möglich, nämlich wmal, 
abgetragen, der Rest c auf h ^mal, der hier bleibende Rest m auf c qmsX und 

ohne Rest. Welcher Wert ergiebt sich hieraus für das Gröfsenverhältnis — ? 



*) Eine „irrationale", Zahl ist eine nur annähernd bestimmbare Zahl; die genau 
angebbaren Zahlen heifsen „rationale" Zahlea Für Strecken, welche ein gemeinsames 
Mafs besitzen, hat man die Bezeichnung „kommensurabel" eingeführt, und die, welche 
kein gemeinsames Mafs haben, „inkommensurabele" Strecken genannt. 

6* 
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a u (pu -\- 1) -4- a 

Antwort: -- = — — —r-^ — ' . Dieser Bruch läfst sich darstellen als 

h M + 1 

a , 1 

Die 3 Glieder dieses Kettenbruches (einschliefslich seine n Ganzen) zeigen, dafs 
3 Abtragungen zu vollziehen waren. 

2) Wenn das Gröfsenverhältnis zweier Strecken — = — ~ angenommen ist, 

wie oft mufs bei der Bestimmung ihres gemeinsamen Mafses m eine kleinere 
Strecke auf der gröfseren abgetragen werden, und welche Länge bekommen die 
als Reste übrig bleibenden Strecken? 

Ergebnis. Es sind 4 Abtragungen auszuführen. Es werden die Reste 
d =^ hm und c ^=^ 2im. 



18. Glied. Verhältnisgleichheit der Strecken. 

1. Erklärungen. Zwei gleiche Gröfsenverhältnisse geben eine Ver- 
hältnisgleichung. 

d c 

— = — oder, mit dem Doppelpunkt als Teilungszeichen geschrieben, 

cd 

a : b = cid wird gelesen: a verhält sich zu 6, wie c zu d, 

1) Die vierte Gröfse d der Verhältnisgleichung, das Glied zu c für das 
Verhältnis — , heifst das Verhältnisglied zu - und c, oder wie man gewöhn- 



lieh sagt: das Verhältnisglied zu a, b und c. 

Zu jedem Werte von c kann man die ihm erforderliche Gröfse x finden, 

C CL CL C 

welche — dem gegebenen Verhältnis — gleich macht. Aus - = — folgt durch 
X b b X 

Multiplizieren mit b und x ax = bc und daraus mittels Dividieren durch a 

bc 

a 

Der Ausdruck für das gesuchte Verhältnisglied ist also ein Bruch, 

dessen Zähler ein Produkt ist. 

Der Wert ^ = — kommt aus zwei Verhältnisgleichungen 

aus q : n = p : js; 
und auch aus q : p = n : z. 
Bei der Angabe ist auf die Ordnung zu achten; sie mufs hiernach lauten: 
js ist das Verhältnisglied zu q, n und p oder zu q, p und w. Die erste 

Gröfse q ist der Nenner des gegebenen Bruches — . Man mufs mit dem 

q 
Nenner anfangen! 
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2) Eine besondere Verhältnisgleichung ist die, in welcher die beiden 
mittleren Glieder gleich sind. Eine solche heifst eine stetige Verhält- 
nisgleichung. Man findet das Mittelglied zwischen a und b aus 

a X 

— = T^ durch ab =^ x^ 05 = yctb. 

X 

Demnach bedeutet die Wurzel aus dem Produkt zweier Gröfsen 
das Mittelglied zwischen ihnen in einer stetigen Verhältnisgleichung.*) 

Anmerkung. Bei den in 1) und 2) erhaltenen Formel- Ausdrücken treten 

Produkte von Gröfsen auf, die in den nächstfolgenden Untersuchungen als 

benannte Zahlen erscheinen. In der Bezeichnung einer Strecke mit „a" soll 

aber von nun an a weder den Namen derselben, wie BC, bedeuten, noch die 

benannte Zahl, welche bei ihrer Messung mit dem Mafse m sich ergeben bat, 

sondern nur die Anzahl selbst; so dafs, wenn die Strecke = am (« Meter) 

gefunden wurde, „a" nur als « zu denken ist. Bei vollständiger Schreibweise, 

ßm statt &, ym statt c, im statt x^ wäre die Ansatzgleichung in lauter unbe- 

« y ßy 

nannten Zahlen gewesen in 1) — = -^» also a; = Aw = — • m 

p o a 

a 6 

und bei der in 2) ^ = ^» daher x = dm = y aß • w; 

woraus ersichtlich ist, dafs die Formeln die Länge der Strecke x als ein Viel- 
faches des Mafses m angeben, und bei der Rechnung nicht der Widersinn vor- 
kommt, dafs zwei benannte Zahlen mit einander multipliziert werden sollen. 

2. Hilfssatz. Sind zwei Brüche einander gleich, so ist der Bmch ans 
dem Unterschiede der Zähler und dem der Nenner gleich jedem der beiden 
Brüche. 

Bw. Beseitigt man aus der Gleich- 

ung — = — die Nenner durch Multi- 
b d 

phzieren mit bd, so hat man ad = bc 

und wenn man diese Gleichung von 

ab = ab abzieht, ab — ad = ab — bc oder a(b — d) = b{a — c). Hieraus 

folgt die Behauptung, wenn man durch die dort stehenden Nenner {b — d) 

und b dividiert, a a — c 

b ~ b — d' 

Beispiel. Aus tö = tt f^l^^ -= — = —; jeder dieser Brüche ist 

Zusatz. Auch der Bruch aus der Summe der Zähler und der der 
Nenner ist gleich jedem der beiden Brüche. 

3. Der „Verhältnis-Satz *\ Werden die Schenkel eines Winkels, oder 
die von Scheitelwinkeln, von zwei gleichlaufenden Geraden geschnitten, so 
verhalten sich je zwei Abschnitte des einen Schenkels wie die gleichliegenden 



Vs. 


a e 
b ~ d' 




Rh 


a — c 


a c 


1311. 


b — d 


b ~ d' 



*) Eine „Proportion" ist eine Verhältnisgleichung. Gröfsen, welche in gleichen Ver- 
hältnissen stehen, sind „proportional". Die „vierte Proportionale" ist das Verhältnisglied 
zu a, b und c, und die „mittlere Proportionale" das Mittelghed zwischen a und b. 
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Abschnitte des andern, und die Gleichlaufenden wie die vom Scheitel bis zu 
ihnen reichenden Abschnitte eines Schenkels. 




Vs. 
Bh. 



Figur 116. 

AB II CD. 

.. SÄ _ SB AG _ BD ^^^ _ BB AB _ SA 
^ SC ~ SD' ^ SA ~ SB' ^ SC ~ SD' ^^ CD ~~ SC' 
Bw. Die auf derselben Geraden liegenden Strecken SA und SC haben 
entweder ein gemeinsames Mafs, oder nicht. 

Im ersten Falle messe man sie mit dem gemeinsamen Mafse m. Es 
wird SA = p ^ m (in der Figur 4 m) und SC =^ q • m (9 m). Folglich ist 
ihr Gröfsenverhältnis SA p 

'sc ^ i' 
Nun ziehe man durch sämtliche Teilpunkte in Richtung der Gleichlaufenden 
gerade Linien bis zum andern Schenkel, so entstehen auch hier gleiche 
Strecken. (8, 19, 5.) Eine dieser gleichen Strecken s nehme man zum Mafse 
für die Abschnitte des zweiten Schenkels. Es wird SB ^= p - s und SD = 
q • s, mit denselben Zahlen p und g, weil jeder Teilstrecke drüben hier eine 
entspricht. Daher ist auch ihr Gröfsenverhältnis 

SB _ p SA _ SB 

SD- q' ^^"^ 'SC - SD' 




Figur 117. 



Zweiter Fall. Haben SA und SC kein gemeinsames Mafs (in der 

neuen Figur ist aus einem Quadrate die Seite als SA und die Eckenlinie 

SA SB 
als SC genommen), so mufs dennoch — - =: — — sein. 

oC bD 
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Wären die Brüche nicht gleich, so könntö -^ <C "etf; s®^^- ^^^ ^^ 
kleinen Bruch -— könnte man um so viel vergröfsert denken (durch Ver- 

bC 

gröfserung des Zählers um ÄF), dafs er dem andern gleich wird, so dafs 
also P.\ ^ — ^ 

^ SC ~ SD' 
Nun könnte man die Strecke SC mit einem Mafse messen, welches in 
SC aufgeht. Das leistet jeder einfache Bruchteil von SC, Deshalb darf 
noch die Bedingung gestellt werden, dafs das gewählte Mafs kleiner ist, 
als die Zugabe AF, (Mufste ÄF nur sehr klein genommen werden, z. B. 
nur ein Millionstel Yon. SC, so kann man sich den zehnmillionslen Teil von 
SC als Mafs denken.) Bei Ausführung der von S beginnenden Messung kann 
kein Teilpunkt in Ä fallen, weil sonst SÄ und SC doch ein gemeinsames 
Mafs hätten. Ein Teilpunkt P wäre der letzte vor A, Der nächste kann 
nicht in JP, oder jenseit F, treffen, weil sonst das Mafs gröfser als -^jP 
wäre; also mufs der nächste zwischen A und F treten. Schliefshch kommt 
die Messung in an. Durch den Teilpunkt «7, welcher zwischen A und F 
treten mufste (oder durch einen von den zwischen A und F erhaltenen 
Teilpunkten), ziehe man in Richtung der Gleichlaufenden die Gerade JK bis 
nach dem andern Schenkel. Sie schneidet den ersten Schenkel in J so, 
dafs SJ und SC ein gemeinsames Mafs (das gebrauchte) besitzen und für 
solchen Fall ist der Satz vorhin schon bewiesen. Es verhält sich also 

^ SC ~ SD' 
Die in den Gleichungen 5) und 6) übereinstimmenden Nenner fallen fort^ 
wenn man 5) durch 6) dividiert; dadurch käme 

SF _ ^ 

. SJ '^ SK' 

SF 
Das ist aber ein Widerspruch; denn -^^ ist ein unechter Bruch, also > 1, 

bJ 

und —=^ ein echter Bruch, also <C 1. Sie können nicht gleich sein. Daher 

bK 

war die Annahme, -^ wäre kleiner, als —-, unrichtig. 

bO bD 

SA SS 
Es kann aber auch nicht -^^ > -^^ sein. Denn dann würde man den 

SC SD 

ersten Bruch durch Verkleinerung des Zählers um so viel vermindert denken, 
dafs er dem zweiten gleich würde; hierauf ebenso verfahren und käme dann 
auf dieselbe Ungereimtheit, dafs ein echter Bruch einem unechten gleich sein 
mufste. Daher sind die Gröfsenverhältnisse auch einander gleich, wenn die 
Strecken kein gemeinsames Mafs haben. (In der Figur 117 müssen also 
SB und SD gleich der Seite und Eckenlinie eines, andern Quadrates ge- 
worden sein.) 

Beweis zu 2). Wie eben bewiesen, verhält sich stets -— - = -^r^. 

bD bC 

Multipliziert man diese Gleichung mit der vierten Gröfse, SC, und dividiert 
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sie durch die erste, SB, so erhält man 

SC _ SÄ 

SB ~ SB' 
(Durch diese Umformung hat man von den Verhältnisgliedern das erste und 
vierte vertauscht. Auf dieselbe Weise könnte man auch die beiden mitt- 
leren die Plätze wechseln lassen. Solche Umstellung kann also künftig ohne 
Rechnungsangabe vollzogen werden.) Hieraus Uefert für die erste Figur in 
beiden behandelten Fällen der Hilfssatz 18, 2, und für die daneben stehende 
Figur der Zusatz dazu 

SC + SA _ SÄ ÄC _ SÄ 

SB + SB~ SB' "^^^ ^^^ BB - SB 
und wenn man nun das zweite und dritte Glied vertauscht, hat man 

ÄC _ BB 

SÄ ~ SB' 

Die Behauptung 3) ergiebt sich, wenn man 1) mit 2) multiphziert. 

Beweis zu 4). Man ziehe 

^ :Ä durch Ä die mit dem zweiten 

Schenkel SB gleichgerichtete Ge-: 
rade ÄL bis CB. Dann verhält 
sich nach 3) und 2) die zwischen 
den Gleichlaufenden hegende 
Strecke zu einem Abschnitt auf 
dem einen Schenkel, wie die 
entsprechenden auf dem andern: 





Figur 118. 



BL 
CB 



SÄ 
SC 



-— = — ^. Setzt man AB für BL ein, so hat man die Behauptung. 



4. Umkehrung. Werden die Schenkel eines Winkels, oder die von 
Scheitelwinkeln, von zwei Geraden so geschnitten, daXs zwei Abschnitte des 
einen Schenkels sich verhalten, wie die gleichliegenden Abschnitte des an- 
dern, so sind die schneidenden Linien gleichlaufend. 

SÄ SB 




2) 



Vs. 
ÄC 



Entweder 1) ^ = ^ oder 

oG oB 



BB , ^. ÄC 
SÄ = -SB' '^'' ^^ -SC 



BB 
SB' 



Figur 119. 

Dann hätte man nach 18, 3 
SX SB 



Bh. AB II CB. 

Bw. Wäre AB nicht gleichlaufend 
mit CB, so könnte man durch Ä die mit 
CB gleichlaufende Gerade ziehen, welche 
den Schenkel SB in X schneiden möge. 

—- =1 —-] dies würde mit Vs. 1) geben 
SC SB 



_ — , also SX = SB, was nicht möglich ist. 

Ist die Voraussetzung in der zweiten Weise gegeben, so käme ebenso 

XB BB 

— — = -^— und wenn man hierin die zweite und dritte Gröfse vertauscht. 
SX oB 
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ICD S^ 

— — = -- und hierauf für die erste Figur 18, 2, Zs., und für die zweite 

SD /SX 

18, 2 anwendet, so zeigte — - = -r— , dadurch dafs der erste Bruch = 1 

oD SJB 

ist, denselben Widerspruch. — Man könnte auch durch die eben angegebenen 

Umformungen aus Vs. 2) die Vs. 1) herleiten, für welche schon AB \\ CD 

bewiesen ist. 

Jede dieser beiden Weisen läfst sich ^ 
auch bei Vs. 3) durchführen. 

Anmerk. Der vierte Teil der Be- 
hauptung in 18, 3 darf nicht zu einer 
Umkehrung des Satzes benutzt werden. 
Denn beschreibt man um Ä mit AB 
(oder um C mit CD) den Kreisbogen 
und zieht nach dem andern Schnitt- 
punkte mit SD den Halbmesser AZ, so 

richtig sein, und 



wurde auch — - 
GJ-/ 




sc 



Figur 120. 



gewifs nicht AZ \\ CD, Weil also die Umkehrung zu einem falschen Schlüsse 
führen kann, darf der umgekehrte Satz nicht aufgestellt werden. 

5, Hauptaufgabe. Das Verhältnisglied zu den Strecken a, b und c 
zu zeichnen, welches die Rechnung ergiebt als 

— ^ 

Ausführung. Man trägt vom Scheitel eines Winkels aus*), oder bei 
Scheitelwinkeln, auf dem ersten Schenkel a und ö, auf dem zweiten c ab, 
verbindet die Endpunkte von a und c und zieht zu dieser Verbindungslinie 
durch den Endpunkt von b die gleichlaufende Gerade. Sie schneidet auf 
dem zweiten Schenkel das zu c gehörige Verhältnisglied x ab, so dafs sich 
verhält a : b = c : x. 

Auch die drei andern Gleichungen des Verhältnis-Satzes 
(18, 3) sind zur Herstellung zu benutzen, so dafs im Ganzen acht 
Herstellungsweisen sich bieten. [Vergl. 18, 10, 4).] 

6, Aufgabe. Auf einer Strecke ' p ' *—^ 

und auf ihrer Verlängerung die Punkte 
zu finden, deren Abstände von den End- 
punkten der Strecke sich wie p : q ver- 
halten. 

Gegeben ist die Strecke AB und 
zur Darstellung des Gröfsenverhältnisses 
die Strecken p und q, und zwar i> > g. 
Ist das Verhältnis in Zahlen gegeben, 
z. B. 5 : 2, so trage man ein beliebiges 
Mafs m auf einer Geraden 5 mal und 

Figur 121. 




*) Wegen der Genauigkeit des Zeichnens nehme man den Winkel nicht viel ver- 
schieden von einem Hechten. 
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auf einer andern 2 mal hinter einander ab und nehme diese Strecken als. 
p und q, 

Ausführung. Auf einer unter beUebigem Winkel vom Anfangspunkte 
Ä aus gezogenen Geraden ÄF trage man die gröfsere Strecke p bis E ab, 
dann von E q 1) vorwärts bis F, verbinde jP mit dem Endpunkte B und 
ziehe durch E die der FB gleichgerichtete Gerade. Sie trifft die Strecke 
AB im verlangten Punkte G, Dann schneide man von E aus die Strecke q 
2) rückwärts ab, bis F^ verbinde auch Fi mit B; jetzt giebt die von E 
her mit dieser Verbindungslinie gleichlaufende Gerade EJD den auf der Ver- 
längerung von AB gesuchten Punkt. 

Bw. unmittelbar durch den „Verhältnissatz''. (18, 3.) 

Anmerkung 1. C ist der innere, D der äufsere Punkt, welche zu 
den Endpunkten Ä und B der Strecke solche Stellung haben, dafs sich ver- 
hält CA : OB = DA : DB. 

Die für G zutreffende Bezeichnung Teilpunkt der Strecke AB hat mJEin 
auch auf den äufseren Punkt D mit seinen Abständen DA und BB über- 
tragen. 

Aus der Verhältnisgleichung folgt durch Vertauschen der äufseren Glieder 
(und Umstellen der Buchstaben) 

BD : BG = AD : AG 
dafs also auch die Strecke DG von B und A innen und aufsen verhältnis- 
gleich geteilt wird. 

Demnach gehören die vier Punkte der verhältnisgleichen Teilung 
so zusammen, dafs A und B, sowie G und 2>, zugeordnete Punkte sind. 
[Vergl. 18, 10, 9).]*) 

Anmerkting 2. Zum Beweise gehörte aber noch die Begründung der Be- 
hauptung : 

Es giebt nur je einen Punkt, welcher eine Strecke innen und aufsen nach 
einem gegebenen Verhältnis teilt. 

Denn legt man AEF in anderer Richtung hin, jetzt als AE'F\ verbindet nun 
F' mit B und zieht von E' aus die der F' B gleichgerichtete Gerade, so könnte 
diese die Strecke AB in einem andern Punkte, als 0, etwa in X treffen. Dann 

t. j xr x.~i . . ^^ P ^-^ ^ ■ XA XB 

hätte man nach dem Verhaltnissatze — — - = — = -— -, also wäre —z-r = -77^» 

XB q GB GA GB 

woraus durch 18, 2, Zs. hervorginge, dafs X nicht von G verschieden sein kann. 

Also ist G der einzige Punkt, welcher 
die Strecke AB innen nach dem Verhält- 
nis i? ; g teilt. Dasselbe gilt vom äufseren 
Teilpunkte D. 

7. Ls. Die Halbierungslinie eines 
Dreieckswinkels teilt die Gegenseite im 
Verhältnis der anliegenden Seiten. 

Vs. ^ a? = ^. 
Bh. FB : FG = AB : AG, 
Figur 122. Bw. Man ziehe durch G die der 

Winkelhalbierenden FA gleichlaufende 




*) Die verhältnisgleiche Teilung hat man „harmonische" Teilung genannt. 
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Gerade CB bis zum Schnitt mit der verlängerten Seite BA. Dadurch ent- 
steht das gleichschenklige Dreieck GAB. Der Verhältnissatz giebt die Rich- 
tigkeit der Behauptung. 

Zusatz. Von der Halbierungslinie des Aufsenwinkels gilt derselbe Satz 
für die Abstände LB : LC = AB : AC; 

so dafs die Treffpunkte F und i die Seite BG innen und aufsen nach dem- 
selben Verhältnis teilen. [Man sieht in dieser Figur das Entsprechende mit 
der in 18, 6. Die Seite BA ist p; AD und AE sind q, und diese sind ==. 
Seite AG,] 

8. Umkehrung. Verbindet man den Punkt, welcher eine Dreiecksseite 
im Verhältnis der anliegenden Seiten teilt, mit der Spitze des Gegenwinkels, 
so wird derselbe durch die Verbindungslinie halbiert. 

Bw. Der Verhältnissatz, in Verbindung mit der Voraussetzung, giebt 
AB ^::= AG, woraus Z^ x =^ y hervorgeht. Ebenso beim äufseren Teil- 
punkt L, — Auch abweisend ist die Richtigkeit des Satzes leicht zu zeigen 
mittels 18, 2, Zs. 

9. Satz des ApoUonius.*) Der Ort aller Punkte, deren Entfer- 
nuAgen von zwei festen Punkten verhältnisgleich sind, ist ein Kreis. Sein 
Durchmesser ist der Abstand der Punkte, welche di« von den gegebenen 
Punkten begrenzte Strecke nach demselben Verhältnis innen und aufsen 
teilen. 

• Bw. durch 3, 10, 6 und 11, 7, 6. 

10. Übungen. ^ 

a) Lehrsätze. 

1) Die Eckenlinien eines Trapezes schneiden sich im Verhältnis der an- 
liegenden Hauptseiten. [Vergl. 8, 15.] 

2) Mittels des Yerhältnissatzes (18, 3) zu zeigen, dafs die Mittellinien eines 
Dreiecks sich im Verhältnis 1 : 2 schneiden. (14, 9, Zs.) 

3) Schneidet eine von der Ecke einer Raute ausgehende Gerade von der 
Gegenseite den wten Teil ab, so schneidet sie von der Eckeolinie deren (n -f- l)ten 
Teil ab. i 



4) Zwei gleichlaufende Gerade werden von einem Strahlenbüschel (d. h. von 
Geraden, welche von einem Punkte ausgehen) so geschnitten, dafs die gleich- 
liegenden Strecken verhältnisgleich sind. [Der Strahlenpunkt kann aufserhalb oder 
zwischen den Gleichlaufenden stehen.] "Wie ist nach diesem Satze das Verhältnis- 
glied zu den Strecken a, h und c zu finden? [18, 5 lieferte durch den Ver- 
hältnissatz schon acht Herstellangsweisen ; dieser Satz noch zwei.] 

5) (1. ümkehrung.) "Werden die von den Schenkeln eines "Winkels (oder 
von Scheitelwinkeln) begrenzten Strecken zweier gleichlaufenden Geraden in der- 
selben Richtung (bezüglich: in der entgegengesetzten) nach gleichem Verhältnis 
geteilt, so liegen die Teilpunkte mit dem Scheitel des Winkels in gerader Linie. 
— Wie kann man zwischen zwei Geraden, deren Schnittpunkt nicht mehr auf 
dem Zeichenblatte liegt, eine Gerade ziehen, dafs sie verlängert den Schnittpunkt 



*) ApoUonius von Perga, in Eleinasien, lebte um 200 vor Christas. 
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treffen würde? Und wie kann man die Halbierungslinie des von den Geraden 
gebildeten Winkels erhalten? [Lege za letzterem Zwecke eine Gerade, die mit 
der einen gleichgerichtet ist, und benutze ein gleichschenkliges Dreieck.] 

6) (2. Umkehrung.) Zerlegen drei von einem Punkte ausgehende Gerade 
zwei gerade Linien in Strecken, welche in gleichem Verhältnis stehen, so sind die 
beiden Linien gleichlaufend. 

7) Zwei gerade Linien werden von drei oder mehr gleichlaufenden Geraden 
so geschnitten, dafs die gleichliegenden Strecken in gleichem Verhältnis stehen. 
(Man ziehe eine Eckenlinie.) 

8) Werden zwei auf derselben Grundseite stehende gleich hohe Dreiecke von 
einer der Grundseite gleichgerichteten Geraden geschnitten, so sind deren in den 
Dreiecken liegende Strecken gleich. 

9) Die Gerade, vom Schnittpunkte der Nebenseiten eines Trapezes durch 
den Schnitt der Eckenlinien, halbiert die Hauptseiten, und ihre zwischen den 
Hauptseiten liegende Strecke wird durch die Schnittpunkte verhältnisgleich geteilt. 
— Wie kann man demnach eine Strecke (anders als 18, 6) nach dem Ver- 
hältnis p : g innen und aufsen teilen? 

10) Zieht man in einem Kreise, welchen ein kleinerer von innen berührt, 
eine diesen berührende Sehne, so verhalten sich deren Abschnitte wie die vom 
Berührungspunkte der Kreise nach ihren Endpunkten gehenden Sehnen. 

11) Die Halbierungslinie eines Winkels im Dreieck wird vom Mittelpunkte 
des einbeschriebenen Kreises so geteilt, dafs der Abschnitt an der Spitze zu dem 
an der Gegenseite sich verhält, wie die Summe der einschliefsenden Seiten zur 
Gegenseite; und die Halbierungslinie des Aufsenwinkels vom Mittelpunkte des 
anbeschriebenen Kreises so, wie der Unterschied derselben Seiten zur Gegen- 
seite. (Siehe die Figur in 18, 7.) [Was lehrt die Anwendung auf das gleich- 
seitige Dreieck? (Man denke dazu noch ein Dreieck, welches fast genau gleich- 
seitig ist. — „Unendlich grofs" und „verschwindend klein".)] 

b) Aufgaben. 

12) Zwei Strecken zu finden, deren Summe und Verhältnis gegeben ist; sowie 
zwei, deren Unterschied und Verhältnis gegeben ist. 

13) Durch den Berührungspunkt zweier sich von aufsen berührenden Kreise 
eine Gerade so zu ziehen, dafs das durch beide Kreise abgegrenzte Stück der- 
selben gleich einer gegebenen Strecke a wird. Wie ändert sich die Behandlung, 
wenn die Kreise sich von innen berühren? [Die Aufgabe kann auch mit einem 
Satze in 11 gelöst werden.] 

14) Durch einen Schnittpunkt zweier Kreise eine Gerade so zu legen, dafs 
die entstehenden Sehnen sich wie p : g verhalten. (2 Fälle.) 

15) Um einen gegebenen Kreis ein gerades Trapez zu beschreiben, dessen 
Hauptseiten sich wie p : g verhalten. 

16) Durch einen zwischen den Schenkeln eines Winkels gegebenen Punkt P 
eine Gerade so zu ziehen, dafs ihr von den Schenkeln begrenzter Abschnitt in F 
halbiert werde. (Lege durch JP die mit einem Schenkel gleichlaufende Gerade.) 
[Die Forderung könnte auch mit 8, 11 erfüllt werden.] 

17) Es ist ein Winkel und ein Punkt gegeben. Man soll durch den Punkt 
eine Gerade so legen, dafs ihre von ihm und den Schenkeln des Winkels begrenzten 
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Abschnitte sich wie j) : g verhalten. (Für die Lage des Punktes sind zwei Fälle 
zu unterscheiden.) 

18) Es ist Z^ A und ein Punkt F gegeben. Durch F eine die Schenkel 
in X und Y schneidende Gerade zu legen, dafs AX : AY =^ p : et wird. 

19) Von einem auf einem Kreise gegebenen Punkte aus eine Sehne so zu 
ziehen, dafs sie von einer gegebenen Sehne im Verhältnis p : g geteilt wird. 

20) Durch einen gegebenen Punkt F eine Gerade so zu legen, dafs die von 
zwei andern gegebenen Punkten, A und -B, auf sie gefällten Senkrechten im Ver- 
hältnis i? : g (3 : 1) stehen. (Ziehe die durch A und B gehende Gerade.) 
[2 Lösungen.] 

21) Eine Gerade so zu ziehen, dafs die von drei gegebenen Punkten, A^ B 
und 0, auf sie gefällten Senkrechten im Verhältnis 4:2:1 stehen. (4 Losungen.) 

22) Zwischen zwei gleichlaufende Berührungslinien eines Kreises eine Be- 
rührende so zu ziehen, dafs sie durch den Berührungspunkt im Verhältnis p : g 
geteilt wird. 

23) In einem Kreise eine Sehne so zu ziehen, dafs sie von zwei gegebenen 
Halbmessern in drei gleiche Teile zerlegt wird. 

24) Von gegebenem Punkte aus durch drei von einem Punkte herkommende 
gerade Linien eine Gerade so zu legen, dafs ihre Abschnitte zwischen den Linien 
sich wie p : g verhalten. 



25) Den Ort aller Punkte zu bestimmen, deren Entfernungen von den 
Schenkeln eines gegebenen Winkels im Verhältnis p : g stehen. (Zwei Gerade.) 

26) Die vier Punkte zu finden, deren Abstände von den Seiten eines ge- 
gebenen Dreiecks sich verhalten, wie 1:2:3 (das heifst: dafs der Abstand 
von h doppelt, der von c dreimal so grofs ist, wie der von a.) [Man nehme das 
Dreieck bei A stumpfwinklig, die Grundseite BG etwa 5 Centimeter lang und 
zeichne sie mitten in eine Zelle eines Viertelbogens. Die mit den Seiten gleich- 
laufenden Geraden, welche zur Bestimmung des Ortes aller Punkte, mit verhältnis- 
gleichen Abständen von den Schenkeln des Winkels, führen, sind genau gleich- 
gerichtet zu ziehen. Die Güte der Figur ist daran zu prüfen, dafs auch die 
dritte Ecke mit 2 Paaren der 4 Punkte in eine gerade Linie kommen mufs.] 

27) Auf einem Kreise sind die Punkte B und C gegeben. Auf ihm einen 
Punkt zu finden, dessen Entfernungen von C und B sich wie p : q verhalten; 
oder, anders ausgedrückt: A aus a, r und b : c. [18, 7.] (2 Lösungen.) 

28) A aus a, h : c, Ao- 

29) Die Strecke AB wird durch C und D innen und aufsen nach dem Ver- 
hältnis p : q geteilt. 1) Welchen Wert hat das Verhältnis der Teilung der 

Strecke BC durch B und AI 2) Für welchen Wert von - wird CD = ABl 
[Figur in 18, 6.] ^ 

Antwort auf 1) -^ "^ ^ ; auf 2) Für - = 1 + YY. also für das Ver- 
P — ci a 

hältnis der Summe von Eckenlinie und Seite zur Seite des Quadrates. 
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11. Anhang. 

1) Satz des Menelaus.*) Eine Gerade schneidet die drei Seiten eines 
Dreiecks so, däfs die beiden Produkte je dreier nicht in einer Ecke zusammen- 
stofsenden Abschnitte einander gleich sind. 

Bh. ÄCi • BÄi . GBl = ABl ^ Bd • C^i. 




Figur 123. 

Bw. Man ziehe durch einen Eckpunkt Ä die der Schneidenden gleichlaufende 
Gerade AZ bis zum Schnitt mit der Gegenseite. Auf dieser entsteht eine zwischen 
den Gleichlaufenden liegende Hilfsgröfse ZAi^ welche durch die RechDung wieder 
zu beseitigen ist. Deswegen sind die Yerhältnisgleichungen so aufzustellen, dafs 
ZAi bei der ersten im Nenner, bei der zweiten im Zähler steht; dann hebt sich 
bei dem verlangten Multiplizieren die Hilfsgröfse heraus. Nach dem Verhältnis- 
^atze ist, zuerst mit B^ dann mit C als Schnittpunkt: 



ACi 
ZAi 



BC\ 



und 



ZAr 



CA^ 
CBt' 



also 



ACi 



BCi • CAi 



AB^ BAi . CBi 



BAi ABl 

Woraus die Behauptung hervorgeht. 

2) Satz des Ceya.**) Drei Gerade, welche von den drei Ecken eines 
Dreieck? aus durch einen Punkt gehen, schneiden die Dreiecksseiten so, daijs die 

beiden Produkte je dreier nicht 
in einer Ecke zusammenstofsenden 
Abschnitte einander gleich sind. 
Bh. ACi ' BAi, . GBl = 
ABl • BCi • CAi. [Ganz über- 
einstimmend mit der Behauptung 
beim vorhergehenden Satze.] 

Bw. ' AAi zerlegt das Drei- 
eck in zwei Dreiecke, auf welche 
der Satz des Menelaus angewendet' 
wird. 

^A BAAu von CCi geschnitten, giebt ACi • BC - AiP = AP - BCi • CAi 
A CAAi, von ^^i geschnitten, giebt AP • BAi • CBi = ABi • AiP^ BC. 





Figur 124. 



♦) Menelaus, ' ein griechischer Mathematiker aus Alexandria, lebte unter Traj an zu 
Rom, also am Ende des ersten Jahrhunderts nach Christus. 
♦♦) Ceva, geboren zu Mailand 1648, starb 1736. 
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Multipliziert man beide Gleichungen, so lieben sich BC und die Teile von 
AAi heraus und es steht die Behauptung da. 

3) Umkehrung des Satzes von Menelaus. Ist entweder auf den Ver- 
längerungen der drei Dreiecksseiten, oder auf zwei Dreiecksseiten und der Ver- 
längerung der dritten, je ein Teilpunkt so gestellt, dafs die beiden Produkte »je 
dreier nicht in einer Ecke zusamfmenstofsenden Abschnitte einander gleich sind, 
so liegen die drei Teilpunkte auf einer Geraden. 

Bw. Läge Ci nicht auf der Geraden J-i^i, so müfste sie die Seite AB in 
einem andern Punkte, X, schneiden. Für diesen wtlrde die Anwendung des Satzes 
von Menelaus eine Gleichung liefern, welche, durch die Gleichung der Voraus- 
setzung dividiert, die Gleichheit zweier Brüche verlangte, von denen der eine echt, 
der andere unecht sein mufs. 

4) tlmkehrung *des Satzes von Ceva. Ist entweder auf den drei Dreiecks- 
seiten selbst, oder auf einer Dreiecksseite und den Verlängerungen der beiden 
ändern, je ein Teilpunkt so gestellt, dafs die beiden Produkte je dreier nicht in 
einer Ecke zusg-mmenstofsenden Abschnitte einander gleich sind, so schneiden sich 
die von den Eckpunkten nach den Teilpunkten gehenden Geraden in einem Punkte. 

Bw. ganz entsprechend dem vorigen. 

12. Übungen zu 11. 

1) Mittels der Ümkehrung des Satzes von Ceva zu beweisen, dafs beim 
Dreieck sich in einem Punkte schneiden: a) die Mittellinien (zeigt sich unmittelbar); 

b) die drei Geraden, welche die Berührungspunkte des einbeschriebenen Kreises 
mit der Spitze des Gegenwinkels der Seite verbinden (ergiebt sich auch sogleich); 

c) dasselbe gilt auch von den auf den Dreiecksseiten selbst liegenden Berührungs- 
punkten der drei anbeschriebenen Kreise (13, 6); d) die, welche die Berührungs- 
punkte eines dem Dreieck anbeschriebenen Kreises mit der Spitze des Gegenwinkels 
der Seite verbinden. [Man bezeichne den Berührungspunkt der Seite BG mit ^i, 
und entsprechend weiter.] e) die Winkelhalbierenden [mit 18, 7 und entsprechender 
Bezeichnung]; f) die Halbierungslinien zweier Aufsenwinkel mit der Halbierungs- 
Jinie des dritten innereu Winkels; g) die Höhen [erst mit 19^ 3]. 

2) Die Halbierungslinien der Aufsenwinkel eines Dreiecks schneiden die 
Gegenseiten in drei Punkten, welche in einer Geraden liegen. Dasselbe gilt von 
den Halbierungslinien zweier Innenwinkel und der des Aufsenwinkels am dritten. 



19. Glied. Ähnlichkeit geradliniger Figuren. 

1. Erklärung. Zwei Figuren von gleich vielen Seiten haben gleiche 
Gestalt oder sind ähnlich, wenn ihre Winkel der Eeihe -nach paarweise 
gleich sind und die entsprechenden Seiten alle gleiches Gr öfsen verhält - 
nis haben. 

Im ersten Abschnitt (Glied 6) handelte es sich um Figuren von gleicher 
Gröfse und Gestalt, die also ganz übereinstimmen; im zweiten (Glied 15) 
um Figuren von gleicher Gröfse und verschiedener Gestalt^ jetzt um Figuren 
von gleicher Gestalt und verschiedener Gröfse. , - 
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Das Zeichen für Ähnlichkeit ist c>j.*) Das Zeichen für völlige Überein- 
stimmung ^ sagt durch seine Zusammensetzung, dafs die Figuren „gleich 
und ähnlich" sind. 

Anmerk. Weifs man aus anderweitigen Gründen, dafs zwei vorliegende 
Vielecke ähnlich sind, so schliefst man daraus, dafs gleichliegende Winkel 
gleich und entsprechende Seiten andern entsprechenden Seiten verhältnis- 
gleich sind. 

2. Hilfssatz. Zieht man durch ein Dreieck eine mit einer 
Seite gleichlaufende Gerade, so ist das abgeschnittene Dreieck 
dem ganzen ähnlich. 

Bw. (Figur ABC mit DE für den folgenden Satz.) Die gleichliegenden 
Winkel sind nach 4, 8 gleich, und auch die Gröfsenverhältnisse der Seiten 
nach dem Verhältnissatz, 18, 3. Daher sind die beiden Dreiecke ADE und 
ABC ähnhch nach der Erklärung. 

Anmerk. Bei zwei Dreiecken reichte zum Nachweis völliger Überein- 
stimmung hin die Gleichheit von drei Paaren ihrer Stücke (den 6 Seiten und 
6 Winkeln). Die Gröfsengleichheit zweier Dreiecke erfordert nur zwei Paar 
Gleichheiten, die ihrer Grundseiten und die der zugehörigen Höhen; so sind auch 
für die Gleichheit der Gestalt (Ähnlichkeit) zweier Dreiecke nur zwei 
Paare von Gleichheiten nötig. Die vier Ähnlichkeitssätze der Dreiecke ent- 
sprechen den 4 Sätzen der Übereinstimmung (6, 1 — 4) und werden wie diese 
geordnet und bezeichnet. 

3. Erster Satz. Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn zwei Winkel ent- 
sprechend gleich sind. 

Vs. ^ Ai = A, ^ Bi =: B, 
4^^^^ Bh. A AiBiCi (X) ABC. 

V^"^\^^^ "^L Bw. Man trage die Seite ^i^i 

\ ^^\,^^^ A^"''"'^ ^^^^ ^ ^^^ ^^^ ^^ ^^ ^^^ ziehe durch 

^ Y --^^^^^s,^;^^ ^ \_^\^ ^^^ Endpunkt D die mit BG gleichlau- 

:b a^ c ^^ «i ^^ fende Gerade. Dann ist (nach 19, 2) 

Figur 125. das abgeschnittene Dreieck ADE oo 

ABC und stimmt nach dem ersten 

Satze überein mit AiBiCi. Deshalb ist auch dieses dem Dreieck ABC 

ähnhch. 

4. Zweiter Satz. Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn zwei Seiten ent- 
sprechend verhältnisgleich and die Zwischenwinkel gleich sind. 

tti ci . Bw. Man verfährt, wie vorhin. 

^^- ^ "ß ' ^ ^1 -ö- Dann wird nach dem Verhältnissatze 

Bh. A A£,C^ CND ABC. BE^ÄB_ ^.^^ ^^^^ ^.^ ^^^ ^^^_ 

a c 

aussetzung ai = DE, also stimmt nach dem 2. Satze A AiBiCi ^ ADE, 
welches cv) ABC ist. 

5. Dritter Satz. Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn die drei Seiten 
entsprechend verhältnisgleich sind. 



*) Das Ähnlichkeitszeichen mag aus einem umgelegten S entstanden sein: CD (sinuliSj 
ähnlich). Zum Schreiben war aber der wie die Schriftzüge laufende Bögen oj bequemer. 
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^ flfi bi ci Bw. Wie vorher hat man hier «i = 

~^ ~l 7* ^^ "^d dazu, auch nach dem Verhältnis- 

Bh. A -^i-BiCi f>J ABC, satze, — — = — , woraus mit dem zweiten 

h c 

Teile der Voraussetzung hervorgeht hi = AE, Mithin stimmt nach dem 

3. Satze A ABiCi ^ ADE, welches oo ABC ist. 

6. Vierter Satz. Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn zwei Seiten ent- 
sprechend verhältnisgleich nnd die Gegenwinkel der gröfseren gleich sind. 

Vs. ^ = -, h> €u b> c, ^B, = B. 
c 

Bh. A ^1^1 Ol ~ ABC. 

Bw. ebenso, nur mit Anwendung des 4. Satzes der Übereinstimmung. 

Anmerk. 1. Liegen die beiden Winkel den kleineren Seiten gegen- 
über, so sind die Dreiecke nicht notwendig ähnlich. (Vergl.' 6, 4, Anm.) 

Anmerk. 2. Ist mit gegebener Seite ein Dreieck herzustellen, 
welches einem gegebeiien ähnlich sein soll, so verfahrt man, wie die 
Figur in 19, 3 zeigt. 

7. Ls. Das rechtwinklige Dreieck wird durch die Höhe in zwei Drei- 
ecke geteilt, welche dem ganzen Dreiecke nnd einander ähnlich sind. Dar- 
aus folgt: 1) Im rechtwinkligen Dreieck ist jede kleine Seite Mittelglied 
zwischen der gröfsten Seite nnd dem anliegenden Höhenabschnitt; und 2) die 
Höhe ist Mittelglied zwischen den Höhenabschnitten. 

Bw. Durch den ersten Ähnlichkeitssatz findet man (19, 1, Anm.), dafs 
die Gegenseiten gleicher Winkel verhältnisgleich sind. (Vergl. die Lehr- 
sätze 16, 2 und 4.) 

8. Hauptaufgabe. Das Mittelglied von den Strecken a nnd hy 
X = Vsib, zu zeichnen. 

Zwei Hersteltungen mittels eines Halb- 
kreises gemäfs 16, 6 nach 19, 7. 

Eine dritte Herstellungsweise empfiehlt sich 
durch Kürze der Ausführung. 

Über die kleinere Strecke CD = b hin 
schneidet man von den Endpunkten aus die 
gröfsere, a, als CE und DF ab und beschreibt 
mit a aus E und F die Kreuzbogen CJ und 
DJ, Dann ist der Abstand JC (oder JD) das 
gesuchte MittelgUed x, 

Bw. Im Dreieck FJE ist j^ E = F, also sind in den gleichschenk- 
ligen Dreiecken CEJ und DFJ die 4 Grundwinkel einander gleich. Daher 
ist A EJC fX) JCD und es verhält sich EJ : JC = JC : CD, das ist a : a; 
=z X : b, [Hierzu noch 20, 1, 2.] 

9. Aufgabe. Das Verhältnisglied zvl a, b nnd b zn finden. (19, 7 

oder 18, 3.) 

10. Ls. In ähnlichen Dreiecken stehen gleichliegende Strecken 
in demselben Gröfsenverhältnis, wie die Seiten. Solche Strecken sind: 

Martas, Bsumlehre. 1. 7 
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gleichlieg^nde Höhen, Winkelhalbierende, Mittellinien, Halbmesser des um- 
und des einbeschriebenen Kreises. 

Bw. Die Anwendung der Ähnlichkeitssätze zeigt, dafs die gegebenen 
Dreiecke durch solche gleichliegende Gerade in ähnliche Dreiecke zerlegt 
werden, woraus die Behauptung hervorgeht. (19, 1, Anm.) 

Anmerkung. Das Verhältnis der Höhe zu einer anliegenden Seite 

bestimmt einen Dreieckswinkel. — bestimmt ^ ß. Denn wenn in zwei 

c 

Dreiecken -?- = — ist, so folgt -^ = -. Deshalb sind die von diesen 
c c ha c 

Geraden begrenzten Teildreiecke nach dem vierten Satze ähnlich; also ist 

in ihnen ^ /?' = /?. Doch ist stets daran zu denken, dafs auch der 

Nebenwinkel von ß dasselbe Verhältnis — beisitzt; so dafs zwei Winkel 

c 

daraus hervorgehen. Aus den für Zähler und Nenner gegebenen Gröfsen 
sind die beiden Winkel, ß und sein Nebenwinkel, leicht zu zeichnen. Bei- 
spiel: — = */2 liefert, bei der Ausführung mit irgend einem Mafse m durch 

Äo = Im, c = 2w, ein halbes gleichseitiges Dreieck; daher wird ^ ft = 30®, 
wie grofs auch m genommen werde; und dazu noch ^ ß^ = 150^ 

11. Ls. Zwei Höhen eines Dreiecks stehen im nmgekehrten Ver- 
hältnis ihrer Gmndseiten. 

In der Figur ist — = -r-, aber -^ = ^. 
£i hl, 6 

Bh. ^ = ^. 
hb a 

Bw. A ABC ~ BEC (1. Satz) folglich ver- 

AB ÄC 
hält sich — — = — - wie behauptet wurde. 
BIIj bc 

c Anmerk. Ist das Verhältnis zweier Höhen 

eines Dreiecks gegeben, ^^ = -, so kennt man 

h p 

das Verhältnis ihrer Grundseiten, und benutzt dies zur Ausführung einer 
Aufgabe. 

Beispiel. A aus c, a, hb : hc. 

Zusatz. Zwei Höhen eines Dreiecks schneiden sich so, dafs ihre oberen 
Abschnitte sich umgekehrt verhalten, wie die. unteren. (Die Strecke einer 
Höhe, vom Höhenschnitt bis zur Spitze, ist ihr oberer Abschnitt, die bis 
zur Grundseite ihr unterer Abschnitt.) 

Bh. HA : HB =z HE : HB, 

Bw. A AHE oo BHB (1. Satz) liefert die Glieder der Verhältnis- 
gleichung in der angegebenen umgekehrten Ordnung der Höhenabschnitte. 
— Für ein bei C oder bei A stumpfwinkliges Dreieck bleibt der Beweis bei 
gleicher Bezeichnung buchstäblich derselbe. 
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Figur 128. 



12. Aufgabe. Zu einem gegebenen Vieleck ein ihm ähnliches 
zu zeichnen, von dem die einer bestimmten Seite entsprechende 
eine gegebene Länge hat. 

Ausführung. Man nimmt irgendwo einen Punkt an, am bequemsten 
einen Eckpunkt des gegebenen Vielecks (vergl. die beiden folgenden Figuren), 
zieht von ihm aus nach allen Ecken Strahlen, 
trägt zwischen die nach der bestimmten Seite 
a gehenden die gegebene Länge ai, der Seite a 
gleichlaufend, ein, zieht vom Endpunkte die 
der nächsten Seite gleichlaufende Gerade bis 
zum folgenden Strahle, vom Trefl^unkte so 
weiter rings herum. Das von diesen Geraden 
umschlossene Vieleck ist das verlangte. 

Bw. Die gleichliegenden Winkel beider 
Vielecke sind gleich nach 4, 11 (oder, wenn 
Ol zwischen die über hinaus verlängerten 
Strahlen eingetragen wurde, nach dem dor- 
tigen Zusatz 1) und die entsprechenden Seiten sind verhältnisgleich, wie aus 
dem Verhältnissatze hervorgeht. (18, 3.) Das entstandene Vieleck ist also 
dem gegebenen ähnUch; auch hat seine erste Seite die vorgeschriebene 
Länge «i. 

Anmerk. Hat man den Punkt nicht auf dem Umfange angenommen 
(siehe die beiden folgenden Figuren), so ist der letzte Eckpunkt mit dem 
ersten zu verbinden, und man hat nachzuweisen, dafs diese Verbindungs- 
linie mit der letzten Seite gleichlaufend wird. (18, 4.) 

13. Lehrsätze. 1) Kanten sind ähnlich, wenn sie einen Winkel gleich 
und anstofsende Seiten entsprechend verhältnisgleich haben. 

2) Bechtecke sind ähnlich, wenn ihre anstofsenden Seiten gleiches Ver- 
hältnis haben. 

3) Gleichseitige Vierecke sind ähnlich, wenn in ihnen ein Winkel 
gleich ist. 

4) Alle Quadrate sind ähnlich. 

5) Alle regelmäfsigen n-Ecke sind ähnlich. (Für n jede ganze Zahl, 
gröfser als 2.) 

14. Ls. Die Umfange ähnlicher Vielecke verhalten sich, wie ent- 
sprechende Seiten. 

Bezeichnet man die Vielecke mit V und Fi, ihre Umfange mit u und «*i 
und die gewählten entsprechenden Seiten mit a und «i, so ist 

Vs. F cv> Fl. Bw. Da die Vielecke ähnlich sind, so ist 

Rh^ — — — z=i — z=^z=z^ = 

Ui ~ Gl «1 ^1 Cl ^1 

Durch 18, 2, Zs. erhält man aus den beiden ersten 



gleichen Brüchen 



— — — — — also auch = — 



Ol -j- *i 



h 



Ci 



Aus , , = — folgt ebenso — , , , — = — also auch = --. 
öl + fei ci «1 + fei + ci Ci dl 

7* 
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' So fährt man fort, bis im Zähler und Nenner des linken Bruches die 
Summe aller Seiten steht und für den rechts bekommenen letzten Bruch 
nimmt man den ihm gleichen Bruch der gewählten Seiten; dann hat man 

u a 

Wl Ol' 

Zusatz. Auch gleichliegende Eckenlinien ähnlicher Vielecke haben 
das Verhältnis entsprechender Seiten. (Bw. wie zu 19, 7.) 

15. Ls. Liegen ähnliche Vielecke so, daXs ein Paar entsprechender 
Seiten gleichlaufend ist, so schneiden sich die Verbindungslinien der ent- 
sprechenden Ecken alle in einem Punkte. 




Figur 129. 

Vs. Vieleck AC oo A^G^ BG \\ JBiGi. 

Bh. AAi, BBi, GGi, DDi, .... schneiden sich alle in einem Punkte 0. 

Bw. Zunächst ist leicht zu zeigen, dafs das Gleichlaufendmachea eines' 
Seitenpaares, BG und J5iCi, bewirkt, dafs auch die übrigen entsprechenden 
Seiten der ähnlichen Vielecke gleichlaufend werden. (4, 6.) Schneiden sich 
AAi und BBx im Punkte 0, so mufs mit G und Ci auch in gerader Linie 
liegen. Wäre dies nicht der Fall, so würde die Verbindungslinie GO die 
Seite BiGi in einem andern Punkte, Z, schneiden. (4, 5.) Dann würde der 

Verhältnissatz geben -^ = ^^ = -^^. Wegen der Ähnlichkeit der 



BG 



OB 



BA' 



B C H A 

Vielecke hat man aber auch -^ = ^-r^, woraus B^X = Bid folgen 

-oC J3A 

würde, was für einen andern Punkt als Ol nicht möglich ist. Deshalb geht 
GO durch Ci. Dasselbe gilt von DA und und allen sonst noch vor- 
handenen Verbindungslinien entsprechender Eckpunkte der ähnlichen Vielecke. 
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Anmerk. Von ähnlichen yielecken mit paarweise gleichlaufenden Seiten 
sagt man, sie befinden sich in Ähnlichkeitslage. Der Punkt 0, in welchem 
sich die Verbindungslinien entsprechender Ecken schneiden, heifst Ähnlich- 
keitspnnkt, und zwar innerer Ähnlichkeitspunkt, wenn er zwischen den 
gleichlaufenden (aber, wegen der umgekehrten Lage des zweiten Vielecks, 
entgegengesetzt gerichteten) Seiten sich befindet, wenn er also auf den Ver- 
bindungslinien selbst liegt, und äufserer Ähnüchkeitspunkt, wenn er&t 
ihre Verlängerungen ihn erreichen. Da man diese Geraden auch, ^von 
aus nach den Ecken gehend, auffassen kann, so nennt man sie Ähn- 
lichkeitsstrahlen. 



16. Anfgabenlösen mittels ähnlicher Fignr. (Zu 8, 20 und 10, 18.) 

Das dritte Verfahren, Aufgaben zu lösen, hat mit dem zweiten, deöa mittels 
Orte, das gemein, dafs man zunächst eine der in der Aufgabe gestellten 
Bedingungen aufser acht läfst, wodurch die Aufgabe eine unbestimmte wird. 
Dies dritte Verfahren kommt da zur Anwendung, wo durch Erfüllung der 
übrigen Bedingungen der Aufgabe Figuren entstehen, die in ihrer Gestalt 
übereinstimmen, also einander ähnlich sind. Man zeichnet dann irgend 
eine dieser unzählig vielen Figuren. Sie kann sich von der geforderten 
unterscheiden 1) nur durch ihre Gröfse, was der Fall ist, wenn das aufser 
acht gelassene Bestimmungsstück eine Strecke war; dann schneidet man 
dieselbe auf der in dieser Figur ihr entsprechenden Linie ab und stellt von 
hier aus durch Ziehen gleichlaufender Geraden die ähnhche Figur mit dieser 
Gröfse her, welche also die verlangte ist. — Die vorläufig gezeichnete Figur 
kann aber von der geforderten 2) aufser in ihrer Gröfse noch dadurch ab- 
weichen, dafs sie nicht an der rechten Stelle sich befindet; dann geben die 
Strahlen des Ähnlichkeitspunktes die gesuchte Stelle an und man führt 
dort, wieder durch Ziehen gleichlaufender Geraden, die ähnliche Figur aus, 
welche die verlangte ist. 

1. Beispiel. Ein Dreieck zu zeichnen, für welches ein Winkel, 
das Verhältnis der ihn einschliefsenden Seiten und die zur dritten 
Seite gehörige Höhe gegeben sind. 

Es sei gegeben der Win- 
kel a, das Verhältnis für 
b : c = p : q und für die 
zur Grundseite a gehörige 
Höhe die Strecke ä. 

Vorbereitung. DieBe- 
dingung der Aufgabe, dafs die 
Höhe = h sein soll, werde 
einstweilen aufser acht ge- 
lassen. Den übrigen Forde- 
rungen, einen Winkel = a 
und das Gröfsenverhältnis der 
ihn einschUefsenden Seiten = j? : g zu haben, entsprechen unzählig viele 
Dreiecke, die nach dem 2. Satze ähnlich sind. Daher ist die gestellte Auf- 
gabe nach dem hier in Rede stehenden dritten Verfahren des Aufgaben- 
lösens zu behandeln. 




Fignr 180. 
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Ausführung. Es ist eines der ähnlichen Dreiecke zu zeichnen, am 

becpiemsten dasjenige, welches die Strecken p und q selber als den 

Winkel a einschliefsende Seiten hat. Man schneidet also vom Scheitel A 

eines gleich a gemachten Winkels an auf dem einen Schenkel die Strecke 

i) bis 2), auf dem andern q bis E ab und verbindet E mit D. In diesem, 

dem verlangten ähnlichen Dreiecke ist nun die dem aufser acht gelassenen 

Stücke entsprechende Linie zu ziehen; das ist die zu seiner dritten Seite 

gehörige Höhe ÄF, Auf derselben wird die für die Höhe des geforderten 

Dreiecks gegebene Strecke h von der Spitze A aus abgetragen, so dafs 

AL = h ist. Die durch L in der Richtung ED zu ziehende Gerade, deren 

Schnittpunkte auf den sogleich reichlich lang gezeichneten Schenkeln des 

Winkels a mit B und bezeichnet werden mögen, liefert das Dreieck ABC 

als das verlangte. 

AG AB 
Beweis. Der Verhältnissatz (18, 3) giebt -— - = -—- oder durch Ver- 

AC AD ^^^ 

tauschen der inneren Glieder -7^ = -7^, das ist b : c = p : q. Aufser- 



AB AE' 

dem hat das Dreieck ABC nach Zeichnung den Winkel A =^ a und die auf 
der Grmidseite stehende 'Höhe AL = ä, ist also das verlangte. 

Abschlufs. Da für jede Gröfse der gegebenen Stücke die Ausführung 
sich ebenso machen läfst, ist die Aufgabe immer zu lösen, und es entspricht 
ihr nur 1 Dreieck. 

2. Beispiel. Einem gegebenen Dreieck ein gleichseitiges einzu- 
zeichnen, welches mit einer Seite auf der Grundseite des gege- 
benen senkrecht steht. 

Vorbereitung. Wir sehen von der Forderung ab, dafs das zu zeich- 
nende Dreieck eine Ecke 
auf der dritten Seite AB 
des gegebenen Dreiecks 
habensoll. Den übrigen 
Bedingungen, mit einer 
Seite auf der Grund- 
seite BC senkrecht zu 
stehen, eine Ecke auf 
AC und eine auf BCzu 
haben, genügen unzäh- 
lig viele gleichseitige 
Dreiecke. Weil diesel- 
ben als regelmäfsige 
Dreiecke alle ähnlich sind, ist die Aufgabe nach dem dritten Verfahren 
zu lösen. 

Ausführung. Von irgend einem Punkte D der Seite AC (alle man die 
Senkrechte DE auf die Grundseite BC, zeichne mit DE als Seite ein gleich- 
seitiges Dreieck, dessen Spitze auf die aufser acht gelassene Seite AB weist. 
Dieses Dreick DEF ist zu klein und befindet sich nicht an der gewünschten 
Stelle, aber mit dem geforderten in Ähnlichkeitslage, weil DE und die ihr 
entsprechende Seite, als Senkrechte auf BC, gleichgerichtet sind. Daher ist 
für DEF und das weiter links verlangte Dreieck der Ähnlichkeitspunkt 
aufzusuchen. Beide Dreiecke haben ihre entsprechenden ersten Ecken auf 
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-42), die zweiten auf BE\ also ist der Punkt, in welchem sich diese Ver- 
bindungslinien entsprechender Eckpunkte der ähnlichen Dreiecke schneiden, 
nämlich der Eckpunkt 0, der Ähnlichkeitspunkt beider Figuren. Der von C 
durch den dritten Eckpunkt F laufende Strahl giebt auf der dritten Seite AB 
die Stelle Fi für die dritte Ecke des gesuchten Dreiecks an. Man zieht also 
schliefslich F^I^ \\ FE, EiJDi J. BO und verbindet A mit Fi] dann ist 
das Dreieck DiEiFi das verlangte. 

E C 
Beweis. Weil nach dem Verhältnissatze beide Brüche = -~^ sind, ist 

DiEi EiFi ^^ 

— —- := ^^ttj also DiEi = ^iJFi, da die gleichen Nenner sich fortheben. 

Dazu kommt, dafs, als Winkel mit gleichgerichteten Schenkeln, ^ DiEiFi 
= DEF = 60° ist; also ist das Dreieck DiEiFi gleichseitig, und da es 
nach Zeichnung mit seiner Seite BiEi auf BC senkrecht steht, ist es das 
verlangte. 

Abschlufs. Da der Strahl CF die gerade Linie AB nur in einem 
Punkte schneidet, so genügt der Aufgabe nur ein so gestelltes gleichseitiges 
Dreieck. Nun ist noch zu untersuchen, ob die Gestalt des gegebenen Drei- 
ecks ABO dem Einzeichnen eines gleichseitigen Dreiecks hinderlich werden 
kann. Deshalb drehe man um Fi die Seite AB, so dafs B nach links geht 
auf der verlängerten Geraden OB. Diese wird von der Fortsetzung der 
Seite DiFi unter einem Winkel von 30° geschnitten, weil an der Senkrechten 
EiDi der Winkel EiBiFi 60° beträgt. Ist der Eckpunkt B in den Schnitt- 
punkt K gekommen, so befindet sich Ain Di, War also ein Dreieck gegeben, 
in welchem ^ ^ = 30° ist, so fällt bei ihm der Eckpunkt JDi des einzu- 
zeichnenden gleichseitigen Dreiecks in seine Spitze A und die Seite A-^i auf 
AB, Hat das gegebene Dreieck die Ecke B jenseit Jf, so ist A zwischen A 
und C; also tritt bei einem Dreieck, in welchem Zl -ß < 30° ist, der Eck- 
punkt A des einzuzeichnenden gleichseitigen Dreiecks auf die Verlän- 
gerung der Seite CA, und es müssen alle zu gebenden Dreiecke, in welchen 
Z^ B <i 30° ist, abgewiesen werden, wenn man die Aufgabe nur so auf- 
fafst, dafs die Ecken des gleichseitigen Dreiecks auf die Seiten selbst 
kommen sollen. Dann steht der unteren Grenze für ^ B auch eine obere 
gegenüber. Dreht man AB um ^i anders herum, ^o dafs B nach Ei kommt 
und über Ei fortgeht, so schliefst in Ei mit einem Winkel B von 150° das 
Dreieck ABO ab (in welchem natürlich Z^ kleiner, als hier gezeichnet, 
nämlich << 30°, ist). — Nimmt man aber die Aufgabe so, dafs drei unbe- 
grenzte gerade Linien gegeben sind, die sich so schneiden, dafs sie ein 
Dreieck ABO umschliefsen. dann läfst sich ein gleichseitiges Dreieck immer 
so hinstellen, dafs auf jeder der drei Geraden ein Eckpunkt desselben sich 
befindet. Dann giebt es aber sogar noch ein zweites auf BO mit einer 
Seite senkrecht stehendes gleichseitiges Dreieck, welches man erhält, wenn 
man das erste Dreieck DEF mit der Spitze F rechts von DE zeichnet. 
Der von aus durch diese Spitze gehende Strahl liefert ^2 auf AB nahe 
über A und dazu kommt E^ weit links von K auf OB und A senkrecht 
darüber auf die Gerade OA. 

[Das vierte Verfahren, Aufgaben zu lösen, das mittels Buchstaben- 
rechnung, folgt 21, 13.] 
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17. Übungen. 

a) Lehrsätze. 

1) Die gröfste Seite eines rechtwinkligen Dreiecks und die Höhe sind äufsere, 
die kleinen Seiten innere Glieder einer Verhältnisgleichung. 

2) Das Mittelglied zweier ungleicher Strecken ist stets kleiner als ihre Gröfsen- 
mitte. (Siehe zu 14, 10, 12 die unten stehende Angabe.) 

3) Errichtet man bei zwei sich von innen berührenden Kreisen auf der Achse 
Senkrechte, welche b^ide Kreise schneiden, so haben die Entfernungen der Schnitt- 
punkte vom Berührungspunkte bei allen Senkrechten dasselbe Verhältnis. Bei- 
spiel: Der Durchmesser des grofsen Kreises sei viermal so grofs, wie der Durch- 
messer des kleinen. 



4) Wenn die Seiten zweier Dreiecke paarweise auf einander senkrecht stehen, 
so sind die Dreiecke ähnlich. 

5) Die Umfange regelmäfsiger Vielecke von gleicher Seitenzahl verhalten 
sich, wie ihre grofsen oder kleinen Halbmesser. 

6) Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn die drei Höhen entsprechend verhältnis- 
gleich sind. 

7) Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn die drei Mittellinien entsprechend ver- 
hältnisgleich sind. 



8) Eulers Satz.*) In jedem Dreieck liegen der Schnittpunkt der Höhen, 
der der Mittellinien und der der Mittelsenkrechten auf einer Geraden, und zwar 
so, dafs der Schwerpunkt die Entfernung der beiden andern im Verhältnis 2 : 1 
teilt. — Bw. Der Höhenschnitt H ist die Spitze eines Dreiecks mit einer Drei- 
ecksseite als Grundseite^ Die die Mitten der beiden andern Dreiecksseiten ver- 
bindende Gerade ist Grundseite eines Dreiecks mit dem Schnittpunkte M der 
Mittelsenkrechten als Spitze. Diese beiden Dreiecke sind ähnlich und befinden 
sich in Ähnlichkeitslage. (19, 15, Anm.) Der Schwerpunkt S ist ihr (innerer) 
Ähnlichkeitspunkt; woraus die Richtigkeit der Behauptung folgt. 

9) Der Höhenschnitt H eines Dreiecks, der Schwerpunkt S, der Mittel- 
punkt Q des Feuerbachschen Kreises (12, 15, 13) und der Mittelpunkt M des 
umbeschriebenen Kreises sind Punkte verhältnisgleicher Teilung. Dabei sind die 
Kreismittelpunkte zugeordnete Punkte. — Bw. Was in 8) von S gezeigt ist, gilt 
auch von Q, Der Wert der beiden gleichen Verhältnisse ist, für H als Anfangs- 
punkt der Strecke HS^ 3 und für die Strecke MQ^ mit M als Anfangspunkt, ist 
der Verhältniswort 2. [Vergl. 18, 10, 29.] 

b) Aufgaben. 

10) Um einen gegebenen Kreis ein Dreieck zu beschreiben, welches einem 
gegebenen ähnlich ist. 

11) In einen gegebenen Kreis ein Dreieck zu beschreiben, welches einem 
gegebenen ähnlich ist. 

12) In einen gegebenen Kreis ein Rechteck zu beschreiben, dessen Seiten 
sich wie p : q verhalten. 



*) Leonhard Euier war geboren zu Basel 1707 und starb zu Petersburg 1783. Er 
fand den Satz 1765. 
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13) In einen gegebenen Kreis ein gerades Trapez zu beschreiben, von dem 
ein Winkel and das Verhältnis der Hauptseiten gegeben ist. 

14) Um einen gegebenen Kreis ein gleichseitiges Viereck zu beschreiben, 
dessen Eckenlinien sich wie p : g verhalten. 



15) Von einem gegebenen Rechteck durch eine mit einer Seite gleichlaufende 
Gerade ein ihm ähnliches Rechteck abzuschneiden. 

16) Ein Trapez durch eine den Hauptseiten gleichgerichtete Gerade in zwei 
einander ähnliche Trapeze zu zerlegen. 



17) A aus ß, /, Wa. 

18) Von einem gegebenen Dreiecke durch eine einer Seite gleichlaufende 
Gerade ein Dreieck von gegebenem Umfange u abzuschneiden. 

19) A aus ha, h, K (19, H und 5.) 

20) Ein Viereck zu zeichnen aus einer Eckenlinie und den vier Winkeln, 
welche die andere Eckenlinie mit den Seiten bildet. 

21) Ein Viereck zu zeichnen aus einer Seite und den vier Winkeln, welche 
die Eckenlinien an den dieser Seite gegenüberliegenden Ecken mit den andern 
Seiten bilden. 



22) Rechtwinkliges A aus a : c, a — &. 

23) A aus Äc • ö5, a -j- c, ha, (2 Lösungen.) 



24) A 


ans 


K 


: 6, 


ha 


: c, 


ha. 


(3 Lösung 


25) A 


ans 


b. 


Ä. : 


ht, 


ha. 


(2 


Lösungen.) 


26) A 


ans 


ß, 


K • 


K 


tOt. 






27) A 


ans 


«, 


h : 


K 


?• 






28) A 


ans 


«, 


Wa 


•■ c, 


»♦o- 







29) Vom Mittelpunkte eines Kreises gehen zwei Strahlen aus. Es ist ein 
Quadrat zu zeichnen, welches auf jedem Strahle eine Ecke und die andern auf 
dem Kreise hat. 

30) A aus a : 6 : c, r. 

31) Gleichschenkliges Dreieck aus hi, : ha, Q. 

32) A aus a^ b : c, r, 

33) A aus «, a : &, (». 

34) Es ist eine gerade I^inie L und aufserhalb derselben ein Punkt F ge- 
geben. Man soll in L zwei Punkte, X und F, so bestimmen, dafs ^ XPY 
einem gegebenen Winkel « gleich wird und PX : PY = p : q. 



35) Einem Halbkreise ein Rechteck schönster Form einzubeschreiben, 
das ist eines, dessen Seiten sich verhalten, wie Seite und Eckenlinie eines Qua- 
drates. In dem einen Halbkreise habe das Rechteck seine grofse, in dem andern 
seine kleine Seite auf dem Durchmesser. 

36) Drei gegebene unbegrenzte gerade Linien schneiden sich so, dafs ein 
Dreieck entstanden ist. Es soll ein Quadrat gezeichnet werden, welches auf der 
ersten Geraden zwei Eckpunkte und auf jeder der beiden andern einen Eckpunkt 
hat. (2 Lösungen. Nur bei besonderer Höhe des Dreiecks liegt das eine im 
Unendlichen.) 
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37) Einem gegebenen Vierecke ein gleichseitiges einzubeschreiben, dessen 
Seiten den Eckenlinien desselben gleichgerichtet sind. 

38) Einen Kreis zn zeichnen, welcher die Schenkel eines gegebenen Winkels 
berührt nnd darch einen zwischen denselben gegebenen Pankt geht. (2 Lösungen.) 



20. Glied. Gröfsenverhältnisse gerader Linien am Kreise. 

1. Ls. Schneiden sich zwei durch einen Kreis gehende Oerade inner- 
halb oder anfserhalb des Kreises, so sind die am Schnittpunkte anfan- 
genden Abschnitte der einen die äufseren, die der andern die inneren Glieder 
einer Verhältnisgleichung. 

SÄ _ SD 
^^- SC- SB- 

Bw. Verbindet man die Endpunkte der Strecken, wie die Figur angiebt, 
so sind in den entstehenden Dreiecken die Winkel entsprechend gleich, im 

ersten Falle als Winkel am Kreisumfange auf 
demselben Bogen, im zweiten, weil der Aufsen- 
winkel am Sehnenviereck gleich dem inneren 
Gegenwinkel ist. (12, 6, Zs.) Deshalb ist 
A -^SD oo GSB, woraus die Behauptung her- 
vorgeht. 

Anmerk. Beseitigt man die Nenner der Ver- 
hältnisgleichung, so zeigt SÄ - SB — SC ' SD, 
dafs man auch sagen kann, dafs das Produkt 
aus den Abschnitten der einen Geraden 
gleich dem Produkt aus den Abschnitten 
der andern ist. (Siehe die Anm. zu 18, 1.) 

Zusätze. Es werde CD um S gedreht, bis etwas Besonderes eintritt. 

1) Für den inneren Punkt S ist es diejenige Lage, in welcher er CD 
halbiert. Dann ist CD die kleinste unter allen durch S gehenden Sehnen 
und ihre Hälfte Mittelglied von SÄ und SB, Ist dabei AB ein Durchmesser, 
so entsteht der 19, 7, 2) aufgestellte Satz. 

2) Für den äufseren Punkt ist es die Lage, bei welcher die Schnitt- 
punkte in einen Berührungspunkt zusammenfliefsen. Dann hat man den 
wichtigen Satz: 

Gehen von einem Punkte nach einem Kreise eine berührende und eine 
schneidende Gerade, so ist die Berührende Mittelglied von den am Aus- 
gangspunkte anfangenden Abschnitten der Schneidenden. 

Dieser Satz mufs (durch dieselben Hilfslinien) neu bewiesen werden, 
weil das zu einem Dreieck gewordene Sehnenviereck nicht mehr die Be- 
gründung geben kann. Dafür tritt der Satz 11, 7, 1 ein, dafs der Abschnitts- 
winkel gleich dem auf dem Bogen stehenden Winkel am Umfange ist. 

3) Dieser letzte Satz giebt eine vierte Weise an, das Mittelglied x 
von zwei Strecken a und b zu zeichnen. (19, 8.) 
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2. Umkehrung. Hat man auf zwei sich schneidenden Geraden 
je zwei am Schnittpunkte anfangende Abschnitte von solcher 
Gröfse, dafs die der einen Geraden die äufseren, die der andern 
die inneren Glieder einer Verhältnisgleichung sind, so geht durch 
die vier Endpunkte ein Kreis. 

Bw. Zeichnet man den durch drei von den 4 Endpunkten bestimmten 
Kreis (12, 2, 1), so läfst sich durch Anwendung von 20, 1 leicht zeigen, 
dafs der Punkt Z, in welchem der Kreis die eine Gerade nun zum zweiten 
Male schneidet, kein anderer als der vierte Endpunkt ist. 

Zusätze. 1) Ist eine auf einer Strecke zwischen ihren Endpunkten senk- 
recht stehende Strecke Mittelglied von den durch sie gebildeten Abschnitten, 
so liegt ihr Endpunkt auf dem Halbkreise über dieser Strecke. 

2) Liegen, vom Scheitel eines Winkels an, auf dem einen Schenkel zwei 
Strecken und auf dem andern deren Mittelglied, so wird dieser Schenkel von 
dem durch die drei Endpunkte bestimmten Kreise berührt. 

3. Der goldene Schnitt. Eine Strecke so in zwei Teile zu zerlegen, 
dafs der gröfsere Teil Mittelglied ist von der ganzen Strecke und dem 
kleineren Teile. 

Ist AB die gegebene Strecke a, z ihr gröfserer A.» ^ ^J^ 
Teil, so soll werden 

a : z = js : (a — z), 

Ausführung. Im Endpunkte B der Strecke a 
errichte man Vea, beschreibe mit Va« um seinen 
Endpunkt C einen Kreis und ziehe durch den Mittel- 
punkt vom Anfangspunkte Ä der Strecke her eine Figur 133. 
Gerade. Ihr äufserer Teil AD giebt den verlangten 
gröfseren Abschnitt, wenn man ihn auf die Strecke überträgt. E ist der 
gesuchte Teilpunkt. 

Bw. Nach 20, 1, 2 ist 

AF AB ,.Q ^, AF — AB AB 

-7^ = -r^» woraus (18, 2) -—- -— = — — . 

AB AB ^ ' ^ AB — AB AB 

Der erste Zähler wird, da BF = AB gemacht ist, zu AB, und das ist AE, 
also -=— = -j— oder, in kleinen Buchstaben, mit dem rechts stehenden 

Bruche anfangend, a : z = z : {a — z), 

et z 
Anmerk. Da die Verhältnisgleichung — = eine stetige ist, so 

sagt man auch, AB wird in E stetig geteilt. 

Zusatz. Aus der Verhältnisgleichung folgt 1) durch Zusammenzählen 

— ' — = - und dies lehrt: Verlängert man eine stetig geteilte Linie um 

ihren gröfseren Abschnitt, so ist die ganze Linie auch stetig geteilt. 

Dann 2) durch Abziehen 7 = woraus ersichtlich 

z — \a — z) a — z 

ist, wenn man erst den rechts stehenden Bruch ansieht: Schneidet man den 
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kleineren Abschnitt einer stetig geteilten Linie auf dem gröfseren ab, so wird 
der gröfsere Abschnitt auch stetig geteilt. 

4. Ls. Bei zwei Kreisen schneiden sich die Verbindungslinien der End- 
punkte je zweier entgegengesetzt gerichteter Halbmesser in einem Punkte der 
Verbindungslinie der Mittelpunkte, und die VerbindungsUnien der Endpunkte 
je zweier gleichgerichteter Halbmesser schneiden sich in einem Punkte der 
verlängerten Achse. Die Schnittpunkte sind (gemäfs 19, 15, Anm.) der innere 
und der äufsere Ähnlichkeitspunkt der beiden Kreise. Sie teilen den 
Mittelpunksabstand innen und aufsen nach dem Verhältnis der Halbmesser. 

Bw. durch den Ls. in 18, 6, Anm. 2. 

Zusätze. 1) Von den gemeinsamen Berührungslinien zweier Kreise 
schneiden sich die inneren im inneren, die äufseren im äufseren Ähnlichkeits- 
punkte. Hiernach kann man in bequemerer Weise, als 13, 5, die gemein- 
samen Berührungslinien zweier Kreise finden. 

2) Legt man von einem Ähnlichkeitspunkte aus eine Gerade durch beide 
Kreise, so sind die Halbmesser nach den entsprechenden Schnittpunkten 
gleichlaufend. 

5. Übungen. 

a) Lehrsätze. 

1) Zieht man an zwei sich schneidende Kreise von einem Punkt der Ver- 
längerung der gemeinsamen Sehne die Berührenden, so werden diese für beide 
Kreise gleich. 

2) Legt man zwischen gleichlaufende Berührungslinien eines Kreises andere 
Berübrungslinien, so haben die Abschnitte bei allen dasselbe Mittelglied in stetiger 
Verhältnisgleichung, nämlich den Halbmesser des Kreises. 

3) Bei zwei sich von aufsen berührenden Kreisen ist der Teil einer gemein- 
samen äufseren Berührungslinie, welcher zwischen den Berührungspunkten Hegt, 
Mittelglied der Durchmesser. (Bw. durch ähnliche Dreiecke.) 

4) Mittels der Umkehrung des Satzes von Menelaus [18, 11, 3] ist leicht 
zu beweisen: Bei drei Kreisen liegen von den sechs Ähnlichkeitspunkten die drei 
äufseren, sowie jeder äufsere mit zwei inneren, auf einer Geraden. [Man be- 
zeichne die Mittelpunkte mit A^ B^ G\ bei den Kreisen um A und B den äufseren 
Ähnlichkeitspunkt mit Ci, den inneren mit Ca, und entsprechend weiter.] 

b) Aufgaben. 

5) Durch zwei gegebene Punkte einen Kreis zu zeichnen, welcher eine ge- 
gebene Gerade berührt. [Man verlängere die Verbindungslinie der beiden Punkte.] 
(2 Lösungen.) 

6) Durch einen gegebenen Kreis eine Gerade von einem aufsen nicht weit 
von ihm gegebenen Punkte P so zu ziehen, dafs die Sehne Mittelghed von den 
bei P anfangenden Abschnitten der Schneidenden wird. Und darauf die Aufgabe 
zu lösen: Die Strecken zu finden, deren Unterschied und Mittelglied gegeben ist. 

7) Durch einen innerhalb eines Kreises gegebenen Punkt eine Sehne zu ziehen, 
deren Abschnitte sich wie p : g verhalten. 

8) Einen gegebenen Kreisbogen so zu teilen, dafs die zu den Teilen gehörigen 
Sehnen sich wie die Abschnitte einer stetig geteilten Strecke verhalten. 
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21, 1. 



2. Abschnitt. 



Verhältnisgleichheit begrenzter Flächen, 
bestimmung. 



Inhalts- 



21. Glied. Iiihalt der Dreiecke und Vierecke. 



OD 

Bh. Rechteck -— - = 

bJJ 



18, 



D 



.E 



1. Ls. Das Gröfsenverhältnis zweier Rechtecke von gleichen 
Grundseiten ist gleich dem ihrer Höhen. 

Man lege das zweite Rechteck auf das erste, so dafs die gleichen Grund- 
seiten sich decken; dann kommen die Nebenseiten in die des andern, weil 
in einem Punkte der gemeinsamen Grundlinie nur eine 
Senkrechte möglich ist, und nun erscheint das kleinere 
Rechteck als ein Teil des gröfseren. 

SA 

SC 
Der Beweis entspricht dem des ;,Verhältnissatzes^ 
3. 

Erster Fall: die Höhen SÄ und SC haben ein ge- 
meinsames Mafs m. Die Messung ergiebt SÄ = p ' m 
und SC = q ' m, also 

SÄ _ p 

SC " q 

Nun lege man durch jeden Teilpunkt die der Grundseite ST gleich- 
gerichtete Gerade bis zu den Gegenseiten der geteilten Seiten. Die ent- 
stehenden Rechtecke sind deckbar wegen Gleichheit anstofsender Seiten und 
der Winkel. Eines derselben, SE, nimmt man als Mafs M für die gegebenen 
Rechtecke. Es ist das Rechteck SB = p > M und SB = q > M mit den- 
selben Zahlen p und q, weil jede Strecke m die Höhe eines Mafsrechtecks M 
ist. Daher ist auch ihr Gröfsenverhältnis 

SB _ p SB _ SÄ 

SD ~ q' ^^^^ SB ~ SC 
Zweiter Fall: die Höhen SÄ und SC haben kein gemeinsames Mafs. 

SB SÄ 
Auch dann sind die beiden Brüche gleich. Denn wäre ^^ <C -377? so könnte 



Fignr 134. 



SÄ 



SB 



sc 



man den zu grofsen Bruch — ^ um so viel verkleinert denken (durch Ver- 

minderung des Zählers um ÄF), dafs er dem ersten 
gleich wird, 

SB _ SF 

SB ~ SC 
Nun könnte man die Höhe SC mit einem Mafse messen, 
welches in dieser Strecke aufgeht und kleiner ist, als 
der Abschnitt ÄF, Bei dem von C anfangenden Messen 
kann kein Teilpunkt in Ä kommen, weil sonst SÄ und 
SC doch ein gemeinsames Mafs hätten; es mufs aber, da 
das Mafs kleiner als ÄF ist, wenigstens ein Teilpunkt 
(wie 18, 3 näher angegeben wurde) zwischen Ä und F fallen. Durch 
solchen zwischen Ä und F liegenden Teilpunkt J ziehe man JE \\ ST, Das 




Figur 185. 
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— HO - 



hierdurch abgegrenzte Rechteck SE und das gegebene SD haben Höhen, 
weiche ein gemeinsames Mafs (das gebrauchte) besitzen; deshalb ist ihr 
Gröfsenverhältnis 



SE 
SD 



SJ 

SC 



Dividiert man nun jene Gleichung durch diese, so zeigt sich -— = — -, was 

nicht möglich ist, weil der erste Bruch unecht, der zweite echt ist. Auf 

denselben Widerspruch stöfst man bei der Annahme, es könnte -^7: > -^77 

SD SC 

sein. Daher müssen beide Brüche gleichen Wert haben (der sich durch 

Kürzen der Brüche herausstellt). 

Zusatz. Das Gröfsenverhältnis zweier gleich hoher Rechtecke 
ist gleich dem ihrer Grundseiten. 

Denn wendet man die eben betrachteten Figuren um, so dafs SÄ und 
SC Grundseiten werden, so ist ST die gemeinsame Höhe der auf einander 
gelegten gleich hohen Rechtecke. Daher kann der vorhin bewiesene Satz 
auch so ausgesprochen werden, wie nun geschah. 

2. Ls. Das Gröfsenverhältnis zweier Rechtecke ist gleich dem 
Verhältnis der beiden Produkte aus den Mafszahlen der zusammen- 
gehörigen Grundseite und Höhe. 
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Figur 186. 
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B2 



= ^ und ^ = 



92 • h 
Bw. Man zeichne ein drittes Recht- 
eck, welches mit dem ersten gleiche 
Grundseite und mit dem zweiten 
gleiche Höhe hat. Dann ist nach dem 
vorigen Satze und Zusätze 
^ _ 9i 

B2 92 

9\ ' h 
92 • W 

3. Erklärung. Der Inhalt einer begrenzten Figur ist die Zahl, welche 
beim Messen ihrer Flächengröfse sich ergiebt. Da eine Gröfse nur mit einer 
gleichartigen Gröfse gemessen werden kann, so mufs das Mafs für Flächen 
eine Fläche sein. Man nimmt dazu das Quadrat über dem zum Messen 
der Strecken gebrauchten Längenmafse m (z. B. Quadratmeter, Quadrat- 
centimeter). 

Es werde, wie in 18, 1, Anm., auch hier nochmals darauf hingewiesen, 
dafs, wenn in verkürzter Ausdrucksweise vom Produkt zweier Strecken 
gesprochen wird, stets darunter zu verstehen ist das Produkt der un- 
benannten Zahlen, welche durch das Messen dieser Strecken gefunden 
wurden. (Vergleich die Ausdrucksweise am Ende der Lehrsätze in 2 und 4.) 

4. Ls. Der Inhalt eines Rechtecks ist gleich dem Produkt von Grund- 
Seite und Höhe. 

J = g ^ h. 
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Bw. Zum gegebenen Rechteck B ist das Quadrat M über dem Mafse m 
das zweite Rechteck, für welche der letzte Lehrsatz, beim Messen der Strecken 
mit irgend einem Mafse s, liefert 

— = ^^— — oder, getrennt geschrieben, — = — ♦ ^. 
M m • m , M ni m 

Der links stehende Bruch giebt an, wie oft das Flächenmafs M in dem 

Rechteck B enthalten ist und dies Ergebnis der Messung war die Zahl J", 

die Inhaltszahl; und — ist die Mafszahl ^, welche das Messen der Grund- 

Äi 

seite mit dem Mafse m liefert, sowie — die Zahl h für die Höhe. (Siehe 

m 

17, 2, Anm.) Daher ist 

J = g . h. 

Anmerkungen. 1) Es hat sich also ergeben, dafs das Produkt zweier 

Strecken den Inhalt eines Rechtecks ausdrückt, welches diese Strecken 

zu Seiten hat. Die Bezeichnung eines Rechtecks mit den Seiten DE und 

DB, welche 16, 2, Anm. als ^DE • DB, gelesen DE mal DB^ eingeführt 

wurde, bedeutet demnach in der That ein Produkt. — Für den Inhalt eines 

Quadrates über der Seite a ist die Mafszahl ä der Grundseite und der Höhe 

mit sich selbst zu multiplizieren. Es giebt also die zweite Potenz 

a^ den Inhalt eines Quadrates an, und deswegen liest man a^ „a hoch 2^, 

gewöhnlich „o-Quadrat^. 

2) Es wurde der Satz des Pythagoras 16, 3 in Zeichen hingeschrieben: 
a^ ^ h^ z=z c^. Dort bezeichnete c^ eine Figur. Jetzt ^erst wissen wir, 
dafs c* die zweite Potenz der Zahl c für die Länge der gröfsten Seite 
ist, so dafs nun die Gröfse dieser Seite durch Quadratwurzelausziehen 
gefunden werden kann 

c = Va' + b\ 
Der Satz: ;,das Quadrat über der Höhe eines rechtwinkügen Dreiecks 
ist gleich dem Rechteck aus den Höhenabschnitten der gröfsten Seite" wurde 
16, 4 in Zeichen geschrieben: h^ =z p . q^ und in 19, 7, 2) fanden wir: 
^die Höhe ist Mittelglied zwischen den Höhenabschnitten". Nun sehen 
wir, dafs beide Sätze dasselbe aussagen; dafs also die Höhe selbs t aus 
gegebenen Höhenabschnitten p und q zu berechnen ist als h = Vp • q. 

3) In der Gleichung ä^ = p . ^ haben beide Seiten als Benennung 
den Namen des Flächenmafses. Während des Rechnens bleibt die 
Benennung fort, ^rst dem Ergebnis giebt man die ihm zukommende 
Benennung: h := Ypq Längeneinheiten. 

4) Um die Benennung durch die Bezeichnung kenntlich zu machen, 
bezeichnen wir die Gröfsen, welche Flächen bedeuten, mit grofsen Buch- 
staben, und die Längen mit kleinen Buchstaben. Also: Umfang mit u 
oder 2 s, Inhalt eines Trapezes T. 

5. Ls. Der Iiüialt einer Baute ist gleich dem Produkte von Grundseite 
und Höhe. 

Bw. Die Raute ist gleich einem Rechtecke von gleicher Grundseite und 
Höhe. (14, 3.) 
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Anmerk. Das Messen einer schiefwinkligen Kaute durch wiederholtes 
Auflegen des rechtwinkligen Flächenmafses würde an zwei Gegenseiten kleine 
dreieckige Beste lassen, welche, zusammengeschoben, nachträglich auch noch zu 
messen wären. Diesen Übelstand beseitigt der Satz, dafs Kaute und Kechteck von 
gleichen Grundseiten und Höhen gleiche Gröfse haben. 

6. Ls. Der Inhalt eines Dreiecks ist gleich dem halben Produkte 
von Grundseite und Höhe: 

A = ^hgh. 

Bw. durch 14, 4. 

Zusätze. 1) Die Inhalte zweier Dreiecke von gleichen Grundseiten ver- 
halten sich, wie die Höhen. Gleich hohe Dreiecke verhalten sich wie die 
Grundseiten. 

Beispiel. Die durch die drei Mittellinien eines Dreiecks entstehenden 
Teile sind Sechstel des Dreiecks. 

2) Der Inhalt eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite a ist 

j= 1/4 a^ K3. 

3) Der Inhalt eines rechtwinkligen Dreiecks ist gleich dem halben 
Produkt der kleinen Seiten, Vaa^; aber auch ^Isch. Also ist ^kch = 

^liäb, woraus folgt — = — oder h : a = b : c, wie 19, 17, 1) aus ahn- 
et c 

liehen Dreiecken gefunden wurde. 

7. Ls. Der Inhalt eines Trapezes ist gleich dem Produkt aus der Höhe 
und der halben Summe der Hauptseiten: 

T = V2 (a + ») . h. 
Bw. Die Figur in 8, 17 zeigt, dafs ein Trapez gleiche Flächen gröfse 
hat mit einer ebenso hohen Raute, deren Grundseite gleich der Mittellinie 
m des Trapezes ist; also T = m' h, und da dort m = V2(a + ^) gefunden 
wurde, ist T = ^/2 (a -[- 6) • h. Zu demselben Ergebnis kommt man, wenn 
man eine Eckenlinie des Trapezes zieht und die Inhalte beider Dreiecke 
addiert. 

8. Ls. Der Inhalt eines um einen Kreis beschriebenen Vielecks ist 
gleich dem halben Produkt aus seinem umfange und dem Halbmesser des 
(einbeschriebenen) Kreises: 

J = 1/2 UQ oder qs. 

Bw. Man zerlegt das Vieleck durch die vom Mittelpunkte des ein- 
beschriebenen Kreises nach den Ecken gehenden Strahlen in Dreiecke und 
zählt deren Inhalte zusammen. (10, 12.) Solches Vieleck ist gleich einem 
Dreiecke, dessen 

Beispiel. Der Inhalt eines um den Kreis vomjlalbmesser q beschrie- 
benen regelmäfsigen Sechsecks ist S = 2q^ YS. 

Anmerk. Den Inhalt eines beliebigen Vielecks findet man, indem man 
von einer Ecke aus alle Eckenlinien zieht., durch Messen der Grundseiten und 
zugehörigen Höhen die Inhalte der entstandenen Dreiecke bestimmt und alle zu- 
sammenzählt. Da diese Gröfsen durch kein Gesetz mit einander verbunden sind, 
läfst sich keine allgemeine Inhaltsformel aufstellen. 
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9. Ls. Die Inhalte zweier Dreiecke, welche einen Winkel gleich 
haben (oder in denen ein Winkel des einen einen Winkel des andern zu 
zwei Rechten ergänzt) verhalten sich wie die Produkte aus den diese 
Winkel einschliefsenden Seiten. , 

Bw. mittels ähnlicher Dreiecke. 

10. Ls. Die Inhalte ähnlicher Dreiecke verhalten sich wie die 
Quadrate gleichliegender Seiten. 

Bw. durch den vorhergehenden Satz. 

Anmerk. Man beachte die Worte ;,wie die Quadrate" und merke: 
Flächen verhalten sich wie Flächen, Linien wie Linien! Die Umfange 
ähnlicher Vielecke verhalten sich wie gleichliegende Seiten. (19, 14.) Das 
Verhältnis zweier Flächen wird nur dadurch gleich dem zweier Linien, dafs 
sich in solchem besonderen Falle zwei gleiche Strecken aus dem Bruche 
fortgehoben haben. (21, 6, 1.) 

Zusätze. 1) Die Inhalte ähnlicher Dreiecke verhalten sich auch wie die 
Quadrate gleichUegender Höhen. — Die mitten durch die Höhe mit der 
(Jrundseite gleichlaufende Gerade schneidet vom Dreieck den vierten Teil 
ab; und die nur 3 Zehntel der Höhe von der Grundseite entfernt bleibende 
noch nicht die Hälfte. — Bei welchem Bruchteile der Höhe, von der 
Spitze an gerechnet, läuft in Richtung der Grundseite die das Dreieck hal- 
bierende Gerade? Bestimme ihre Lage durch Rechnung und Zeichnung. 
(19, 8.) _ 

Antwort, x = V^h >h = '^l2V2 - h =z 0,707 . . . ä; also fast 71 Hun- 
dertstel der Höhe von der Spitze des Dreiecks entfernt. 

2) Die Inhalte ähnlicher Vielecke verhalten sich wie die Qua- 
drate gleichliegender Seiten oder Eckenlinien. (19, 14, Zs.) 

3) Erweiterung des Satzes von Pythagoras. Beschreibt man über 
den drei Seiten eines rechtwinkUgen Dreiecks, als entsprechenden Seiten, 
ähnhche Vielecke, so werden die beiden kleinen zusammen gleich dem gröfsten. 
(19, 12.) 

Bw. Entsprechend den kleinen Seiten a und b und der gröfsten Seite c, 
bezeichne man die ähnUchen Vielecke mit Ä, B und C, und bestimme die 

Summe der Werte der Brüche — und — . 

G C 

11. Aufgabe. Den Inhalt eines Dreiecks durch die Seiten aus- 
zudrücken. 

Ausführung. Der unter c liegende Höhenabschnitt 
von a werde mit z bezeichnet. Für h^ hat man aus 
beiden Teildreiecken 

ft2 _ (^ _ ^y ^ ^2 ^ ^2 _ ^2^ 

woraus durch ft^ — <^^ -{- "^^^ = ^^ ^ 

^2 4- a^ b^ ^ ^ 

hervorgeht z = — -^—^ — < . 

^(^ Figur 187. 

Nun wird h^ = c^ — ^^ = (c -}- ^) ip — ^) 

, , (a -f c)^ — &2 (a + c -f &) (a rf c — 6) 

und zwar c -4- ^ = ^^ — ' — ■- = ^^ — ' ' — ^—^ — ^-^ \ 

2a 2a 

Mftrtas, BaamlehM. 1. 8 
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Es sei der Umfang des Dreiecks a4"^4"^ = 2s 

zieht man hiervon ab 2b = 26 

so bleibt a — 6 -[- c = 2 (s — b). 

Dies macht c-f- z = — ^^ und ebenso kommt c — z = --^ ^-^ -, 

a a 

Setzt man diese Werte beider Faktoren in ä* ein und zieht die Wurzel aus, 

so zeigt sich 

2 



h = —Vs {s — a) (s — b) {8 



c) 



also ist 

A = Vs {8 — a) {8 — b) (s — c), wo s = V2 (a + ^ + c) ist. 
Beispiel Sind die Mafszahlen der Seiten 13, 14, 15, so wird der 
Inhalt dieses Dreiecks 84 Quadrateinheiten. 

12. Aufgabe. Den Inhalt eines Sehnenvierecks durch die vier 
Seiten zu bestimmen. 

Die Ausführung entspricht der vorhergehenden. Man zerlege das Vier- 
eck, durch eine Eckenlinie, GJ = e, in zwei Drei- 
ecke und falle von ihrem Endpunkte J die Höhen 
derselben. Es giebt c* aus dem ersten Dreiecke FGJ 

e^ = {a — zy + Ä« = a« 4- d\— 2az . 
und aus dem andern e^ = b^ -{- c^ -^ 2b$f. Es 

HC c 

verhält sich aber - = --. Setzt man y "=: — z 
z d d 

ein und bildet aus den beiden Ausdrücken von e^ 

eine Gleichung, so liefert diese 

^^^' '^- ' = 2{ad + bc) • 

Hierdurch wird in ä* = d* — z^ ^=^ {d -\- z) {d — ^), 
wenn man den Umfang a-|-6-|-c + e? = 2s einführt, 

_ 2d (s — d) {s — a) 
ad -j- bc """* " ad -^ bc 




^ . 2d {s — c) (s — b) , ^ 
d -j- z = ^^ — ^ — r^-4 und d 



daher 



Ä 



2d 



ad -\- bc 



V{s — a) (s — h) {s — c) (s — ei). 



Äi C 

Da auch — = -, so wird der Inhalt des Sehnenvierecks 
h d 

_ ad + bc 



mithin S = V{s — a) (s — b) {$ — c) {s — d), 

Anmerk. Läfst man die Seite d bis zum Verschwinden abnehmen, so 
geht hieraus für das entstandene Dreieck die in 11 abgeleitete Formel hervor, 

13. Satz des Ptolemäus.*) Im Sehnenviereck ist die Summe der 
Rechtecke aus den Gegenseiten gleich dem Rechtecke aus den Eckenlinien. 



♦) Claudias Ptolemäus, Astronom Und Mathematiker, von Geburt ein Ägypter, lebte, 
zu Alexandria in der ersten Hälfte des 2. Jahrhunderts nach Christus. 
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Bh. ac -\- bd =:^ eei. 

Bw. Bei der vierten Ecke J trage man den 
an der dritten Seite liegenden Winkel HJG an 
die vierte Seite dadurch an, dafs man den Bogen 
GH als FK abschneidet und dann JK nur bis 
zur Eckenlinie zieht. Dieser Schenkel JL zer- 
legt das an der vierten Ek^ke liegende Dreieck 
FJH in zwei Dreiecke, welche den durch die 
Eckenlinie JG entstandenen Teilen des Vierecks 
ähnlich sind. (Warum?) 

X d 

A FLJ cv) GHJ hefert - = -, also hd = ex 

e 

A LEI ~ FGJ '^^^^ = ^ ac = ee^-ex 

a e ac 4" ^^ = ^^i« 

Anmerk. Für ein Rechteck geht aus diesem Satze der des Pythagoras 
hervor. 

14. Aufgabenlösen mittels Rechnung. (Zu 8, 20, 10, 18 und 19, 16.) 
Das vierte Verfahren, die Ausführung einer Aufgabe sicherlich zu 
finden, ist die Anwendung der Buchstabenrechnung. 

1) In einer vorläufig entworfenen Figur bezeichnet man die zur Be- 
stimmung des Gesuchten dienende Strecke mit x oder, w^nn zwei erforder- 
lich werden, mit x und y, die mit ihnen nach den Eigenschaften der Figur 
in Beziehung tretenden bekannten (mefsbaren) Strecken derselben mit a, 6, 
c, . . . und meint mit diesen Buchstaben die Mafszahlen dieser Längen. Die 
Beziehungen zwischen den unbekannten und bekannten Gröfsen drückt man 
nach den Bedingungen der Aufgabe und nach den Eigenschaften der Figur 
in so vielen von einander unabhängigen Gleichungen aus, als Unbekannte 
eingeführt werden mufsteo, und löst diese Buchstabengleichungen nach den 
Unbekannten auf. Das Ergebnis könnte dazu benutzt werden, aus den einem 
Beispiele entnommenen Mafszahlen der bekannten Gröfsen die Zahlen füi* 
die Länge der Unbekannten wirklich zu berechnen und diese nach dem 
gebrauchten Längenmafse hinzuzeichnen. Dies thut man aber nicht, weil 
schon die Form der Ausdrücke im Ergebnisse angiebt, wie mit den 
gegebenen Strecken zu verfahren ist, um die Unbekannten sogleich als 
Strecken fertig zu erhalten. 

2) Was zur Herstellung des Gesuchten zu thun ist, sagt die Mathematik 
(aufser dem selbstverständlichen a + h) durch folgende vier Formeln, 
die in ihrer Form sich wesentlich von einander unterscheiden und deren 
Bedeutung und Ausführungsweisen man sich fest einprägen mufs. 

bc 

Es ist 1) X = — das Verhältnisghed zu a, h und c, herzustellen nach 

18, 5 oder 18, 10, 4; wozu auch x =^ — gehört 
(19, 9); 

2) X = KäB das Mittelglied von a und &, zu zeichnen nach 
19, 8 oder 20, 1, 2; 

8* 
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3) X = Ya^ + ^" di® gröfste Seite des rechtwinkligen Dreiecks 

mit den kleinen Seiten a und &, 

und 4) X = Ka* — b* ist mit h eine kleine Seite des rechtwink- 
ligen Dreiecks mit der gröfsten Seite a; 
man zeichnet sie, mit h anfangend, bequemer 
als durch den Halbkreis über a. 
Auf bequemere Herstellungsart ist noch hinzuweis en bei 

X = a V2, zu nehmen als x = Va^ -j- <'^ ^^^ ebenso 
x = a VT2 = Yi' haY + (V3fl)^ 
und a; = a Y'A als a; = K(2 a) ^ — a"*, die Höhe eines gleichseitigen Drei- 
ecks mit der Seite 2 a.' [Vergl. 16, 8, 4) und 5).] 

Jedes irgendwie zusammengesetzte Formelergebnis geht durch leichte 
Zerlegung i n diese wenigen Formeln über. Zum Beispiel: 
bei X = K »^ -}- fe ^ — od setzt man a^ + ^^ = ^^ "^^ ^^ = f-» ^^^^ ist 
a; = Ye^ — /* zu finden durch die Formeln 3, 2 und 4. 

a; = — ö- wird durch d = — zu a? = — . 



ic = a |/5 war a? = a 1/ K5, wird also a; = 1/a K5a^ und mit 
h = Yi^ay + a^ zu a; = K^. 

3) Da die Glieder einer Simime dieselbe Benennung haben müssen, 
so kann man hierdurch prüfen, ob etwa bei der Formelentwicklung Schreib- 
fehler gemacht sind. Ein Ergebnis x =■ a -^ hc mufs unrichtig sein, weil 
zu einer Linie sich nicht eine Fläche addieren läfst. Bei a;^ = (a -^- 6)c 

hc 
haben beide Seiten der Gleichung Flächenbenennung. In a; = a -|- — ist 

w 

auch der zw^eite Posten eine Linie. Das Produkt der Mafszahlen zweier 

Längen hat Flächenbenennung. Es besitzt hc für sich, als Rechteck, die 

Benennung ;,Quadrateinheiten"; das Dividieren des Produkts hc durch d 

hc 
liefert — als eine Linie Das Multiplizieren mit der Mafszahl einer Strecke 
d 

fügt eine Ausdehnung hinzu, das Dividieren beseitigt sie wieder. Di y = 

hCB 

— werden von den drei Ausdehnungen des Zählers zwei durch die beiden 

' hc qe 

des Nenners aufgehoben; es ist y (mit — = g) als -^ eine Linie. Auch 

d f 

das Quadratwurzelausziehen bringt aus eine r Gröfse v on zwei Ausdehnungen 
eine Länge hervor: x = Yob und z = ]/a* -f- 6^ sind Linien, während 
die unter dem Wurzelzeichen stehenden Gröfsen für sich Flächenbenennung 
haben. 

4) Die Mathematik belehrt hierbei auch darüber, dafs die gesuchte 
Strecke eine andere Richtung hat, als man erwartete. Dies thut sie 

dadurch, dafs sie das eingeführte x 

_a^ negativ werden läfst. Folgende Be- 

^^^^—^ — '-^ trachtung läfst dies leicht einsehen. 

Es sei in a; = a — h die Strecke h 



Figur 140. nicht unmittelbar gegeben, sondern aus 



Digitized by 



Google 



— 117 — 21, 14. 

mehreren aufser a noch bekannten Gröfsen, denen man verschiedene Werte 
geben kann, durch obige Formehi erst herzustellen. Wird bei solcher Ab- 
änderung die Strecke h kleiner, als in vorstehender Figur zuerst gezeich- 
net, so rückt F nach rechts, x verlängert sich nach rechts; also ist der 
Anfangspunkt der Strecke x. Wird bei anderer Abänderung der zu 
wählenden Gröfsen die Strecke h länger, so rückt F nach links und ver- 
mindert X, Ergiebt sich h gleich a, so kommt J?" in an und macht x zu 
Null. Hat die Abänderung den Erfolg gehabt, dafs h nun gröfser als a 
geworden ist, so setzt F seine Wanderung nach links fort auf der Ver- 
längerung jenseit und kommt nach Fi oder F2. Dann ist ä;= a — h 
durch das zu EFt vergröfserte h nun negativ: x = — (& — a) = — OFt 
und noch weiter x =^ — 0^2.*' Es hat also das negative Zeichen vor einer 
Längenzahl die Bedeutung, dafs die Strecke x, nicht mehr, wie man an- 
zunehmen Grund hatte, nach rechts als OF, sondern in entgegengesetzter 
Richtung, als OF^ oder OF2 abzutragen ist. Also: das Minuszeichen 
fordert die entgegengesetzte Lage.*) Bedeutet x die Länge der Seite 
einer Figur ohne Beziehung auf Lage, dann ist der negative Wert abzu- 
weisen, weil er dem Wortlaute der Aufgabe nicht entspricht. 

5) Ferner ist eine oft anwendbare erheblich abkürzende Herstellungs- 
weise zu besprechen. 

Führt die Aufgabe zu der geordneten Gleichung zweiten Grades mit 
einer Unbekannten 

x^ — dx + ef = Q 
so kann man, ohne die Gleichung aufzulösen, sofort zeichnen nach 
dem Satze von zwei innerhalb oder aufserhalb des Kreises sich schneidenden 
Geraden (20, 1); denn die Gleichung giebt durch ihre bekannten Gröfsen 
Summe und Produkt der beiden Wurzehi der Gleichung an. Es ist d 
der Durchmesser des Kreises. Im Falle + ef zeigt ef = x(d — x), dafs 
man e -|- /* als Sehne in den Kreis eintragen, diese Sehne in e und f zer- 
legen und durch den Teilpunkt den Durchmesser ziehen mufs. Seine Ab- 
schnitte sind der eine und der andere Wert von x. Im Falle — ef zeigt 
x{x — d) = ef, dafs man e — f als Sehne in den Kreis eintragen, sie um 
f nach aufsen verlängern und vom Endpunkte aus die schneidende Gerade 
durch den Mittelpunkt ziehen mufs. Die ganze Schneidende ist xu ihr äufserer 
Abschnitt ist X2, aber negativ genommen. [Letzteres sieht man, wenn man 
dieses negative x in die Gleichung einsetzt: — x{ — x — d) = ef wird 
x(x -^ d) = ef.] Ist beim zweiten Falle e = f, also e — /* =z 0, so geht 
die Schneidende in eine Berührungslinie über. 

Ist in der geordneten Gleichung zweiten Grades d selbst negativ, so 
dafs dasteht 

x^ -{- dx ± ef = 
so kann im Falle + rf ^^^ ^^^ lauter Pluszeichen versehene Gleichung nur 
durch negative Werte von x auf Null gebracht werden; beide Abschnitte 
der Sehne sind negativ zu nehmen. Dies tritt vor Augen, wenn man in 
ef = — dx — x^ =-• — {d -\- x) ' X den negativen Wert x hinschreibt: 
ef = [ — {d — x)] • (— x). Im Falle — ef sieht man aus x(x -^ d) =^ ef, 



*) Dafs die entgegengesetzte Lage das Minuszeichen bringt, zeigte sich schon bei der 
Erweiterung des Lehrsatzes 14, 10, 12. 
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dafs xi der positive äufsere Teil der Sehneidenden, X2 aber die negativ zu 
nehmende ganze Schneidende ist. Also bei der Schneidenden ist immer 
nur der,, eine Abschnitt positiv, und zwb.t derjenige, welcher unmittel- 
bar erkannt wird aus x{(t — d) oder x(x -}- d). 

Diese Abkürziung der Behandlung kann nicht eintreten, wenn die Klein- 
heit des Durchmessers das Eintragen der Sehne stets verhindert. Dann mufs 
die Gleichung aufgelöst und die Herstellung in gewöhnlicher Weise aus- 
geführt werden. 

6) Dadurch, dafs die in den Kreis einzutragende Sehne nicht gröfser 
werden kann, als der Durchmesser, und durch den vierten Formelausdruck, 
X = Ya^ — 6^, giebt die Mathematik auch an, hinter welchen Grenz- 
werten der zu gebe nden Gröfs en die Aufgabe gar nicht mehr möglich 
ist. In y -= d' + Y a^ — h^ darf l nur bis zur Gröfse von a wachsen, 
weil das rechtwinklige Dreieck mit a als gröfster Seite bei h = a ver- 
schwindet; oder a darf nur bis zur Gröfse von 5 abnehmen. Durch Über- 
schreiten des Grenzfalles, in welchem die Quadratwurzel gleich Null 
ist, würde y imaginär. Hierdurch läfst sich also aus der ungelösten geord- 
neten Gleichung oder aus dem Schlufswerte ablesen, was als Abschlufs 
der Aufgabe anzugeben ist. Der Grenzwert, gröfste Sehne, oder 
kleinster Durchmesser, gröfstes &, oder kleinstes a, weist auf eine 
besondere unter den betrachteten Figuren, welche diesen gröfsten oder 
kleinsten Wert besitzt. Dieselbe zeichnet sich gewöhnlich auch durch 
besondere Gestalt unter ihnen aus, und man wird diese durch den Formel- 
ausdruck schon bewiesene Erkenntnis am Ende des Abschlusses in Form 
eines Lehrsatzes ausdrücklich angeben. 

7) Da die Ansatzgleichungen auf Grund erwiesener Sätze aufgestellt 
sind und ihre Verbindung und die Umgestaltung auf die Gesetze der Buch- 
stabenrechnung sich stützt, so liegt hierin der Beweis, dafs das Ergebnis 
den Forderungen der Aufgabe entspricht. Ein besonderer ^Beweis*' ist also 
nicht erforderlich. Lassen sich zur Bestätigung Eigenschaften der Figur ver- 
wenden, so wird man nicht unterlassen, dies anzugeben, auch, wenn die 
Möglichkeit sich bietet, die Güte der Zeichnung prüfen durch Abmessen 
einer durch die Ausführung entstandenen Strecke zum Vergleich mit ihrer 
gegebenen Gröfse. 

Es hat dieses letzte Verfahren des Aufgabenlösens vor den übrigen den 
Vorzug, dafs es den zum Ziele führenden Weg ohne tiefere Überlegung 
erkennen und mit Sicherheit verfolgen läfst; aber auch den Nachteil, dafs 
seine Herstellungsweisen oft umständlicher sind, als es, besonders durch 
Antragen von Winkeln oder durch Beschreiben von Kreisen, möglich ist. 

1. Beispiel. Eine Strecke a so zu teilen, dafs der Unterschied der 
Quadrate der Abschnitte gleich dem Quadrate über der Strecke l sei. 

Rechnung. Auf der gegebenen Strecke DE = a wird die Lage des ge- 
suchten Teilpunktes X bestimmt durch den Abstand BX •= x. Da hierdurch 
der zweite Abschnitt der Strecke a zu EX = a — x wird, lautet die Ansatz- 
gleichung nach der Bedingung der Aufgabe 

, «^ , ^^ I x^ — {a — xY =^ h^ 

j) X ^ «^-^ s (jgj.gjj Lösung ergiebt ^2 

Figur 141. a; = V2 (a H ). 



Digitized by 



Google 



119 — 



21, 14. 



Ausfährung. Es sei 



6" 



Zur Herstellung bietet sich der Satz 

(19, 7, 2; 




Figur 142. 

— ) und a — X = h'i (a ) würde 



von der Höhe des rechtwinkligen Dreiecks hier am günstigsten 
16, 4.) 

Auf JDE errichtet man im End- 
punkte EF = b, verbindet D mit F 
und errichtet auf BF in F die Senk- 
rechte FG, welche auf der Verlän- 
gerung von DE die eingeführte Gröfse 
c = EG abschneidet. Nun ist a; = 
V2 (a -f c) = V2 DG, Durch Halbie- 
ren von DG erhält man den gesuchten 
Teilpunkt X 

Die Rechnungsprobe mit ^/2 (a -{" 
die Richtigkeit der Lösung bestätigen. 

Abschlufs. Da die Ausführung bei jeder beliebigen Länge von a und l 
dieselbe ist, so giebt es immer einen Wert für x, Ist l nur klein, so kommt 
X nahe an den Halbierungspunkt der Strecke a. Wird h sehr grofs gewählt, 
so rückt die Mitte von DG über E hinaus und X wird zum äufseren 
Teilpunkt. Er ist innerer Teilpunkt, so lange x <^ a. bleibt; also liefert 

52 
V2 (a H ) < a die hierzu erforderliche Abhängigkeit von h und e*; näm- 

J2 

lieh durch a -{ < 2o, 6* < o^ also 6 < a. Bei & = « wird auch 

c ^= a und X kommt in den Endpunkt E von a, wie notwendig ist, da in 
diesem Falle nach der Aufgabe von a^ nichts abgezogen werden soll Je 
mehr b die Strecke a ao Gröfse übertrifft, desto schneller rückt Z als äufserer 
Teilpunkt auf der Verlängerung in die Ferne, um XD^ — XE^ = &* werden 
zu lassen. 

2. Beispiel. Jede Seite eines Quadrates in gleichem Sinne um dieselbe 
Strecke so weit zu verlängern, dafs das durch 
Verbindung der Endpunkte entstehende Viereck 
das Doppelte des Quadrates werde. 

Entwicklung. Es werde die Grundseite 
AS über den Endpunkt B nach rechts um 
eine Strecke JBE = x verlängert, die anstofsende 
Seite BC über G um ebenso viel bis F, und 
so weiter rings herum. Durch Verbindung der 
Endpunkte entstehen 4 rechtwinklige Dreiecke, 
welche nach dem zweiten Satze übereinstimmen. 
Da also ihre gröfsten Seiten gleich sind, ist 
das erhaltene Viereck EFGH gleichseitig. Jeder 
Winkel desselben ist die Summe zweier Winkel, Figur i48. 

die als spitze Winkel der übereinstimmenden 

rechtwinkligen Dreiecke zusammen einen Rechten betragen. Daher ist das 
Viereck ein Quadrat. Es soll werden EH^ = 2a^ oder nach Pythag. 

x^ + {a '\' xY = 2a\ 



r ^""^"^ 






\ 


T> C 


\ 


\ 


X ^ 
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Diese Ansatzgleichung lautet geordnet 

^2 _J_ ^^ _ l/g^2 3^ 0. 

Nach dem unter 5) Besprochenen braucht man sie nicht aufzulösen, weil 
sie die Herstellungsweise schon erkennen läfst. Wegen -^ a und — ^/sa-a 
ist es der in 5) zuletzt behandelte Fall: x {x -^ a) ^= ^ka^a. 




^^s 




■ ^.^-r::: 



Figur 144. 

Ausführung. Man beschreibt mit der Quadratseite a als Durchmesser 
den Kreis um My schneidet von einem seiner Punkte, j; mit a — Va« = ^ha 
bei K ein und markiert sogleich für die Verlängerung bei X. Die Sehne KJ 
giebt den Punkt i, von welchem durch M die Schneidende LO zu ziehen 
ist. Ihr äufserer Abschnitt LP ist x. Diese Strecke x trägt man nun auf 
die Verlängerung jeder Quadratseite nach rechts auf und hat nach Verbin- 
den der Endpunkte das verlangte Viereck. 

Die Güte der Zeichnung läfst sich prüfen, da die Seite des Vier- 
ecks nach der Aufgabe gleich einer Eckenlinie des gegebenen Quadrats 
sein mufs. 

Abschltifs. Die andere Wurzel der Gleichung zw^eiten Grades wird 
geliefert von der negativ zu nehmenden ganzen Schneidenden LO. Ihr ent- 
gegengesetztes Vorzeichen verlangt, dafs man sie von B aus nach links 
abtrage und von den übrigen Eckpunkten der Ordnung nach herum dem 
entsprechend* Die Verbindung dieser Punkte hefert ein zweites Viereck, 
EiFiGiHu welches der Forderung der Aufgabe genügt. Seine Spitzen haben 
vom Anfangspunkte jeder Seite des gegebenen Quadrats ebenso grofsen 
Abstand, wie die Spitzen des ersten Vierecks vom Endpunkte; denn es ist 
BÄ + AEi = 0P--\- PL, also ÄEt = PL ^ BK Dies mufste so kommen, 
weil man auch mit der Verlängerung bei A hätte beginnen können. 

3. Beispiel, um die Endpunkte der Strecke a zwei sich schneidende 
Kreise so zu zeichnen, dafs die gemeinsame Sehne = h und die Summe 
der beiden Halbmesser = s wird. 

Rechnung. Die nach einem Schnittpunkte gehenden Halbmesser bilden 
mit dem Mittelpunktsabstande a ein Dreieck, in welchem die Hälfte der ge- 
meinsamen Sehne h die Höhe zur Grundseite a ist. (13, 2.) Diese kann 
auf a selbst stehen, oder erst auf der Verlängerung. Beide Fälle sind in 
der Ansatzgleichung zu berücksichtigen. Sie lautet, wenn x den Halbmesser 
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des ersten Kreises, also (s — x) den des zweiten bezeichnet, (siehe BD 
und CD in der folgenden Figur) 

Vx^ — Cl2b)^ ± V{s~xy — (V2&f = a. 
Da ein Quadratwurzelzeichen durch Quadrieren nur dann verschwindet, wenn 
die Wurzel auf einer Seite des Gleichheitszeichens allein steht, so werde die 
erste Wurzel nach rechts gesetzt; dann geht durch das Quadrieren auch das 
Doppelzeichen + fort. Die Endgleichung mufs also für beide Fälle passen. 
Nach dem Fortheben der gleichen Glieder heifst die Gleichung 



— 2sx = a^ — 2aVl 



V4&- 



und man hat sie, um nun auch das noch gebliebene Wurzelzeichen zu be- 
seitigen, umzuschreiben in 

2a Yx^ — V4&* = 2s^ — s* + a\ 
Da rechts ein Ausdruck von drei Gliedern steht, welcher für das Quadrieren 
unbequem ist, so fafst man dort die beiden gegebenen Gröfsen zusammen, 
— s^ -{- a^ =z — (s^ — a^) und lührt schon hier eine neue Gröfse für 



Aus 2 a Yx^ 
wird nun 



27,2 



oder 



- V4Ö' = 2sx — c^ 
= 4c*a?^ — 4tc^sx -j- c* -f- aH 

= ^2 - s^ -f 1/4 [c^ + (^yj. 



Es sei — = e? 



und 



+ d* = 



2 — ^2 



also 



= aj* — sx -\- {^l%ef oder x{s — ic) = (V2e)?. 
.' Da das von x freie Glied das positive Vorzeichen hat, so ist die Auf- 
gabe ein Beispiel für den unter 5) zuerst behandelten Fall, bei welchem in 
den Kreis vom Durchmesser s die Summe V20 + ^/ac, also e, als Sehne 
eingetragen wird. 





Figur 145. 



Ausführung. In den Kreis vom Durchmesser s trägt man zur Her- 
stellung der eingeführten Linie c = V s^ — a^ vom Anfangspunkte E des 
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Durchmessers EF die Strecke BC = a als Sehne EG ein und verbindet 

ihren Endpunkt Gr mit F; FG ist c. Auf ihr wird, um <? = — zu erhalten, 

c 

von G aus die für die Grqfse der gemeinsamen Sehne gegebene Strecke b 

als 6r-ff abgetragen; HJ, gleichlaufend, mit FE, schneidet GJ von GE als d ab, 

und die Verbindungslinie JF wird e = Kc^ + e?^ Wegen ^(s -r- a?) = ^ • -^ 

wird diese Linie e als Sehne JPJK' in den Kreis eingetragen. Der senkrecht 
auf FK gezogene Durchmesser OP giebt in seinen Abschnitten LO und LP 
die gesuchten Halbmesser, mit denen man nun um die Endpunkte B und 
C der gegebenen Strecke a die verlangten Kreise beschreibt. 

Als Probe für die Güte der Zeichnung mifst man die gemeinsame Sehne 
AÄi mit dem Zirkel ab zum Vergleiche mit der gegebenen Strecke b. (Beim 
Zeichnen ist der Halbmesser des kleineren Kreises besonders genau in den 
Zirkel zu nehmen.) 

Abschlufs. Als Summe zweier Seiten des Dreiecks ABG mufs 5 >> a 
sein. Die Verbindungslinie JF = e darf höchstens gleich dem Durchmesser 
EF werden. Der Punkt J kommt in E an, wenn JH mit EF zusammen- 
fällt, also wenn b gleich c ist. Mithin lautet die Grenzbedingung der Auf- 

^^^^ s > a und 6 ^ Ys^ — a\ 

Im Grenzfalle werden die Halbmesser der beiden Kreise gleich, jeder = V2S. 
Dies lehrt: 1) Unter allen paarweise um zwei feste Punkte zu beschrei- 
benden Kreisen, deren Halbmesser zusammen = s sind, haben die beiden 
gleichen Kreise die gemeinsame Sehne so grofs wie möglich. 2) Unter 
den gleichschenkligen Vierecken mit derselben Mittellinie und von gleichem 
Umfange ist das gleichseitige das gröfste. 3) Unter den Dreiecken von 
gleicher Grundseite und derselben Summe der beiden Nebenseiten ist das 
gleichschenklige das gröfste. 

15. Übungen zu 1 bis 13. 

a) Lehrsätze. 

1) Die Quadrate über den kleinen Seiten eines rechtwinkligen 
Dreiecks verhalten sich wie die Höhenabschnitte der gröfsten Seite. 

2) In einer Eaute ist die Summe der Quadrate der Eckenlinien gleich der 
Summe 4er Quadrate der vier Seiten. 

3) Die Summe der Quadrate zweier Seiten eines Dreiecks ist gleich dem 
doppelten Quadrate der Mittellinie der dritten, vermehrt um das halbe Quadrat 
der dritten Seite. 

b) Aufgaben. 

4) Wie grofs ist der Inhalt eines gleichschenkligen Vierecks mit den Ecken- 
linien e und Ci? 

5) Von einem Sechseck sind fünf auf einander folgende Seiten a, b, c, d, e 
in abnehmender Gröfse gegeben, und die von ihnen eingeschlossenen Winkel sind 
rechte. Wie grofs ist sein Inhalt und die sechste Seite? 

Seite X = V{a — c-\- ef + (6 — d)\ 

6) Drei Kreise mit den Halbmessern ri, r2, r^ berühren sich gegenseitig. 
Wie grofs ist die von den drei Achsen umschlossene Fläche, wenn die sich von 
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«nfsen berOhrenden Kreise r2 und rs den Kreis n 1) von anfsen and 2) von 
innen berühren? 

Antwort: 1) F= V (n -f" ^a + ^s) ■ nty^ 

2) F (- r„ — rs) = K(ri — r» — n) • rirgfa. 

7) Von einem Trapeze sind die Hanptseiten a und h, sowie die Höhe h, 
gegeben. Man soll durch diese GrOfsen die FlStcheninbalte der beiden Teile an- 
geben, in welche die Mittellinie das Trapez zerlegt. Wie grofs ist der Unter- 
schied der beiden Teile? 

Tt=^lsia -f Sh)h; Ta — Tt^ 'U(a — h)h, 

8) Den Inhalt eines Dreiecks durch den Halbmesser des einbeschriebenen 
Kreises q und durch den halben Umfang s anzugeben und damit q durch die 
Seiten zu bestimmen. Beispiel: Das Dreieck mit den Mafszahlen der Seiten 13, 
14, 15. [Man verbinde den M ittelpunkt mit den drei E ckpunkten.] 

s 

9) In der Inhaltsformel für das Dreieck die Höhe h durch den von ihrem 
Anfangspunkte ausgehenden Durchmesser 2r des umbeschriebenen Kreises und durch 
Seiten zu ersetzen, und dann r durch die Seiten zu bestimmen. Beispiel: Das 
Dreieck mit den ^Mafszahlen der Seiten 13, 14, 15. 

äbc oibc ,., 

4r 4tVs{8 — d) {s — b) (s — c) 

10) Wie grofs ist der durch die Seiten ausgedrückte Inhalt eines' Sehnen- 
vierecks, in welches sich ein Kreis beschreiben läfst? Prüfung der Formel an 
einem gleichschenkligen Viereck, dessen gleich e Winkel rechte sind. [12, 8.] 
J=yaM^ 

11) Der Inhalt eines gleichseitigen Vierecks ist 120 qcm, und eine Ecken- 
linie 10 cm. Wie lang ist die andere und jede Seite des Vierecks? 

12) Den Inhalt eines rechtwinkligen Dreiecks aus den Höhenabschnitten 2,8 
und 17,5 cm zu berechnen. (J = 71,06 qcm.) 

13) Die gröfste Seite eines rechtwinkligen Dreiecks ist 136,9 und ein Höhen- 
abschnitt derselben 14,4 cm. Welchen Inhalt hat das Dreieck? (J"= 2 874,9 qcm.) 

14) Den Inhalt eines rechtwinkligen Dreiecks zu berechnen aus der gröfsten 
Seite c == 39^4 und einer andern Seite a = 33 cm. {J = SbO^ls qcm.) 

15) Eine kleine Seite eines rechtwinkligen Dreiecks ist 2,9 cm und der an- 
liegende Höhenabschnitt 2 cm. Wie grofs ist der Inhalt des Dreiecks? 

(J = 4,41 525 qcm.) 

16) Den Inhalt eines rechtwinkligen Dreiecks zu bestimmen aus der Höhe 
h = S und einer kleinen Seite a = 17 cm. (J"= 77 Vis qcm.) 

17) Wie lang ist die von der Mitte der Quadratseite a auf eine Eckenlinie 
gefällte Senkrechte? {x = 0,35 356 a.) 

18) Wie grofs ist der Inhalt eines gleichseitigen Dreiecks von 12 cm Umfang? 

(J = 6,9282 qcm.) 

19) Die Höhe eines regelmäfsigen Sechsecks (der kleine Durchmesser) ist h. 
Wie grofs ist sein Inhalt? • {J = V2 h^ yj,) 

20) Aus dem 3 qcm grofsen Inhalte eines gleichseitigen Dreiecks die Seite 
zu berechnen. (a = 2,632 cm.) 
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21) Den Inhalt eines Quadrates aus der Samme s der Eckenlinie und Seite 
zu berechnen. (J = 0,17 lö7s*.) 

22) Den Inhalt eines gleichseitigen Dreiecks aus der Summe s der Seite 
und Höhe zu bestimmen. («7^= (7 |/T— 12)s^ = 0,12 435 s^) 

23) Unter welcher Bedingung ist ein Eechteck seiner Hälfte ahnlich? 
Antwort: Es mufs ein Bechteck schönster Form sein, weil seine Seiten sich 

verhalten, wie Seite und Eckenlinie eines Quadrats. 

24) Den dritten Teil eines Rechtecks als ein ihm ähnliches abzugrenzen 
durch zwei den anstofsenden Seiten gleichgerichtete Gerade. 

25) Eine Eckenlinie des Quadrats mit der Seite a ist in drei gleiche Ab- 
schnitte geteilt und durch die beiden Teilpunkte sind, senkrecht zur Eckenlinie, 
gerade Linien hindurch gelegt. Wie grofs ist das Mittelstück des Quadrats? 

26) Welche Bruchteile eines Dreiecks entstehen, wenn man eine Seite in 5 
gleiche Strecken zerlegt und durch die Teilpunkte Linien in Richtung einer andern 
Seite hindurchzieht? Läfst sich eine Linie zeichnen, welche den fortschreitenden 
Zuwachs der Teile erkennen läfet? 

27) Ein gegebenes Dreieck durch gerade Linien, welche der Grundseite 
gleichgerichtet sind, in 5 gleiche Teile zu zerlegen. 

28) Mit Benutzung des Satzes, dafs die Quadrate über den kleinen Seiten 
eines rechtwinkligen Dreiecks sich wie die Höhenabschnitte der gröfsten Seite 
verhalten, soll man eine gegebene Strecke s so teilen, dafs die Quadrate der Teile 
sich wie p : q verhalten. 

29) Die drei Seiten eines Dreiecks sind in derselben Ordnung nach dem 
Verhältnis p : q {^ : 1) geteilt, und die drei Teilpunkte sind mit einander ver- 
bunden. Welchen Bruchteil des ganzen nimmt das innere Dreieck ein? (21, 9.) 
[Man zeichne ein stampfwinkliges Dreieck.] 

•^- (P + aY ^- 

(In dem Ergebnis für das Dreieck, dessen Spitzen die äufseren Teilpunkte 
sind, erscheint q mit dem umgekehrten Vorzeichen.) 

30) Den Ort der gemeinsamen Spitze paarweise gleicher Dreiecke zu finden, 
deren Grundseiten die Strecken a und b sind, welche verlängert sich schneiden. 
(Zwei Gerade.) 



16. Übungen zur Aufgabenlösung mittels Rechnung. (21, 14.) 
a) unmittelbar durch die Formeln in 21, 14, 2). 

1) Das Quadrat mit der Seite a in ein gleichschenkliges Dreieck zu ver- 
wandeln, dessen Grundseite und Höhe gleich sind. 

2) Es sind drei Strecken a, b und c gegeben. Mau soll c so teilen, dafs 
das Bechteck aus a und dem einen Stück gleich dem Bechteck aus b und dem 
andern Stück ist. 

3) Durch ein gegebenes Dreieck in Richtung einer Seite eine Gerade so zu 
legen, dafs der untere Abschnitt der einen Seite dem oberen der andern gleich wird. 

4) Auf einer Geraden sind hinter einander die Punkte Ä, B, G gegeben 
durch ihre Abstände AB = p, BG = q, und zwar ist i? > g. Man soll in der 
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Verlängerung über G hinaas einen Punkt X so bestimmen, dafs XA, XB, XC 
Glieder einer stetigen Verhältnisgleichung werden. 

5) Ein Dreieck zu zeichnen, von dem gegeben sind die Höhenabschnitte p 
und q der Grundseite und die Summe s der beiden andern Seiten. 

6) Einem gegebenen Dreiecke ein Bechteck einzuzeichnen, dessen anstofsende 
Seiten im Verhältnis p : g stehen. 

7) Zwischen zwei Seiten eines Dreiecks eine Gerade hinüber zu ziehen, so 
dafs ein Sehnenviereck abgeschnitten wird und die beiden Teile des Dreiecks 
gleiche Umfange haben. 

8) Auf einer geraden Linie sind vier Punkte durch die auf einander fol- 
genden Abstände a, h und c gegeben. Es soll ein Quadrat gezeichnet werden, 
dessen Seiten durch die vier Punkte gehen. (Zur Vorbereitung lege man durch 
die Verlängerungen der Seiten eines Quadrates eine Gerade und bestimme eine 
kleine Seite des rechtwinkligen Dreiecks über der mittleren Strecke h durch die 
herzustellenden rechtwinkligen Dreiecke über a und über c.) 

ab ^ bc 

Entweder —r======= oder 



Ya^ _|_ c^ Ya^ + c^' 



9) Einem Kreise mit dem Durchmesser 2r ist ein gleichseitiges Dreieck ein- 
beschrieben. Man soll eine Sehne in Eichtung einer Seite desselben so ziehen, 
dafs sie von den beiden andern Seiten in drei gleiche Stücke zerlegt wird. 
(16, 6, 1.) 

10) In einem Halbkreise sind über den Hälften seines Durchmessers Halb- 
kreise gezeichnet. Man soll den Kreis beschreiben, welcher die drei Halbkreise 
berührt. 

11) Über der Strecke a und über ihrer Hälfte sind Halbkreise nach derselben 
Seite gezeichnet. Man soll den Kreis beschreiben, welcher beide Halbkreise und 
die Strecke berührt. (Für die Figur a = 9 cm.) 



12) Durch einen gegebenen Kreis von einem aufserhalb gegebenen Punkte 
eine Gerade so zu ziehen, dafs ihr äufserer Teil dem im Kreise liegenden gleich ist. 

13) Zu einem gegebenen Dreieck ein ihm ähnliches von doppelter Gröfse zu 
zeichnen. 

14) Man bestimme in der zur Grundseite gehörigen Höhe eines gleich- 
schenkligen Dreiecks mit den Schenkeln h den Punkt, von welchem auf die drei 
Seiten Senkrechte zu fällen sind, um das Dreieck in drei gleiche Teile zu zer- 
legen. (Man lasse schliefslich bei unveränderter Schenkellänge die Grundseite 
wachsen.) 

15) Ein gegebenes Dreieck durch eine in vorgeschriebener Bichtung laufende 
gerade Linie zu halbieren. (Man gebe die Bichtung an durch eine von der 
Spitze durch das Dreieck gehende Gerade.) [21, 9.] 



16) Die Ecken eines Quadrates so abzustumpfen, dafs ein regelmäfsiges Acht- 
eck entsteht. (Der negative Wert von x fordert Erweiterung des Wortlautes der 
Aufgabe.) 

17) In ein Quadrat fünf gleiche Kreise zu zeichnen, so dafs von vieren jeder 
zwei anstofsende Seiten des Quadrats und den in der Mitte liegenden fünften 
Kreis berührt. 

18) Eingegebenes Trapez durch eine den Hauptseiten gleichlaufende Gerade x 
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so zu teilen, dafs die Teile den Dreiecken gleich werden, welche eine Ecken- 
linie giebt; und zwar, wenn das Viereck an der Hauptseite a 1) dem auf a 
stehenden Dreiecke oder 2) dem mit der Grrandseite b gleich sein soll. 

19) Ein gegebenes Trapez durch eine in Richtung der Hauptseiten laufende 
Gerade zu halbieren. (Man nehme die Halbierende als Unbekannte und ziehe 
eine Hilfslinie in Richtung einer Nebenseite.) 

20) Zur Herstellung eines rechtwinkligen Dreiecks sind gegeben die Unter- 
schiede d und e zwischen der gröfsten Seite und jeder kleinen. Man bezeichne 
die gröfste Seite mit d -\' x -\- e. 

21) Zur Herstellung eines rechtwinkligen Dreiecks sind gegeben die Summen 
s und t der gröfsten Seite und jeder kleinen. Man bezeichne den Umfang des 
Dreiecks mit x. 



22) Über einer Seite eines gegebenen Dreiecks ein Rechteck zu zeichnen, 
welches gleich der Summe der Quadrate der beiden andern Seiten ist. 

23) Ein Quadrat in ein gerades Trapez zu verwandeln, von welchem die 
beiden Hauptseiten gegeben sind. 

24) In ein gegebenes Rechteck ein gleichseitiges Viereck so zu beschreiben, dafs 
von zwei Gegenecken des Rechtecks gleichschenklige Öreiecke abgeschnitten werden. 

25) Ein rechtwinkliges Dreieck zu zeichneii aus der Höhe h und dem Um- 
fange 2$. 

26) Ein Quadrat in ein Rechteck zu verwandeln, dessen Seiten sich wie 
p : q verhalten. 

27) Durch den Berührungspunkt zweier Kreise mit den Durchmessern d und 
dl eine Gerade zu legen,' dafs das Rechteck aus den entstehenden Sehnen einem 
gegebenen Quadrate a^ gleich wird. 

28) Ein gleichschenkliges Dreieck aus den beiden Höhen henustellen. 

29) Ein gegebenes Dreieck in ein gleichseitiges zu verwandeln. 

30) In ein gegebenes Dreieck dasjenige Trapez vom Inhalte f^ zu beschreiben, 
dessen Eckenlinien den Nebenseiten des Dreiecks gleichgerichtet sind. Die Höhe 
des Trapezes, welche gröfser als die halbe Dreieckshöhe sein mufs, ist zu be- 
stimmen. ^- — - 

|> = 1/ — ^, wo V4 A < Z*^ < A sein mufs.] 
a 

31) Ein rechtwinkliges Dreieck aus den Mittellinien m und mi der kleinen 
Seiten herzustellen. (Zur Vermeidung beschwerlicher Teilung multipüziere und 
dividiere man den Schlufsausdruck mit einer der gegebenen Strecken und benutze 
die 4. Formel.) 

32) Ein Quadrat in. ein gleichseitiges Dreieck zu verwandeln. 

33) Den Kreis zu finden, für welchen der Unterschied des umbeschriebenen 

und einbeschriebenen gleichseitigen Dreiecks gleich d^ ist. ^ « , , A — „ 

[x= ^3 ^y Vs- Zur 

Ausführung beschreibe man den Kreis""' mit d als Durchmesser. Die Zeichnung 

mufs x fast genau gleich ^hd liefern; denn die Rechnung giebt x = 0,50656c?, 

so dafs schon der zuerst beschriebene Kreis den gesuchten gut darstellt.] 

34) In einen Kreis voin Durchmesser d ein Rechteck mit dem Inhalte f^ zu 
beschreiben. (Man verschaffe sich x mittels x -\' y und x — y,) Welches ist das 
gröfste Rechteck im Kreise? 
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35) In einen Kreis vom Darcbmesser d ein Eecbteck zu beschreiben, von 
welcbem der Umfang 2 s gegeben ist. (Man berechne x — y.) Unter den Becht- 
ecken mit gleicher Eckenlinie hat welches den gröfsten Umfang? 

36) Über der Strecke c als gröfster Seite das rechtwinklige Dreieck zu 
zeichnen, in welchem das Bechteck aus den kleinen Seiten dem Quadrate ihres 
Unterschiedes gleich ist. (Aus den Ansatzgleicbungen stelle man zunächst eine 
Gleichung für {x — ^)^ her und bestimme dann auch x -|- ^.) 



b) Zeichnung nach der geordneten Gleichung 2. Grades. (21, 
14, 5.) 

37) Das Bechteck zu zeichnen, welches den Umfang 2 s und den Inhalt f^ 
besitzt. (Beim Abschlufs sind nach der Hilfsfigur die Fragen zu beantworten: 
Welches von allen Bechtecken mit gegebenem Umfang hat den gröfsten Inhalt? 
Welches von allen Bechtecken mit gegebenem Inhalt hat den kleinsten Umfang?) 

38) Ein gegebenes Bechteck in ein anderes zu verwandeln, von welchem der 
Unterschied u zweier anstofsenden Seiten gegeben ist. 

39) Für eine Gerade a einen Teilpunkt so zu bestimmen^ dafs das Quadrat 
über dem einen Abschnitt das Doppelte des Quadrates über dem andern ist. 
(Probe für die Güte der Figur bei beiden Teilpunkten mittels der Eckenlinie des 
kleineren Quadrates.) 

40) Eine gegebene Sehne eines Kreises so weit zu veriängem, dafs die von 
dort aus an den Kreis zu legende Berührungslinie gleich der Sehne wird. [Der 
negative Wert geht von demselben Ausgangspunkte ab in entgegengesetzter Bichtung.] 

41) Von einem Endpunkte des Durchmessers d nach der im andern End- 
punkte auf ihm errichteten Senkrechten eine Gerade so durch den Kreis zu ziehen, 
dafs ihr äufserer Abschnitt gleich der gegebenen Strecke a wird. [Die Schnei- 
dende und ihre Sehne befinden sich zusammen in derselben Gleichung.] 

42) Das rechtwinklige Dreieck mit der gröfsten Seite ö zu zeichnen, dessen 
Seiten eine stetige Verhältnisgleichung geben. 

43) Über der Strecke c, als der gröfsten Seite, das rechtwinklige Dreieck zu 
zeichnen, in welchem eine kleine Seite gleich dem zur andern gehörigen Höhen- 
abschnitt ist. 

44) Einen Kreis m beschreiben, welcher die eine von zwei sich schneidenden 
Geraden in einem bestimmten Punkte berührt und von der andern eine Sehne von 
gegebener Länge abschneidet. [Die beiden Werte von x treten in den verlangten 
Kreisen in derselben Weise auf, wie beim Hilfskreise.] 

45) Ein rechtwinkliges Dreieck mittels der zu bestimmenden gröfsten Seite 
zu zeichnen aus der Höhe h und der Summe s der kleinen Seiten._ [Damit h in 
den Halbkreis über z eingetragen werden könna, mufs s ^ 2h |/2 sein.] 

46) Ein rechtwinkliges Dreieck zu zeichnen aus der Summe der gröfsten und 
kleinsten Seite und dem Unterschiede der mittleren und kleinsten. 

47) Von der Spitze eines gleichseitigen Dreiecks nach der Grundseite (oder 
deren Verlängerung) eine Gerade zu ziehen, welche sich zu einem der entstehenden 
Abschnitte dieser Seite verhält, wie die Dreieckseite zur Höhe. [Auch die nega- 
tive Wurzel der Gleichung hat Bedeutung. Zur Probe für die Güte der Zeichnung 
kann man über der nach dem äufseren Teilpunkte gehenden Geraden ein gleich- 
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seitiges Dreieck beschreiben; dessen Höhe mufs = X2 werden. Wer die gelöste 
Gleichung zn weit nmständlicherer Darstellung benutzen will, wird das Ergebnis 
umschreiben in x = — ^/g a + Y^{^!2 a)* — a^.] 

48) Auf der gröfsten Seite c eines rechtwinkligen Dreiecks eine Senkrechte 
zu errichten, so dafs das Bechteck aus den Abständen ihres FuTspunktes von den 
Schnittpunkten mit der einen kleinen Seite und mit der Verlängerung der andern 
einem gegebenen Rechtecke gleich wird. (Man nehme einen Abschnitt von c als 
x^ und ziehe zuletzt einen Schlufs daraus, dafs in dem Endausdruck für x vom 
rechtwinkligen Dreieck kein anderes Bestimmungsstück, als c, vorkommt.) [Die 
Güte der Zeichnung kann mit den Seiten des gegebenen Rechtecks geprüft werden.] 



c) Zeichnung nach den Ergebnissen der Gleichung 2. Grades. 

49) Eine Strecke a so in zwei Abschnitte zu teilen, dafs das Rechteck aus 
den Abschnitten gleich dem Quadrate über ihrem Unterschiede ist. 

50) Durch den Mittelpunkt eines Rechtecks von sehr ungleichen anstofsenden 
Seiten eine Gerade so zu ziehen, dafs sie von jeder der längeren Seiten eine 
Strecke abgrenzt, die ihr gleich ist. [Es mufs sein a^b \/~S.] 

51) Zur Herstellung eines Trapezes sind die Höhe und eine Hauptseite 
gegeben; die drei andern Seiten sollen gleich grofs werden.*) 

52) Zwei sich schneidende Kreise, beide vom Halbmesser r, haben den Mittel- 
punktsabstand a. Man soll ein Quadrat beschreiben, dessen Mittelpunkt die Mitte 
von a ist und welches auf jedem der beiden Kreise zwei Eckpunkte hat. (Für 
die sehr sorgfältig zu zeichnende Figur a = 2 und r = 3 cm.) [Wenn r >> Vea 
ist, giebt es stets zwei verlangte Quadrate.] 

53) In ein gegebenes Dreieck ein Rechteck vom Inhalte f^ zu beschreiben. 

54) In ein gegebenes Quadrat ein Rechteck vom Inhalte f^ zu beschreiben. 

55) Ein gegebenes Dreieck durch eine Gerade in zwei Stücke von gleichem 
Inhalt und Umfang zu teilen. (21, 9.) 

56) In ein gleichseitiges Dreieck ein halbsogrofses gleichseitiges Dreieck zu 
beschreiben. (21, 9.) 

57) Im Abstände a vom Anfangspunkte eines Kreisdurchmessers d steht eine 
Sehne senkrecht auf ihm. Man soll vom Anfangspunkte aus eine Sehne so ziehen, 
dafs ihr hinter der gegebenen Sehne liegender Abschnitt gleich einer gegebenen 
Strecke s ist. 



*) Man denke sich drei Drähte, an den Enden zu Ösen umgebogen und dadurch 
zusammengehakt, jeden von der Länge x^, und zum Schliefsen der Kette einen Draht von 
der Länge der gegebenen Hauptseite a. Nun stelle man sich vor, dafs man den mittleren 
Draht x in seiner Mitte erfafst und, während a festgehalten wird, wende man ihn, so dafs 
seine Endpunkte, aus der Ebene des Trapezes heraustretend, Halbkreise beschreiben und 
so die Plätze wechseln. Infolge dieser Wendung kreuzen sich nun die beiden Nebenseiten x 
und es ist ein „überschlagenes" Trapez von der vorgeschriebenen Höhe Ä entstanden, 
in welchem die Gegenseite von a, im Vergleich mit dem durch Xi erhaltenen Trapeze, die 
entgegengesetzte Richtung erhalten hat, wie es das negative Vorzeichen von a^ vor- 
schrieb. Beim Zeichnen der beiden Trapeze wird man h auf a errichten, durch den End- 
punkt die mit a gleichlaufende Gerade ziehen und in ihr von den Endpunkten der-Krrund- 
Seite a aus mittels der Nebenseiten x die beiden andern Eckpunkte des Trapezes mar- 
kieren. Die so abgesteckte Strecke mufs sich = x erweisen, auch beim überschlagenen 
Trapez, welches also auch den Bedingungen der Aufgabe entspricht. 
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58) Dttrcb die Höhe auf der gröfsten Seite c das rechtwinklige Dreieck her^ 
zustellen, in welchem der Unterschied der kleinen Seiten gleich der Höhe ist. 

59) Dnrch einen innerhalb eines Kreises gegebenen Punkt eine Sehne zu 
ziehen, so dafs sie in diesem Punkte nach dem goldenen Schnitte geteilt wird. 

60) Über 2 a als Grundseite ein gleichschenkliges Dreieck herzustellen, so 
dafs 2 a Mittelglied zwischen Schenkel und Höhe ist. 



\jz^^&^ 


^ 


M 


M- 


JS^ A 


£ D 



Figur 146. 



22. Qlied. Ausmessimg regelmäfsiger Vielecke und des 

Kreises. 

1. Die um- und in den Kreis vom Halbmesser r beschriebenen regel- 
mäfsigen Vier- und Achtecke, 

Das Zeichnen derselben ist, von zwei auf einander senkrecht stehenden 
Durchmessern ausgehend, leicht anzugeben. (12, 10 und 14 mit Zs.) — 
Aus dem grofsen Quadrate geht durch Abstumpfen 
der Ecken das umbeschriebene Achteck hervor. 
Jeder Winkel desselben ist IV2 Rechte. Das Vier- 
eck MABC ist gleichschenklig; seine MitteUinie MB 
macht Z. ÄMB = V4 R. Dadurch stimmt A ^ME 
^ AMB (1. Satz) und es ist EÄ = AB = BC. 
Daher sind auch die Seiten des grofsen Achtecks 
gleich; also ist es ein regelmäfsiges. 

Wir bezeichnen die Seite eines einbeschrie- 
benen regelmäfsigen Vielecks mit s, die eines um- 
beschriebenen mit S\ den Flächeninhalt eines um- 
beschriebenen mit F, den eines einbeschriebenen 
mit f und fügen diesen Buchstaben die Anzahl der Seiten als Zeiger bei. 

Es ist die Seite des umbeschriebenen regelmäfsigen Vierecks A4 = 2r, 
sein Flächeninhalt F4 = 4r^; ♦ v 

der des einbeschriebenen ist die Hälfte davon, /^ = 2r^ . 
also die Seite des einbeschriebenenQuadrates 

54 = r V'^ = 1,414 r.*) 
Aus den Werten /i und ^4. ist zu ersehen, dafs der Flächeninhalt des 
Kreises gröfser ist als zwei r^ und kleiner als vier r^, also wahrscheinlich 
etwa drei r^ betragen wird. _ 

Ferner ist CB = MD — MC = r V2 — r, 

also BC = CD = {V2 — l)r und 

Ss = 2 (K2 - 1)^ = 0,828 r 
und nach der Formel J = V2 uq (21, 8) 

^8 = 8 (K2 — l)r« = 3,314/2. 

Es giebt MH == V2 MZ> — ^hrVI 

- CH = r — ^l2rV2 

*) Der oft vorkommende Zahlenwert yY= 1,414 2135 ist leicht zu behalten durch 
die Produkte 2*7, 2-7, 3*7, 5*7; dabei ist die Stellung des Kommas selbstverständlich. 

Mar ins, Banmlehre. 1. 9 
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also (nach 16, 6, 2) AC^ = CJ*CH= 2r (r — Vs r V2) = (2 — |/2)r« 

§8 = ♦• 1/2 — K2 = 0,765 r (wenig über «/4 7-) 
und A -4-afC = ^UMC^AH =_V»r- Var K2 = V4r2 |/-2 

bringt fg = 2r» K2 = 2,828 rl 

Anmerk. Durch fortgesetztes Halbieren der Bogen (mittels Halbieren 
des auf ihm stehenden Winkels am Mittelpunkte) bekommt man die um und 
in den Kreis beschriebenen regelmäfsigen Vielecke^ von 16, 32, 64, 128, 
256, 512, 1024, .... 2* Seiten, wo h jede ganze Zahl von 2 bis ins 
Unendliche bezeichnet. 

2. Sechseck, Dreieck und Zwölfeck. Hier ist beim Zeichnen mit 
dem ein beschriebenen Sechseck, anzufangen. (12, 11, Zs.) Nach 12, 14 
liegen die Eckpunkte des umbeschriebenen gleichseitigen Dreiecks auf den 

Verlängerungen der Halbmesser MÄ, 
MB, MC, Da M Schwerpunkt der gleich- 
seitigen Dreiecke ist, wird 

ÄiM = 2MDi = ^r, 
also AiÄ = r. 

Es ist $6 = r und (nach 21, 6, 2) 
fe = 3/2 r» K3 = 2,598 r^. 
Das einbeschriebene Dreieck ist halb so 
grofs _ 

/i = 8/4 r« K3 = 1,299 r2._ 
Da dies auch sein mufs V453* K3, so 
folgt ss^ = 3r« _ 

S3 = r K3 = 1,732 r 
und S3 ist doppelt so grofs 

Ss = 2r V3 = 3,464r 
und deshalb JP3 das Vierfache von /i (21, 10) 

2^3 = 3r* K3 = 5,196r« 
und da ÄiÄ nur ^kÄiDi ist, wird ÄiE = Vs-^iCi und ebenso Ci&, also 
bleibt für EG das letzte Drittel von S3 

8s = 'IsrVt = 1,155 r. 
Deshalb fällt an jeder Ecke V9 Fs ab und läfst für Fe ^/a Fs 

Fe = 2r* VS = 3,464 r^ 
Vom einbeschriebenen regelmäfsigen Zw^ölfeck ist der Inhalt des Be- 
stimmungsdreiecks MJH =z ^UMJ* EK = V2r«V2r = ^Ur^, 
also fi2 = 3r*. 

Der Flächeninhalt des Kreises ist daher nur wenig gröfser als drei r^ 

Die Höhe MK ist V2 r K3, also JK = r — V^r VS und daher 
SJ^ ^ 2r'JK=2r^ — r^V3 

= r 1/^ 2 — K3. Das doppelte Wurzelausziehen ist unbequem und 
Es ist nämlich 




S12 
hier zu vermeiden. 



2 — Vs = 



4 



2K3 



- 2 K3 + 1 _ (K3 — 1)^ 



2 



2 
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also Sia = r 



V3 



1 



V2 



oder, mit K2 erweitert, 




si2 = V2(K6 - K2)r = 0,518 r. 
Endlich ist A LJG durch seine Winkel ein halbes gleichseitiges Drei- 
eck; LG = 2 JG, ZJ^ = 3 JG^, also V2 S12 = JG V~3. Als grofser Halb- 
messer eines regelmäfsigen Sechsecks ist _ 

MG = Sß — ^l9 r K3, daher JG = MG — r = («/a V'd — Vjr 
und mithin 812 = 2 JG VS 

S12 = 2 (2 — K3)r =0,536r 
und Fi2 = 12 (2 — V3)r^ = 3,215 r^ 

Anmerk. Durch fortgesetztes Halbieren der Bogen gehen hieraus hervor 

die regelmäfsigen Vielecke von 24, 48, 96, 192, 384, 768, 1536 

2* -3 Seiten, also unzählig viele Paare von in und um den Kreis beschrie- 
benen regelmäfsigen Vielecken. 

3. Aufgabe. In einen Kreis ein regelmäfsiges Zehneek zu beschreiben. 

Vorbereitung. Im Bestimmungsdreiecke des regelmftügdgen Zehnecks 
ist der Winkel am Mittelpunkte der zehnte Teil von 4 Rechten, also ^/s Rechte, 
deshalb jeder Grundwinkel */5 R, das Doppelte von dem 
an der Spitze. Die Halbierungslinie JED eines dieser 
Grundwinkel zerlegt also das Bestimmungsdreieck AME 
in zwei gleichschenklige Dreiecke, von denen das 
eine dem ganzen ähnlich ist (1. Satz). Daher 

^ = ~ oder AB : DM = DM : AM 
ÄE AM 

also teilt die . Winkelhalbierende den Halbmesser in D 

stetig und der gröfsere Abschnitt ist gleich der Zehnecksseite. 

Ausführung. Man teile einen Halbmesser MA nach dem goldenen 
Schnitte (20, 3), trage den gröfseren Abschnitt DM als Sehne von A aus 
neunmal hinter einander in den Kreis ein 
und verbinde den letzten Punkt P mit dem 
Ausgangspunkte A, Das entstandene Zehneck 
ist regelmäfsig. 

Bw. JVIan verbinde den Teilpunkt D mit 

dem Endpunkte E der ersten Seite. Nach 

Zeichnung verhält sich 

AD : DM = DM : AM, 

■ . , ^ AD AE 

also ist auch -— - = — — :, 

AE AM 

dazu Zl I>AE = MAE, 

macht A DAE 00 AEM (19, 4), 

also ist ^ DEA := EMA := a. A AME ist Figur 149. 

gleichschenklig, mithin das ihm ähnliche Drei- 
eck auch: DE = AE, also wurde auch DE = DM; daher ist im gleich- 
schenkligen Dreieck DEM ^ DEM = a; endlich ^ MAE = MEA — 2 a. 
Die Suname der Winkel des Dreiecks AME ist 5« = 2 R, folglich a = 
^/s R. Die Halbmesser nach den Endpunkten der neun Sehnen liefern bei M 

9» 



Figur 148. 




*y» 
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9a = ^»/ö R; daher bleiben von 4 R um Jf für den Winkel PMA ^5 R; 
er wird also = « = ^ ÄME; mithin ist die Verbindungslinie PA den 9 
Sehnen gleich; das Zehneck ist gleichseitig. Weil jeder seiner Winkel auf 
8 Zehnteln des Kreises steht, sind auch die Winkel gleich. Das Zehneck ist 
das verlangte regelmäfsige. 

An merk. 1. Ein um den Kreis beschriebenes regelmäfsiges Zehneck 
kann nun leicht gezeichnet werden. Aus dem Zehneck geht hervor eine 
dritte unendliche Reihe von Vieleckspaaren, deren Seitenzahlen sind 5, 
20, 40, 80, 160, 2* . 5. 

Anmerk. 2. Trägt man in den Kreis von einem seiner Punkte aus 
nach derselben Seite ein die Seite des regelmäfsigen Sechsecks und Zehn- 
ecks, so ist die ihre Endpunkte verbindende Sehne die Seite des regel- 
mäfsigen Fünfzehnecks im Kreise. Denn der Bogen zwischen den End- 
punkten ist Ve — Vio = Vi5 des Kreises. Das Fünfzehneck liefert die 
vierte unendliche Reihe regelmäfsiger Vielecke mit 30, 60, 120, 240 .... 
2* • 15 Seiten.*) 

4. Aufgabe^ Für das ein- und umbeschriebene regelmäfsige 
Zehneck die Seite und den Inhalt zu berechnen. 

Ausführung. Aus dem Dreieck MAB 
der vorigen Figur hat man 

^ + Va r = Vr^ + 'Ur^ 
also ist die Seite des einbeschriebenen 
Zehnecks _ 

js = Ve (K5 — l)r = 0,618 r. 
Zieht man noch DP, so hat man das gleich- 
seitige Viereck JDEAP, in welchem EP = y 
die Seite des einbeschriebenen regelmäfsigen 
Fünfecks ist. A ^EJ giebt 

oder durch Beseitigen der Nenner 

1) y2 j^ {r — zY = 4^^ 

und die Sehne AE (16, 6, 2) liefert AE^ = AL • AJ, z^ z=z 2r > ^ ~ ^ 

also . . 2) 2 ^* = 2 r (r — ^). 




Figur 150. 



*) Mit der so bestimmten Seite wird man das regelmäfsige Fünfzehneck nicht 
zeichnen. Denn wenn man diese kleine Sehne 14mal im Kreise rings herum abträgt^ 
würde bei nur geringer Ungenauigkeit der Zirkelspannung zuletzt eine recht merkliche 
Abweichung hervortreten. Dasselbe gilt vom regelmäfsigen 17-Eck, dessen Herstellbarkeit 
Gaufs 1796 fand. Bei diesen wird man die Zeichnung ebenso machen, wie bei den hier 
nicht genannten regelmäfsigen Vielecken (deren genaue Herstellung mit Hilfe einer end- 
lichen Anzahl von Geraden und Kreisen nicht ausführbar ist) durch Benutzung des in 180® 
geteilten Winkelmessers, nach Berechnung des Mittelpunktswinkels im Bestimmungs- 
dreiecke. ' Dieser ist für das regelmäfsige Neuneck 40^ Man markiert also bei dem im 
gegebenen Kreismittelpunkte angelegten Gradbogen bei 0% 40°, 80°, 120 ^ 160** und, nach 
Wenden des Winkelmessers, vom Anfangspunkte aus ebenso nach der andern Seite herum. 
Für das regelmäfsige Siebeneck mit Abrundung der Brüche bei 5P/7° (es wäre ^Iq = V«)» 
iÖ2*/t*, 154*/?^ und ebenso in entgegengesetzter Richtung. 
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Die Summe der Gleichungen 1) und 2) wird , , : ; 

3) y» = r« + ^^ 
und dies lehrt: in einem Kreise ist das Quadrat der Seite des regel- 
mäfsigen Fünfecks gleich der Summe der Quadrate der Seite des 
regelmäfsigen Sechsecks und Zehnecks. Bildet man aus diesen Seiten 
ein Dreieck, so wird dasselbe rechtwinklig. (Vergl. 16, 8, 10.) 

Einsetzen des Wertes von z in 3) ergiebt die Seite des einbeschriebenen 
regelmäfsigen Fünfecks 

4) y = Va r ]/ 10 — 2 K5 = l,176r. 
Durch ihre Hälfte hat man den Inhalt des einbeschriebenen regelmäfsigen 
Zehnecks = 10-V2***V2y, das ist ^ 



/io = ö/4r« l/"lO - 2 Kö = 2,939r^ 
Zur Bestimmung der Seite des umbeschriebenen regelmäfsigen Zehnecks, 
J-iPi = Z, hat man 

Z _ r 

z "^ MK 

und da A MKA cv> AHJ ist, ^^^^ = y\ — ? ^^ 



Z — 



' MK V2y_ ^ ^hy 

_ v4(K5-i)^r^ _ i AK5--y ^ l/ 

^Wy V4ryiO-2K5 K2K5(K5-1) M 



(Kö - 1)» 



Z = 2r ]/ 1 — 0,4 K5 = 0,650r 
und der Inhalt ist i^io = 10 r^ ]/ 1 — 0,4 K5 = 3,249 r^ 

5. Aufgabe. Aus den umgekehrten Werten der Umfange des ein- 
beschriebenen und des umbeschriebenen regelmäfsigen Vielecks von n Seiten 
die umgekehrten Werte der Umfange des um- und einbeschriebenen regel- 
mäfsigen Vielecks von doppelter Seiten- 
zahl zu bestimmen. 

Ausführung. Es sei AAx eine Seite 
des dem Kreise vom Halbmesser r einbe- 
schriebenen und DDi die ihr gleichlaufende 
Seite des umbeschriebenen regelmäfsigto 
Vielecks von n Seiten; AO und OAi sind 
Seiten des einbeschriebenen 2n-Ecks. Um 
eine Seite des umbeschriebenen 2w-Ecks 
auf der Seite DA zu erhalten, werden die 
Winkel CMB und CKD^ halbiert; dann ist 
T'xF eine Seite des umbeschriebenen regel- 
mäfsigen 2n-Ecks. 

Aus A MGF oo ABO (1. Satz) erhält 
man q^ _ mG 

BG ~ AB' 

Dies setzt man ein in AG^ = 2MG'BG und hat 

AG^ = 2*AB'GF^ oder durch Multiplizieren dieser Gleichung mit 2n*2n 
{2nAGy = 2nAB • 2n • 2 0^ = nAA^ • 2nFFi 



also AB 
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und das ist, wenn man die Umfange der einbeschriebenen Vielecke mit c, 
die der umbeschriebenen mit u und dabei die von doppelter Seitenzahl mit 
der Marke 2 bezeichnet, 

a) 62^ = e ' U2' 
Ferner ist durch den Halbmesser MB = q 

AB' = r* - ?' = (r + 9) (r - q) 
und wie vorher ÄC' = 2r(r — q) 

oder, da ^ = CB *'*' ^C^ = '' V + Cb) 

daher a- h " C^»^^)" - ^U (l + ?^^) 

aaner a n (ßnÄCf " V ^ 2nCB} 

das ist 4 = '/ä (l + -) 

oder, wenn man eg* aus Gleichung a) einsetzt, 

also, durch e dividiert, . /a i\ 

■•' . 1)1 = >/.(- + -) 

und dem entsprechend wird geschrieben, indem man 1 = 1 durch Gleichung 
a) dividiert, 



1 
oder 



€2^ c« 



2)1 = ^1.1. ' 
62 e «i2 

Die erste Formel giebt eine Mittelgröfse, die zweite ein Mittelglied 
an. Es ist 

1) der umgekehrte Wert vom Umfange des um beschriebenen regel- 
mäfsigen 2 »-Ecks die Mittelgröfse der umgekehrten Werte von den Um- 
fangen der beiden w-Ecke, und 

2) der umgekehrte Wert vom Umfange des einbeschriebenen regel- 
mäfsigen 2n-Ecks ist das Mittelglied der umgekehrten Werte vom Umfange 
des einbeschriebenen w-Ecks und des umbeschriebenen 2»-Ek3ks. 

Anmerk. Geht man bei den ein beschriebenen Vielecken vom Umfange 
des regelmäfsigen n-Ecks über zu dem des 2n-Ecks, so ersetzt man die 
Seite ÄÄi durch ÄC -\- CÄi. Diese Summe zweier Dreiecksseiten ist gröfser 
als die dritte Seite ÄÄi. Solche Vergröfserung tritt an allen n Seiten ein; 
mithin ist der Umfang des einbeschriebenen 2w-Ecks gröfser, als der des 
n-Ecks. Verdoppelt man die Zahl der Seiten abermals, indem man den 
Halbierungspunkt des Bogens ÄC mit Ä und C verbindet und mit den übrigen 
ebenso verfährt, so wird der Umfang des einbeschriebenen 4 »-Ecks gröfser 
als der des 2 »-Ecks. Fährt man so mit Verdoppeln fort, so kommt man 
in der Figur bald dahin, dafs man den Umfang des Vielecks vom Kreis- 
umfange nicht mehr unterscheiden kann, und mit Zeichnen aufhören mufs; 
in der Rechnung aber kann man die Annäherung beliebig weit fort- 



Digitized by 



Google 



— 135 — 22,6. 

führen. Der Kreisumfang ist die obere Grenze der Umfange aller ein- 
besehriebenen Vielecke. 

Beim um beschriebenen Vieleck wird beim Übergehen vom w-Eck zum 
2n^Eck die Summe FI>i -f- DiCr ersetzt durch die Gerade JPGr. Diese nmal 
eintretende Verminderung macht den Umfang des umbeschriebenen 2n-Ecks 
kleiner, als den des n-Ecks. Der Umfang des imibeschriebenen 4n-Ecks 
wird kleiner, als der des 2w-Ecks; und so legen sich die Umfange des 
8n-Ecks, 16n-Ecks, usw. immer enger um den Kreis herum, dem man also 
durch Berechnen derselben beliebig nahe kommen kann. Der Kreis- 
umfang ist die untere Grenze aller umbeschriebenen Vielecke. 

Wie weit man dem Kreise, der zwischen den ein- und umbeschrie- 
benen Vielecken liegenden Grenze, von innen und aufsen ^''ch genähert 
hat, ersieht man bei der Rechnung aus der Menge der in dt ZaMenwerten 
der Umfange übereinstimmenden Bruchstellen. 

Man führe eine der unter Nr. 6 stehenden 4 Berechnungen aas, indem man 
abkürzend rechnet. Eine der gröfseren Eecbnungen, 3) oder 4), ist in zwei 
Schalstanden za erledigen. 

6. Berechnung von 7t, 

1) Viereck, als Anfang. 
Jede Seite des um den Kreis beschriebenen Quadrates ist gleich dem 
Durchmesser df, also sein Umfang w = 4df. Die_ Seite x des einbeschrie- 
benen Quadrates folgt aus :r* = 2r', a; = r K2, also der Umfang e = 
ir V2 = 2V2 ^d = 2,828 df. Die Umfange aller durch fortgesetztes Ver- 
doppeln entstehenden Vielecke werden ebenso durch den Kreisdurch- 
messer d ausgedrückt. Um das fortwährende Schreiben des d zu 
ersparen, lassen wir es während der Rechnung fort und fügen es 
erst der Schlufsangabe wieder bei. 

Für die Formehi 1) und 2) in Nr. 5 wird 

11 11 

- = - = 0,25 und - = TTTT^» nait V2 im Zähler und Nenner mul- 

w 4 ' e 2K2' 

tipliziert, - = V4K2 = 0,3536. Hieraus nach Formel 1) und 2) für die 

Achtecke 

1 : et = 0,3536 1 : «* = 0,3B36l 

i:u, = 0,25 1 : «« = O.SOis) "'"^^'P^' 

0,6036 0,10608 

1 : «8 = 0,3018 35 

28 



es = K0,10ö71 = 0,3267*) 

62. 167 0,3018 = 1 : u» 



646 431 
652 43 



0,6285 

0,3142 = 1 : «16 
und so fort. Die Ergebnisse werden in eine Tabelle gebracht: 



*) Der Strich über der 7 giebt an, dafs 7 durch Erhöhen entstanden ist Der über 
oder unter eine Ziffer gesetzte Punkt sagt, dafs das Rechnen mit ihr erledigt ist. 
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n 


1 


1 


Unterschied 




u 


e 




4 


0,25 


0,3536 


0,1036 


8 


0,3018 


0,3267 


0,0249 


16 


0,3142 


0,3204 


0,0062 


32 


0,3173 


0,3188 


0,0015 


64 


0,3181 


0,3184 


0,0003 



Es zeigt sich, dafa jeder fdgende Unterschied nur etwa den vierten Teil des 
vorhergehenden beträgt. Also ist hier aufzuhören. 

Aus — = 0,3181 folgt 

«64 

1 : 0,3181 = 1164 = 3,144 d [wo d wieder beigefügt ist] 
und 1 : 0,3184 = e^, = 3,141 d. 

Will man Tausendstel des Durchmessers nicht berücksichtigen, so 
ist anzugeben 

Umfang des umbeschriebenen 64-Ecks = 8,14 (? 
* * einbeschriebenen 64-Ecks = 3,14 dl 

also ist, bis auf Hundertstel des Durchmessers, auch 
der zwischen beiden liegende Kreisumfang = 3,14 c?. 

Die Zahl (3,14), mit welcher der Durchmesser zu multiplizieren 
ist zur Angabe der Länge des Kreisumfangs, wird mit tt (dem griechi- 
schen Buchstaben Pi) bezeichnet. Also ist, auf zwei Bruchstellen, 

TT = 3,14. 
2) Sechseck, als Anfang. 
Die Seite x des umbeschriebenen regelmäfsigen Sechsecks ist Seite eines 

2r 

gleichseitigen Dreiecks mit der Höhe r. Aus ^lix^ = r^ folgt x = ^TW 

d 6 ^^ 

= :j-p=^, also der Umfang u = zry~ d und der des einbeschriebenen regel- 
mäfsigen Sechsecks e = 6r = 3(f. Also ist, wenn man, während der 
Rechnung, d nicht immer wieder hinschreibt, 

- = i/e K3 = 0,2887 und - =: Vs, und es folgt nach Formel 1) und 2) aus 



Uß = 0,2887 
ee = 0,3333 

0,6220 
wi2 = 0,3110 



1 : ei2 = FVs- 0,3110 = 1/0,1036 7 = 0,3220 

62 136 
64 127 

und so fort mit den Ergebnissen 



m 


l 


1 


Unterschied 




u 


e 




6 


0.2887 


0,3333 


0,0446 


12 


0,3110 


0,3220 


0,0110 


24 


0,3165 


0,3192 


0,0027 


48 


0,3179 


0,3185 


0,0006 


96 


0,3182 


0,318l 


0,0002 
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Aus 1 : W96 = 0,3182 folgt 1 : 0,3182 = u^e = 3,143 d 
und aus 1 : e^e = 0,3184 cqq = 3,141 d 

also, wenn es auf Tausendstel des Durchmessers nicht mehr ankommt, 
ist tiQQ = 3,14: d = 696 

mithin auch der zwischen diesen Umfangen befindliche 

Kreisurafang = 3,14 e? 
also, wie unter 1), der Faktor von d, auf 2 Bruchstellen, 

TT = 3,14. 

3) Will man tc auf mehr Bruchstellen mit Sicherheit finden, so ist die 
Rechnung von Anfang an auf mehr Bruchstellen anzulegen. Bei 1) und 2) 
gab die mit 4 Bruchstellen angesetzte Rechnung 3 Ziffern von n, die Ganzen 
und 2 Bruchstellen. Wünscht man ti auf 5 Bruchstellen zu finden, so ist 
die Rechnung auf 7 Bruchstellen auszuführen.*) 

Das Viereck liefert bei der Rechnung auf 7 Bruchstellen folgende 
Ergebnisse : 



n 


l 

u 


1 
e 


Unterschied 


4 


0,25 


0,353 5534 


0,103 5534 


8 


0,301 7767 


0,326 6407 


0,0248640 


16 


0,314 2087 


0,3203644 


0,006 1557 


32 


0,317 2866 


0,318 8218 


0,001 5352 


64 


0,3180545 


0,3184378 


0,0003836 


128 


0,3182460 


0,318 3419 


0,0000959 


256 


0,3182939 


0,318 3179^ 


0,0000240 


512 


0,3183059 


0,3183119 


0,0000060 


1024 


0,318 3089 


0,318 3104 


0,0000015 


2048 


0,318 3096 


0,318 3100 


0,0000004 



Demnach ist «2048 = 3,14 159 5 6? 

und ^2048 = 3,14 159 2 <? 
ohne Millionstel des Durchmessers ist der zwischen ihnen hegende 
Kreisumfang sicher 

k = 3,14159«? 
also auf 5 Bruchstellen 

7t = 3,f4 159. 



*) Die auf 5 oder 6 Bruchstellen angesetzte Bechnung führt zu Ergebnissen, deren 
nicht befriedigende Genauigkeit den erheblich gröfseren Zeitaufwand nicht lohnt. Dasselbe 
gilt von der mit 7 Bruchstellen durchgeführten Rechnung, die vom regelmäfsigen Sechseck 
ausgeht und welche abzuschliefsen ist mit 

1 : MiM6 = 0,318 3093 
und 1 : ei686 = 0,318 3099 
voraus herrorgeht 

«1636 = 3,14 159 9 (« 
und ei5M = 3,14 159 3 d, 
so dafs der Zweifel bleibt, ob für tt. in der fünften Bruchstelle Erhöhung eintreten müsse. 
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4) Zehneck, als Anfang, mit 7 Bruchstellen. 
Nach Nr. 4 ist der Umfang des einbeschriebenen regelmäfsigen Zehnecks 
e =z 10z = »/2(K5 — l)d 
und der des umbeschriebenen 

u = lOZ = lOd y 1 — 0,4 VI. 
Also wird, mit Fortlassen des d, 

1 _ 2 _ 2 0/5 + 1) 

e ~ 5 (Kö — 1) 



und 



5-4 
1 : eio = 0,1 (1 + Vb) = 0,3236068 

1 1 

u 



lOl/l — 0,4 K5 VÖ^ 



1 : Mio = 0,1 j/ö 4- 2K5 = 0,307 7684. 
Damit erhält man: 



» 


1 
u 


1 
e 


Unterschied 


10 


0,307 7684 


0,323 6068 


0,0158384 


20 


0,3156876 


0.319 6227 


0,0039351 


40 


0,317 6551 


0,3186374 


0,0009823 


80 


0,318 1462 


0,3183917 


0,0002455 


160 


0,3182690 


0,318 3303 


0,0000613 


320 


0,3182996 


0,3183149 


0,0000153 


640 


0,3183073 


0,318 3111 


0,0000038 


1280 


0,318 3092 


0,318 3101 


0,0000009 


2560 


0,3183097 


0,3183099 


0,0000002 



Zur Bestimmung der letzten Umfange werde beim Dividieren eine Null 
angehängt und dann erst abgekürzt gerechnet. Es wird 

M2560 = 3,14 159 45 (^ 
^2560 = 3,14 159 25 d 
also ist auf 5 Bruchstellen zuverlässig 

7t = 3,14 159. 

Anmerk. 1. Man merke sich tc auf 8 Bruchstellen 

7t = 3,1415 9265 
Leicht zu behalten ist der Anfang wegen der durch 1 1 getrennten Zahlen- 
folge 3 4 5; dann kommen von 11 die äufserste einzififerige Zerlegung und 
die innerste, 9 + 2 und 6 + 5, in absteigender Ordnung der Posten. 

Anmerk. 2. Archimedes (287 — 212 vor Christus, in Syrakns) hat zuerst 
das Verhältnis des Ereisumfangs zum Durchmesser zu bestimmen gesucht. Aus 
dem Umfange des um- und einbeschriebenen regelmäfsigen 96-Ecks fand er, dafs 
es weniger als 3^^/70 und mehr als 3^^/71 sei. Nach ihm nennt man 3^/7 = ^^h- 
den Archimedischen Näherungswert von n. Er ist um 0,00126 zu grofs, kann 
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also nur in solchen Fällen der Anwendung gebraucht werden, wo es auf Tausend- 
stel des Durchmessers nicht ankommt.*) 

Der niederländische Jl^athematiker Ludolph van Ceulen (1539 — 1610) 
berechnete in einer 1596 erschienenen Schrift die Yerhältniszahl n auf 20, später 
auf 35 Bruchstellen. Bei seiner auf 20 Bruchstellen angelegten Rechnung, die 
vom regelmäfsigen Sechseck ausging, hatte er 30 Paare von Vielecken zu be- 
rechnen, bis zu den von 2^^ • 3 = 3 221 225 472 Seiten, und erhielt deren Um- 
fönge (mit obiger Bezeichnung) ^ 

u = 3,14159 26535 89793 23847 d 
e = 3,14159 26535 89793 23846 d 
die sich ,in der letzten Bruchstelle nur um 1 unterscheiden. Da nun [wie aus 
obigen Ergebnissen in 1) bis 4) zu ersehen ist] der Ereisumfang dem Umfange 
des ein beschriebenen regelmäfsigen Vielecks viel näher kommt, als dem des um- 
beschriebenen, so hatte er auf 20 Bruchstellen 

n = 3,14159 26535 89793 23846 
denen folgen 26433 83 und andere immer weiter. 

Ihm zu Ehren nennt man n die Ludolphsche Zahl.**) 

7. Das Ergebnis der Berechnungen in Nr. 6 werde hier noch besonders 
hingestellt: 

71 ist die Zahl, mit welcher der Durchmesser zu multiplizieren ist, umi 
die Länge des Kreisumfanges zu erhalten: 

Kreisumfang k = 7td = %7ir. 

*) Den gemeinen Bruch '*^/iis, dessen Wert erst in der siebenten Bruchstelle wenig 
über 7t hinausgeht, hat Metius in der Mitte des 16. Jahrhunderts gefunden. Dies Ver- 
hältnis ist in der Ordnung 

Durchmesser zu Kreisumfang = 113 : 355 
leicht zu merken: man schreibt jede der ersten drei ungeraden Zahlen zweimal hin und 
trennt sie in' der Mitte durch den Doppelpunkt. Aber zum Rechnen ist der gemeine 
Bruch schwerlich mit Vorteil zu benutzen. 

♦*) Um das Jahr 1860 wurden veröffentlicht nur als Beispiele geschickter Aus- 
führung Ton Reihenentwickelungen Berechnungen der Zahl n vom Kopfrechner Dase aus 
Hamburg auf 200, vom Astronomen Glausen in Dorpat auf 250, vom Astronomen Dr. Leh- 
mann in Potsdam auf 260 und rom Professor Richter in Elbing sogar auf 500 Bruch- 
stellen. Sie wufsten sehr wohl, dafs in irgendwelcher Rechnung'Anwendung von so 
vielen Bruchstellen niemals zu machen ist; weil schon mit den früher bekannten Bruch- 
stellen jedeerwünschte Genauigkeit des Rechnungsergebnisses erreicht werden kann. 
Dies wollen wir durch folgendes Beispiel erläutern. 

Der Erdmittelpunkt beschreibt im Laufe eines Jahres um die Sonne eine Bahn, 
welche einer kreisrunden sehr nahe kommt. Der grofse Durchmesser derselben beträgt 
297 340000 Kilometer. Nicht die Grofse dieser Bahn-Ellipse, sondern den Umfang eines 
Kreises, welcher ihr an Länge vergleichbar ist, wollen wir berechnen, nur als beson- 
deres Bieispiel eines sehr grofsen Kreises. — Auf wieviele Bruchstellen ist n zu 
nehmen, wenn die Länge des Kreisumfanges, von genau 297340000 km Durchmesser, 
bis auf Zehntausendstel-Millimeter richtig angegeben werden soll? — Verwandelt 
man die Kilometerzahl des Durchmessers in Zehntausendstel-Millimeter, so erhält sie 19 
Ziffern. Also ist n auf 19 Bruchstellen zu nehmen. Diese geben die Antwort: Der Um- 
fang des Kreises, dessen Durchmesser genau 297 340000 km ist, hat eine Länge von 
934 121 159 km 618 m 389 mm und 1216 Zehntausendstel-Millimeter. Die nun noch 
kommenden 0,000024 mm, nebst dem, was dann noch fehlt, müfste man mit stärkstem 
Mikroskope suchen! Und jene Antwort haben erst neunzehn Bruchstellen von n ge- 
leistet! (Um die Zugabe mit völliger Sicherheit hinschreiben zu können, wurde mit 23 
Bruchstellen noch einmal gerechnet.) Aus den Worten „nebst dem, was dann noch fehlt,'' 
ist zu schliefsen, dafs, wer der erweiterten Längenangabe noch ein halbes Millionstel- 
Millimeter hinzufügen wollte, den Umfang des Kreises etwas zu grofs angeben würde. 
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Zusatz. Ist der Durchmesser gleich der Längeneinheit, z. B. 1 Meter, 
so ist die Gröfse des Kreisumfanges n Meter, also 3 Meter 14 Centimeter 
1 Millimeter 5 Zehntelmillimeter 9 Hundertstelmillimeter, und wer den hinter 
dieser Angabe noch verbleibenden Fehler sehen wollte, müfste ein starkes 
Vergröfserungsglas anwenden. 

Man sagt: 1) Der Kreisumfang vom Durchmesser Eins ist = 7t, 

2) Der Halbkreis vom Halbmesser Eins ist = tt. 

Anmerk. Da die Zahl ti unzählig viele Bruchstellen hat*), so mufs 
mit n stets abgekürzt gerechnet werden. Beim Multiplizieren sind von ti 
mindestens so viele Bruchstellen zu nehmen, als der andere Faktor 
geltende Ziffern besitzt. (Hat er deren mehr als 10, so ist noch eine 
Stelle mehr zu verwenden, weil dann die Summe der Fehler der letzten Stelle 
aller Teilprodukte mögUcherweise mehr als eine halbe Einheit dieser Stelle 
betragen kann. Bei einer gröfseren Anzahl wird es immer wahrschein- 
licher, dafs Ausgleichung eintritt.) 

a) Man vergleiche in den folgenden drei Berechnungen des Kreisumfanges 
vom Durchmesser 98 765 m die vollständige Mnltiplikation 1) mit den abge- 
kürzten 2) und 3). 

1) 2) 3) 

3,14159 3,14159 265 3,14159 

98 765 98 765 98 765 



282 V4b,l 


282 743,338 5 


282 743,1 


25132 72 


25 132 741 2 


25 132 7 


2199 113 


2 199114 8 


21991 


188 495 4 


188 495 5 


188 5 


15 707 95 


15 708 


15 7 



310 279,136 35 310 279,398 310 279,1 

also 310 279,398 m also 310 279 m. 

(bis auf Millimeter). 
Das vollständige Mnltiplizieren unter 1) hat dem Ergebnis einen Stellenbrach 
geliefert, dessen richtig berechnete Ziffern falsch sein müssen, weil der dar- 
über gezeichnete Winkel mit Ziffern ausgefüllt sein müfste, die von nicht 
mehr benatzten Bruchstellen von n herkommen würden und mit den hingeschrie- 
benen Ziffern eine ganz andere Summe ergeben, wie unter 2) zu sehen ist. Das 
abgekürzte Multiplizieren unter 3) liefert das Ergebnis 310 279 m richtig und 
so genau, wie es bei, dem eingeschränkten Werte von n möglich ist. Unter 1) 
unrichtige Ziffern zu berechnen, ist Zeit Verschwendung. 

b) Wie grofs ist der Durchmesser eines Kreises von 10 Kilometer Umfang? 
d z=z Je: n, 

1) 10 000,000 000 : 3,14 159 = 3 183,101 55 
575 230 
2610710 
9 743 80 
319 030 
4 87100 
1729 410 
158 615 

*) Deshalb gehört n zu den „irrationalen" Zahlen. 
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10 000,00000: 


2) 
3,14 159 265 = 3 183,098 87 






575 222 05 








261 062 78 




3) 




9 735 37 


10 000,00: 


3,14 159 = 


= 3 183,1 


31059 


575 23 






27 85 


261 07 






2 72 


9 74 






21 

Das vollstä 


32 
tndiee Dividieren bei 1) riebt schon unter d 


er zweiten I 


(mchstelle 



Reste, welche zu grofs sind, weil die ans den nicht mehr benatzten Bruchstellen 
von n entstehenden Ziffern auch noch hätten abgezogen werden müssen. Sind Ann 
die voranstehenden richtigen Ziffern Terbraucht, und die unrichtigen Reste an die 
vorderste Stelle gekommen, so müssen auch bei richtigem Weiterrechnen in da^ä 
Ergebnis falsche Ziffern treten. Der Vergleich mit der genauen Rechnung unter 
2) zeigt, dafs alle Bruchstellen im Ergebnis anders lauten. Die kurze Rechnung 
unter 3) aber bringt das richtige Ergebnis 3 183,1 m, welches, trotzdem n nur 
auf 5 Bruchstellen genommen wurde, nur um 1 mm zu grofs ausfiel. 
Demnach mufs mit n immer abgekürzt gerechnet werden. 

8^ Ls. Die vom Kreise umschlossene Fläche hat den Inhalt 
J = ^h kr = Ttr^. 

Bw. Ein dem Kreise einbeschriebenes regelmäfsiges w-Eck ist kleiner, 
als die Kreisscheibe, in welcher es liegt, und diese ist, als Teil der Fläche, 
kleiner als das umbeschriebene w-Eck. Also hat man (nach 21, 8) 

Verdoppelt man immerfprt die Seitenzahl, so dafs solche Reihe ypn Viel- 
eckspaaren entsteht, wie in den Anmerkungen zu Nr. 1, 2 und 3 angegeben 
ist, so schmiegen sich die Umfange e und u immer enger an den Kreis- 
umfang Je an. Ist man von den beiden regelmäfsigen Sechsecken ausge- 
gangen, so kommt man an das in Nr. 6 Anm. 2 erwähnte Paar von 
230 . 3 = 3 221 225472 Seiten. Dieses Paar ist aber erst das dreifsigste 
in der Reihe; das vierzigste hat 2^^ = 1024 mal soviel Seiten, also über 
drei Billionen Seiten, das sechzigste weit über drei Trillionen. Man soll 
die Reihe immer weiter sich entwickeln lassen, das 300 ste, das 3000 ste 
Paar von 2®^^® • n Seiten, das dreimillionste denken und so in der Vor- 
stellung ohne Aufhören fortschreiten, dann sieht man ein, dafs (auch 
bei einem sehr grofsen Kreise) sowohl e, als u in den Kreisumfang ä, und 
Q in r übergeht, und aus vorstehender Zusammenstellung die Grenzen 
werden i, _ r i/ 7 

Die gleich gewordenen Grenzen zeigen also die Gröfse des Kreisinhaltes, 
die mit Einsetzen von k =: 27tr ist 

J = V2AT := 7tr\ 
Anmerk. 1. Der Ausdruck «7"= ^^Jcr erinnert an die Formel A = ^l^gh 
(21, 6). Die Übereinstimmung lehrt, dafs die Kreisscheibe gleich einem 
Dreiecjc ist, dessen Grundseite der durchgeschnittene und zur geraden Linie 
gestreckte Kreisumfang, und dessen Höhe gleich dem Halbmesser des 
Kreises ist. — Den Wert J = 7ir^ vergleiche man mit der unter Nr. 2 ge- 
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machten Bemerkung zum Flächeninhalte des einbeschriebenen regelmäfsigen 
Zwölfecks /ia = 3r«. 

Anmerk. 2. Wie sich durch Ziehen von geraden Linien oder Kreisen 
keine gerade Linie so abgrenzen läfst, dafs sie der Länge des Kreisumfanges 
genau gleich wird, so ist es auch unmöglich, die Kreisfläche in ein 
Quadrat (oder in eine andere geradlinige Figur) zu verwandeln *) Einige 
von Kreisbogen begrenzte Figuren aber lassen sich in ein Quadrat ver- 
wandeln. (Beispiele 22, 14, 48—50.) 

Zusatz 1. Der Inhalt des Kreises vom Halbmesser Eins ist = tt Qua- 
drateinheiten. — Beschreibt man mit dem Durchmesser eines Kreises einen 
neuen Kreis, so wird die Scheibe viermal so grofs, wie die Fläche des 
ersten. Ein Kreis mit zehnfachem Halbmesser umschliefst schon lOOmal so 
viel von der Ebene, als der kleine Kreis; sein Umfang aber ist nur das 
Zehnfache des kleinen Kreises. 

Zusatz 2. Man beschreibe um den Mittelpunkt mit dem Halbmesser ri, 
welcher kleiner als r ist, noch einen Kreis. Beide begrenzen einen Kreis- 
ring. Sein Flächeninhalt ist 

B, ^= 71 {r^ — ri*) und dies sei = nx^. 
Die Linie x (besser 2x) zeichne man von einem Punkte des inneren Kreises 
aus und beschreibe den Kreis, welchem der Ring an Inhalt gleich ist. Wie 
grofs ist ri zu nehmen, wenn sein Kreis die gegebene Kreisfläche hal- 
bieren soll? 

9. Ls. Zwei Bogen eines Kreises verhalten sich wie die auf 
ihnen stehenden Winkel am Mittelpunkte. 

Bw. Entweder haben die beiden Winkel ein gemeinsames Mafs, oder 
nicht. Im ersten Falle messe man beide mit dem gemeinsamen Mafse, dem 
Winkel et. Die Schenkel aller eingelegten Winkel a grenzen auf den beiden 
Bogen gleiche Teile ab (11, 4); einen derselben nimmt man als Mafs für 
die Bogen. Dann ergiebt sich die Behauptung. Auch im andern Falle ist 
der Beweis ganz wie der zu 18, 3 und 21, 1. 

Anmerk. Der in 3, 4 beschriebene Winkelmesser zeigt die Teilung 
eines gestreckten Winkels in 180 Winkelgrade, sowie die Teilung eines 
Halbkreises in 180 Bogengrade. Der sechzigste Teil eines Grades heifst 
eine Minute, der 60ste Teil einer Minute eine Sekunde; also, mit der 
für beide Arten von Graden geltenden Bezeichnung geschrieben: 1^ = 60', 
1' = 60". Hat ein Bogen so und so viele Bogengrade, Bogenminuten und 
Bogensekunden, so hat der zugehörige Winkel am Mittelpunkte ebenso viele 
Winkelgrade, Winkelminuten und Winkelsekunden. (Nr. Ö.) 

10. Ls. Zwei Ausschnitte eines Kreises verhalten sich wie 
ihre Winkel am Mittelpunkte oder wie ihre Bogen. 

Der Beweis ist wie der von Nr. 9; man braucht nur Ausschnitt statt 
Bogen zu sagen. 

11. Aufgabe. Die Länge & eines Bogens mit dem Halbmesser r 
aus seinem Winkel am Mittelpunkte zu bestimmen. / 

Ausführung. Ist der Winkel nicht allein in Graden, = a®, sondern 
auch mit Minuten und Sekunden gegeben, so ist es besser, seine Grade und 

*) Dies hat Prof. F. Lindemann 1882 bewiesen. 
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Minuten in Sekunden zu verwandeln^ dies möge ß" ergeben. Zu dem zu 
berechnenden Bogen ist der Halbkreis der zweite Bogen für Anwendung 
von Nr. 9: i_ _ _^ _ ^ 

Ttr ~ 180 ~ 648000' ^^^ 

180 *■ ~ ^ 648000 **' 
Anmerk. Winkelgrade sind immer gleich, als die 90sten Teile von 
einem Rechten; aber Bogengrade mit ungleichen Halbmessern sind un- 
gleich. Sie. haben das Verhältnis ihrer Halbmesser. 

12. Aufgabe. Den Flächeninhalt A eines Ausschnitts mit dem 
Halbmesser r aus seinem Mittelpünkts'winkel oder aus dem Bogen 
zu bestimmen. 

Ausführung. Man denke die Kreisfläche durch zwei auf einander 
senkrecht stehende Durchmesser in 4 Viertel zerlegt. Eines derselben ist 
zum gegebenen der zweite Ausschnitt für Anwendung von Nr. 10: 
Abaß 



^Um^ "" V2 7rr 90 324000' 



, folgUch 



360 ^ 1296000 * 

Anmerkungen. 1) Der erste Ausdruck, A = ^khr, stimmt in seinfer 
Form überein mit .der Formel A = ^hgh. Dies lehrt, dafs man in dem 
dreieckigen Ausschnitt den Bogen als seine Grundseite und irgend einen 
seiner Halbmesser als zugehörige Höhe nehmen könne. In der That steht 
dieser senkrecht auf ihm. Denn als der Endpunkt des Halbmessers den 
Kreis beschrieb, bewegte sich an dieser Stelle der Punkt augenblickhch in 
der Richtung, welche die Berührungslinie fortsetzt, und auf dieser steht 
der Halbmesser senkrecht. 

2) Zieht man in den um denselben Mittelpunkt mit r und n beschrie- 
benen Kreisen zwei Halbmesser r des gröfseren Kreises, welche den Winkel « 
einschliefsen, so schneiden sie aus dem Kreisringe ein viereckiges Stück her- 
aus, dessen Flächeninhalt ist 

^ = "" m'' ~ "" Wo''" = "" m^'' - '^"^ = 

V2 • er — (r + ri) (r — n) 
und das ist nach Nr. 11, wenn man noch r — n mit h bezeichnet, 

ein Ausdruck von der Gestalt der Inhaltsformel des Trapezes. (21, 7.) Und 
wirklich sind die das Viereck begrenzenden Kreisbogen zwei gleichlaufende 
Linien, da ihr senkrechter Abstand r — n = ä überall gleich ist, und des- 
halb ist h die Höhe. 

13. Den Inhalt eines Kreisabschnitts erhält man, wenn man 
vom zugehörigen Ausschnitt das ergänzende Dreieck abzieht. 

Beispiel. Der Inhalt des Abschnitts, welchen eine Seite des einbe- 
schriebenen regelmäfsigen Zwölfecks liefert, ist (22, 2) 
J =z V12 (Tt — 3) r« = 0,0118 r\ 
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14. Übungen. # 

a) Regelmäfsige Vielecke. 

1) Aas der Seite a eines regelmäfsigen Zehnecks den grofsen und kleinen 
Halbmesser and den Inhalt zu berechnen. 

r = Va (1 + Yb) a = 1,618a, q = V2 « l/T+TjTS' == 1,539a, 

J = 5/2 a' T/^5+ 2|/5' = 7,694 a^ 

2) Über der gegebenen Seite a ein regelmäfsiges Achteck zu zeichnen und 
seinen Inhalt als Vielfaches von a^ auf 3 Bruchstellen zu bestimmen. 

J = 4,828 a^. 

3) Ein regelmäfsiges Zwölf eck mit der Seite a zu zeichnen und seinen Inhalt 
als ein Vielfaches von a* auf 3 Bruchstellen zu berechnen. J= 11,196 a^. 

4) Aus der Seite a eines regelmäfsigen Fünfecks den grofsen und kleinen 
Halbmesser und den Inhalt auf 3 Bruchstellen zu berechnen. (Die innere Wurzel 
ist auf 5 Bruchstellen zu nehmen.) 

r = a 1^0,1 (5 + yj) = 0,851 a 
^ = 0,1 a 1/^25 + 10|/5 = 0,688 a 
J= Via» "1/^25 + 10 Yb = l,720a^ 

b) Zur Darstellung der Länge des Halbkreises. 

5) Unter den Angaben, wie eine gerade Linie zu zeichnen ist, dafs ihre 
Länge dem Umfange eines gegebenen Kreises recht nahe gleich wird, ist die, 

welche Kochanski 1685 bekannt machte, die 
beste, weil sie mit unveränderter Zirkelöffnung aus- 
geführt wird und ein sehr genaues Ergebnis hat. 

An den Durchmesser AB trage man im Mittel- 
punkte den Winkel AMD = Vs R dadurch an, 
dafs man mit dem Halbmesser r von A nach 
in den Kreis einschneidet und die Kreuzbogen bei 
D schlägt. Von dem Punkte U aus, in welchem 
sein Schenkel die durch A geheade Berührungslinie 
schneidet, trage man auf ihr den Halbmesser r 
dreimal ab und verbinde den Endpunkt F mit dem 
Endpunkte B des Durchmessers. Die Länge dieser 
Strecke BF ist sehr nahe gleich dem Halb- 
kreise. Man berechne, wie wenig ihr fehlt. (Beide 
Wurzeln auf 5 Bruchstellen.) 

BF = r 1/^13 Vs — 2 K3 = 3,14 153 r 

während der Halbkreis = 3,14 159 r 
ist; ihr fehlen nur 6 Hunderttausendstel des Halbmessers r. (In der Figur ist 
r= 15 mm. Wie klein ist der Fehler, wenn die Zeichnung genau ausgeführt 
werden könnte?) 

Wie kann man (um M) ein Qaadrat zeichnen, welches der Ej-eisfläche nahe 
gleich ist? 




Figur 152. 
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Rechnen mit tt. Es werde die Zahl tt auf fünf Bruchstellen ge- 
nommen, wenn nicht ausdrücklich eine andere Bestimmung, getroffen ist. 
c) Der Kreis und sein Inhalt. 

6) Der Sekundenzeiger einer Pendeluhr hat, vom Drehpunkte an, eine Länge 
von 11,05 cm. Wie lang ist der Weg, welchen die Spitze des Zeigers täglich 
durchläuft? 

7) Die Umfange zweier Kreise verhalten sich wie 5 : 7. Wie verhalten sich 
die Inhalte dieser Kreise? Welcher Bruch von kleineren Zahlen würde das 
Inhaltsverhältnis anschaulicher machen? 

8) Beim gleichseitigen Dreiecke ist der umheschriehene Kreis wievielmal so 
grofs, als der einbeschriehene, a) für die Umfange, h) für die Inhalte? 

9) Wie grofs ist die Seite eines Quadrates, welches gleichen Inhalt hat mit 
einem Kreise von 1 m Durchmesser? 

8 Bruchstellen geben 88 cm 6,2269 mm. 

10) Wie lang wird der Kreisumfang, welcher /• = 7,95 775 qcm Fläche 
umspannen soll? 

11) Mitten auf einer wagerechten geraden Linie nehme man einen Punkt 
an und trage von ans nach rechts und nach links Centimeter ab, setze an die 
rechts von stehenden Teilpunkte von aus die geraden Zahlen 2, 4, 6, ... . 
und an die links, auch von aus, die ungeraden 1, 3, 5, ... . Dann beschreibe 
man Halbkreise von nach 1 unt.erhalb der geraden Linie, von 1 nach 2 ober- 
halb, von 2 nach 3 unterhalb, . dann oberhalb nach 4 und so beliebig weit fort. 
Der entstehende Bogenzug sieht aus wie eine Spirale. Wie lang ist die gewundene 
Linie von bis zum Punkte n? Bis zu welcher Nummer kommt man, wenn man 
einen 1 Kilometer langen Faden von aus wie diese Spirale herumlegen will? 
Wie weit ist diese Nummer von entfernt? Wie lang ist das hinter der Nummer 
noch übrig bleibende Fadenende? 

Antwort: s =^ ^Un {n -\- 1) n 



«=_i/, + l/^. .^00 000 



V4+ =356,3. 



Es geht mit dem 1 km langen Faden zu Ende bei Nummer 356, und diese steht 
rechts von nur Im 78 cm weit. Das übrig bleibende Fadenende ist 1 m 82 cm 
lang und reicht nicht ganz für Vs des nächsten Halbkreises. 

12) Um den Kreis vom Halbmesser r ist ein gleichseitiges Dreieck be- 
schrieben. In eines der drei Eckstücke wird ein Kreis eingezeichnet, welcher zwei 
Seiten und den Bogen berührt. In das übrig gebliebene Eckstück ebenso ein 
Kreis; in das nun sich zeigende kleine Ecksttlck wieder und so fort ohne Auf- 
hören. Welchen Bruchteil des ersten Kreises ergiebt die Summe aller unzählig 
vielen eingezeichneten Kreise, und zwar a) für den Umfang und b) für den Inhalt? 

13) Der Umfang eines regelmäfsigen Sechsecks ist u. Wie grofs ist der 
Umfang eines Kreises, welcher m it dem Se chseck gleichen Inhalt hat? 

k = u\y^l67iys z=i 0,95 231 u, 

14) In ein gleichseitiges Dreieck über der Seite a sind drei gleiche Kreise 
beschrieben, welche die Seiten des Dreiecks und sich gegenseitig berühren« 
Welchen Bruchteil der Fläche des Dreiecks umschliefsen die drei Kreise? 

Br. = (K3 — ^h) n = 0,729 009. 

MartuB, Baumlehre. 1. 10 



Digitized by 



Google 



22, 14. — 146 — 

15) Ls. Die Teile zweier sich rechtwinklig schneidenden Sehnen geben die 
Durchmesser von 4 Kreisen, deren Inhalte zusammen gleich dem des gegebenen 
Kreises sind. (Man trage einen der Bogen anf dem folgenden gröfseren von dem 
ihnen nicht gemeinsamen Endpunkte aus ab.) 



d) Durchmesser. 

16) Auf dem Ruinenberge bei Potsdam hat das Wasserbecken, aus welchem 
der grofse Springbrunnen vor dem Schlosse Sans-souci gespeist wird, einen Umfang 
von 150,96 m. Wie grofs ist der Durchmesser des Beckens? (n auf vier Bruch- 
stellen.) 

17) Wieviele Centimeter ist der Halbmesser des Kreises, dessen Umfang 
1 Meter lang ist, und wieviele Quadratcentimeter beträgt der Inhalt dieses Kqeises? 
(n auf 4 Bruchstellen.) 

Antwort: Der Halbmesser ist nur 15,915 cm lang, der Inhalt aber 795,8 qcm. 
Der Weg, welchen der in kaum 16 cm Entfernung rundlaufende Endpunkt be- 
schreibt, ist ein doch recht langer im Vergleich mit dem kurzen Halbmesser. 

18) Wie grofs ist der Durchmesser eines Kreises von 1 qm Inhalt? 

d = 1,12 838 m. 

19) Wie grofs ist der Halbmesser eines Kreises zu nehmen, damit die 
Sekunden seines Umfanges Zehntelmillimeter werden, also mit einer Lupe 
erkennbar sind? (4 Bruchstellen.) 

Antwort: Zwanzig Meter und 63 cm. Das ist die Höhe des Branden- 
burger Thores in Berlin (ohne den Siegeswagen). Der Mittelpunkt des Kreises 
mufs sich oben auf dem Thore befinden, der Umfang vom Erdboden aus herum 
bis zur doppelten Thorhöhe empor gehen, damit man an der Kreisteilung unten 
mit einer Lupe Sekunden erkennen könne. Nach diesen Teilstrichen gehen die 
Halbmesser, welche Winkelsekunden einschliefsen! 



e) Kreisring. 

20) Einen Kreis zu beschreiben, dessen Umfang gleich der Summe zweier 
gegebenen Kreise ist, und einen, dessen Inhalt so grofs ist, wie die beiden Kreis- 
flächen zusammen. 

21) Den Unterschied zweier Kreise als Kreis darzustellen, a) für Umfang, 
b) für Inhalt. 

22) Von einer gegebenen Kreisscheibe einen Ring abzutrennen, dessen Fläche 
gleich dem Inhalte des Kreises mit dem Durchmesser d wird. 

23) Alle regelmäfsigen Vielecke über der Seite a haben zwischen dem um- 
und einbeschriebenen Kreise gleiche Ringe. 

Allgemeiner: Beschreibt man um die Spitze eines auf der Grundseite a 
stehenden gleichschenkligen Dreiecks mit Schenkel u^d Höhe Kreise, so ist der 
zwischen ihnen liegende ebene Ring den bei allen auf a stehenden gleichschenk- 
ligen Dreiecken ebenso zu zeichnenden Ringen gleich, trotz ihrer sehr verschie- 
denen Weite und Breite. 

24) Der grofse Halbmesser eines regelmäfsigen Achtecks ist r. Wie grofs 
ist der Ring zwischen dem um- und einbeschriebenen Kreise? (4 Bruchstellen.) 

R = 0,4601 r^. 

25) Den Inhalt eines Kreisringes aus der Länge seiner Grenzkreise a und b 
zu bestimmen, a = 12, b = 10 cm. 
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26) Bei einem Ringe von der Breite h hat der Kreis, welcher mitten zwischen 
der äufseren und der inneren Grenze läuft, den Umfang u. Welchen Inhalt haben 
die dnrch den Kreis entstandenen Teile und der ganze Ring? Was bedeutet die 
Abweichung der beiden Teile von seiner Hälfte, und die der Grenzen vom 
gegebenen Kreise ««? 

27) Einen Kreis mit dem Halbmesser r umgiebt ein Ring vom Inhalte wr^, 
wo w = 1,767144 gegeben ist. Wie breit ist der Ring? (Fünf Bruchstellen.) 



f) Bogen. 

28) Wie lang ist im Kreise vom Halbmesser r der Bogen, auf welchem der 
Mittelpunktswinkel von 114® 35,5' steht, und wie grofs ist der Kreisausschnitt? 

29) Wie lang ist beim Kreise von 10 qcm Inhalt ein Bogen von 54®? 
{n auf 4 Bruchstellen.) 

30) Erklärung. Denken wir, beim Anblick eines fernen Gegenstandes, von 
dessen höchstem und tiefstem Punkte eine gerade Linie nach unserm Auge 
gezogen, so schliefsen die beiden Linien am Auge den Winkel ein, unter welchem 
jener Gegenstand uns erscheint. Dieser Winkel heifst die scheinbare Gröfse 
des Gegenstandes für unsern Standort. — Die Angabe „der scheinbare Durch- 
messer des Mondes ist 31 Minuten" sagt: die von den Endpunkten eines Mond- 
durchmessers in unser Auge kommenden Strahlen bilden am Auge einen Winkel 
von 31'. Seine Gröfse kann man als einen halben Grad sich merken. (Sie 
ändert sich ein wenig im Laufe jedes Monats.) 

Frage. Welchen Abstand vom Auge muTs man einer Taschenuhr geben, 
damit sie ebenso grofs erscheine wie die Sonne? — Der scheinbare Sonnendurch- 
messer ist um den 1. Juli S = 31^2 und um den 1. Januar 32^/2 Minuten. 
Durchmesser einer Ankeruhr eZ = 46 mm, einer Damen-Cylinderuhr 32 mm. Der 
Uhrdurchmesser d ist als Bogen des Kreises vom Halbmesser x zu nehmen.*) 
{n auf 4 Bruchstellen.) 

10 800 d 
Antwort: x = r. 

TT o 

Ankeruhr, Abstand x zwischen 5 m 2 cm und 4 m 87 cm; 

Damenuhr, * x * 3 m 49 cm und 3 m 38 cm. 
Die Herren-Taschenuhr erhält erst in einer Entfernung von fünf Metern die 
scheinbare Gröfse der Sonne, wie wir sie an einem Sommerabende untergehen 
sehen — und 3^/s Meter weit vom Auge, kann die kleine Damenuhr die Sonne 
verdecken. 

31) Richtet man auf den Stern y im Sternbilde der Jungfrau ein grofses 
Fernrohr, so sieht man zwei gleich helle Sterne, die so nahe bei einander stehen, 
dafs sie beim Anblick mit freien Augen oder mit einem nur mäfsig vergröfsernden 
Fernrohre als ein Stern dritter Gröfse gesehen werden. Die vor dem Jahre 1835 
ausgeführten Messungen des Zwischenraumes zwischen den beiden weifsen Sternen 
zeigten fortschreitende Verminderung desselben; im Jahre 1835 liefs auch das 
stärkste Femrohr nur einen Stern erkennen (der eine befand sich also gerade 
vor dem andern) und seitdem nimmt ihr scheinbarer Abstand wieder zu. Aus 
diesen Ortsveränderungen hat Mädler berechnet, dafs die beiden Sterne in 170 



*) Ein Bogen von 32 Minuten hat zwischen seinen Endpunkten die Seite eines regel- 
mäfsigen 675-Ecks, die von ihm nicht mefsbar verschieden ist. 

10* 
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Jahren um einander herumlaufen. Ihr gegenseitiger Abstand a liegt demnach 
gegen Ende des 19. Jahrhunderts quer vor uns. Seine scheinbare Gröfse ist 
5,0"; seine wahre Gröfse (in Kilometern) können wir nicht ermessen. Wohl 
aber ist leicht auszurechnen, wievielmal so grofs, als der Abstand a. ihre 
Entfernung von uns ist. Dazu, wird a als der 5 Sekunden gröfse Bogen des 
Kreises vom Halbmesser x genommen, {n auf 4 Bruchstellen.) 

Durch das Fernrohr sieht der Doppelstem aus wie zwei ferne elektrische 
Kohlenlicht-Lampen. Wenn zwei solche Flammen im Abstände a = 3 Meter in 
Berlin vor einem Hause leuchten, in welcher Entfernung, rechtwinklig gegen die 
Vorderseite des Hauses, erscheinen die beiden hell strahlenden Flammen ebenso 
eng bei einander, wie die beiden Sonnen, welche Doppelstem y der Jungfrau 
heüJsen? 

Antwort: Erst in einer Entfernung von 123^/4 Kilometern. Magdeburg 
ist von Berlin geradeaas 124 Kilometer weit.*) Von Magdeburg aus würde 
man, wenn kein Hindernis dazwischen wäre, die beiden elektrischen Kohlenlicht- 
Lampen gerade vor sich am Hause in Berlin ebenso eng bei einander sehen, 
wie die beiden Sterne y. Dieser Vergleich läfst erkennen, dafs der Doppelstern 
dem freien Auge als ein Stern erscheinen mufs. Hat also ein Winkel von 
5 Sekunden seinen Scheitel in Magdeburg und seine Schenkel in der Richtung 
nach Berlin, so treten diese beiden geraden Linien, welche 20 Meter vom Scheitel 
^/2 mm Abstand von einander haben [nach der Berechnung in 19)] so .langsam 
auseinander, dafs sie erst in Berlin drei Meter einspannen. — Wie weit aber 
mögen die Schenkel eines so schmalen Winkels laufen müssen, bis sie den gegen- 
seitigen Abstand jenes Sonnenpaares zwischen sich fassen können! — 

32) Wird um einen Halbmesser eines Kreises als Durchmesser ein Kreis 
beschrieben, so schneidet jeder Halbmesser des ersten Kreises von beiden Kreisen 
gleiche Bogen ab, die vom Berührungspunkte anfangen. -^ Daraus folgt: Kollt 
der kleine Kreis am Umfange des grofsen herum, so gleitet der Punkt, welcher 
anfangs Berührungspunkt war, auf seinem Durchmesser des grofsen Kreises hin 
und her. (Das zu sehen, zeichne man um den gewählten Halbmesser den Kreis 
in der dortigen Lage.) Dies gilt von jedem Berührungspunkte. Jeder Punkt 
des kleinen Kreisumfangs beschreibt beim Rollen der Scheibe einen gerad- 
linigen Weg. 



g) Ausschnitt. 

33) Der Bogen eines Kreisausschnittes von 10^ ist 1 m lang. Wie grofs 
ist der Halbmesser eines Kreises, welcher denselben Inhalt wie der Ausschnitt hat? 

34) Wie grofs ist der Mittelpunktswinkel des Ausschnitts, dessen Umfang 
dem Kreisumfange gleich ist? (Beim Dividieren sind nicht Grade, sondern Se- 
kunden zu nehmen, weil die Ungenauigkeit der letzten Bruchstelle durch die 
hohe Benennung eine gröfsere ist, was durch Verwandeln des Gradbruches in 
Minuten und Sekunden 3600mal so stark hervortritt.) 

35) Ein Bogen von 12,5 cm Halbmesser ist 16 cm lang. Wie grofs ist der 
zugehörige Kreisausschnitt und der Winkel am Mittelpunkte? 



*) 124 km Entfernung (in Luftlinie) haben auch Königsberg i. Pr. und Danzig, Dresden 
und Merseburg, Leipzig und Gotha, Frankfurt a. M. und Karlsruhe, Stuttgart und Darm- 
stadt, und fast auch München und Ulm. 
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36) Der Inhalt eines Kreisausschnittes von a = 40^ ist J = 1 qm. Wie 
grofs ist der Halbmesser eines Kreises, welcher mit dem Aasschnitt gleichen 
Umfang hat? 



X 



/l , OL \ 1/360 J 



37) Wie grofs ist der Umfang eines Kreisausschnitts von 60*^, dessen Inhalt 
gleich dem eines gleichseitigen Dreiecks über der Seite a ist? 

. n 

h) Bogenfiguren. 

38) Wie grofs ist ein Eckstück, welches vom Bogen und zwei halben Seiten 
begrenzt wird, bei dem um den Kreis vom Halbmesser r beschriebenen regel- 
mäfsigen Sechseck? 

39) Über den Seiten des dem Kreise vom Halbmesser r einbeschriebenen 
regelmäfsigen Sechsecks werden nach aufsen Halbkreise gezeichnet. Wie grofs ist 
der Umfang und der Inhalt des durch die Halbkreise begrenzten Flächenstücks? 

40) Drei Kreise mit gleichem Halbmesser r berühren sich gegenseitig. Wie 
grofs ist Umfang und Inhalt der dreiseitigen Bogenfigur, deren Spitzen die 3 Be- 
rührungspunkte sind? 

41) Über jeder Seite a eines gleichseitigen Dreiecks ist um die Gegenecke 
als Mittelpunkt ein Kreisbogen beschrieben. Wie grofs ist in dem Bogen- 
dreieck die Summe der Winkel, der Umfang und der Inhalt? 

42) Um einen Punkt des Kreises vom Halbmesser r ziehe man mit r durch 
den ganzen Kreis einen Bogen, um beide Treffpunkte wieder und so noch ein 
paarmal. Die Bogen liefern das Bild einer sechsblättrigen Blüte. Wie grofs 
ist ihr Umfang, ihr Inhalt und jeder Winkel? 

43) Von zwei Kreisen mit gleichen Halbmessern r liegt der Mittelpunkt des 
einen auf dem andern Kreise. Wie grofs sind die Winkel, der Umfang und der 
Inhalt des gemeinsamen Flächenstücks? (4 Bruchstellen.) 

44) Um die Endpunkte eines Halbkreises beschreibe man mit dem Durch- 
messer zwei Bogen bis zu ihrem Treffpunkte, so dafs sie den Halbkreis über- 
spannen. Man soll Umfang und Inhalt der Bogenfigur berechnen. 

45) Setzt man an jeden Endpunkt eines Halbkreises einen Achtelkreis, dessen 
Mittelpunkt der andere Endpunkt ist, und schliefst man den Zug durch einen 
Yiertelkreis, so hat die Figur das Aussehen eines Eies. Man soll ihren Umfang 
und Inhalt berechnen. (4 Bruchstellen.) 

w = (3 — V2 K2) nr = 7,2033 r 

J = [(3 — Y2) 7i—l]r^z=z 3,9819 r^. 

46) Sichel des Archimedes. Ist der Durchmesser eines Halbkreises durch 
einen Punkt in die Teile a und l zerlegt, und beschreibt man über diesen nach 
innen Halbkreise, so ist die Bogenfigur inhaltsgleich dem Kreise, welcher die im 
Teilpunkte auf dem Durchmesser stehende und bis zum Halbkreise reichende Senk- 
rechte zum Durchmesser hat. 

47) In einem Kreise ziehe man den senkrechten Durchmesser d, schneide 
auf ihm die Strecken a und h (& > a) beide von seinem oberen Anfangspunkte 
aus ab und beschreibe Halbkreise über a und h nach links und über {d — a) und 
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(d — b) nach rechts; dann wird die Kreisfläche durch die Bogen in 3 Stücke 
geteilt, deren mittleres S-förmig ist und deren beide äufsere an das Fischblasen- 
muster der gotischen Kunstrichtung erinnern. Die drei Teile haben gleichen 
Umfang, den des gegebenen Kreises, und ihre Inhalte stehen in dem Verhältnis 
der in ihnen liegenden Abschnitte des Durchmessers. Anwendung auf den Fall, 
dafs der Diychmesser in n gleiche Teile zerlegt wird. 

48) Mondsicheln des Hippokrates.*) Beschreibt man über den kleinen 
Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks nach aufsen Halbkreise und über der gröfsten 
den durch die Spitze des rechten Winkels gehenden, so sind die entstehenden 
Sicheln zusammen so grofs, wie das Dreieck. — Aufgabe: Eine der beim 
gleichschenkligen rechtwinkligen Dreiecke entstehenden Sicheln in ein Quadrat 
zu verwandeln. 

49) Beschreibt man über den Seiten des einem Kreise einbeschriebenen 
Quadrates Halbkreise nach innen, so entstehen vier Blätter, welche den Kreis- 
abschnitten neben den Quadratseiten gleich sind. (Zum Beweise bezeichne man 
die Flächengröfse jedes Blattes mit B^ eines Abschnitts mit Ä und die einer drei- 
spitzigen Figur mit 0.) — Aufgabe: Eine der von drei Viertelkreisen be- 
grenzten Figuren in ein Quadrat zu verwandeln. 

50) Man trage auf der Grundseite FG eines spitzwinkligen gleichschenkligen 
Dreiecks vom Anfangspunkte F aus die Seiten des gegebenen rechtwinkligen 

Dreiecks ABC ab, ziehe durch ihre Endpunkte die 
einem Schenkel gleichlaufenden Geraden bis zum an- 
dern Schenkel, zeichne mit den dort von der Spitze 
E an abgeschnittenen Strecken gleichschenklige Drei- 
ecke oberhalb der zugehörigen Seite des rechtwink- 
ligen Dreiecks und beschreibe um ihre Spitzen My 
N, Kreisbogen mit dem Schenkel. Die drei Bogen 
umgrenzen eine Figur von der Gestalt einer Axt. 
Ihr Flächeninhalt ist gleich dem gegebenen recht- 
winkligen Dreiecke. [Man benutze zur Bestim- 
mung des Inhaltes der Bogenfigur die Kreisaus- 
schnitte, drücke deren Halbmesser durch r^ aus und 
denke für die Dreiecke D«, Di, und De an den er- 
weiterten Satz des Pythagoras, 21, 10, Zs. 3.] 

Der Winkel d an der Spitze des ge- 
wählten gleichschenkligen Dreiecks EFCr 
darf einen Rechten nicht überschreiten, weil 
sonst die Bogenfigur durch eine Schleife 
innerhalb des rechtwinkligen Dreiecks bei 
C ihre Gestalt verliert. Die recht verschie- 
den gebogenen Axtfiguren, welche für das 
gegebene rechtwinklige Dreieck gezeichnet 
werden können, sind alle einander gleich. 
Der von den Bogen bei Ä gebildete Winkel 
ist in allen diesen Äxten gleich, nämlich 
gleich dem Winkel « des rechtwinkligen 
Figur 154. Dreiecks, die bei B sind immer = ß; die 

*) Hippokrates von Chics, ein Arzt, lebte etwa 460 — 377 vor Christus. 




Figur 158. 
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bei C aber sind veränderlich ; es ist der Axtwinkel y = R — <^. Also wird für 
* = R Z y = 0. 

Man sieht, dafs der erweiterte Satz des Pythagoras auch für die Kreis- 
abschnitte (und Ausschnitte) an den Seiten des rechtwinkligen Dreiecks gilt. 
Sie sind in der That ähnlich: jeder Bogen hat d Grad und jeder Abschnitts- 
winkerist = V2<^. [11, 1 am Ende und 7, Anm.] 



-J^3«^£=«'- 
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Naehsehlage-Verzeiehnis 

in Buchstabenordnung. 



Abgewandte Winkel 4, 1, 4; 4, 7 und 8. 

Abschlufs einer Aufgabe 8, 20, 1; auch 
21, 14, 6. 

Abschnitt eines Kreises 11, 1. Winkel 11, 7, 
Anm. Inhalt 22, 13. 

Abschnitte der Dreiecksseiten durch die 
Berührungspunkte des ein- und anbe- 
schriebenen Kreises 13, 6, 2 und 3. 

A. der Schenkel eines Winkels durch 
zwei gleichlaufende Gerade 18, 3. 

Abschnittswinkel 11, 1; 11, 7, 1; 11, 7, 
Anm. 

Abstand der Mittelpunkte zweier Kreise und 
deren Halbmesser 13, 4, Zs. 

Achse zweier Kreise 13, 1. 

Achtetk, regelmäfsiges, 9, 6, 1 und 4, auch 
5. Seite und Inhalt aus r 22, 1; Inhalt 
aus der Seite a, 22, 14, 2. 

Achtflächner 1, 2. 

Ähnliche Figur; Aufgabenlösen mittels ähn- 
lieber Figur 19, 16. 

Ähnlichkeit geradliniger Figuren 19, 1. 

Ähnlichkeitslage 19, 15, Anm. 

Ähnlichkeitspmikt 19, 15, Anm. Ä. zweier 
Kreise 20, 4. Zur Lage der Ä. di'eier 
Kreise 20, 5, 4. 

Ähnlichkeitssätze für die Dreiecke 19, 3 — 6. 
Gröfsenverhältnis gleichliegender Strecken 
in ähnlichen Dreiecken 19, 10. Mit ge- 
gebener Seite ein Dreieck herzustellen, 
welches einem gegebenen ähnlich sein 
soll, 19, 6, 2, und für ein Vieleck 19, 12. 

Aliquoter Teil 17, 1 unten. 

Analysis 8, 20, 1 unten. 

Anbeschriebene Kreise des Dreiecks 12, 4. 
Abstand der Berührungspunkte von denen 
des einbeschriebenen Kreises 13, 6, 1. 
Der anb. Kr. liefert Dreiecke von gleichem 
Umfange 13, 7, 4. Zur Lage des Mittel- 
punktes 13, 7, 9. 

Apollonius, Satz, 18, 9. 

Archimedes Näherungswert von n 22, 6, 
Anm, 2. Sichel des A. 22, 14, 46. 



Arithmetisches Mittel 14, 10, 12 unten. 

Aufgabenlösen mittels 1) Hilfsfigur 8, 20, 
2) Orte 10, 18, 3) ähnlicher Figur 19, 16 
und 4) Rechnung 21, 14. 

Ausdehnungen 1, 3. 

Ausschnitt. Gröfsenverhältnis von Aus- 
schnitten desselben Kreises 22, 10. In- 
halt 22, 12. Aufgaben 22, 14, 33—37. 

Aufsenwinkel des Dreiecks 5, 4; an der 
Spitze des gleichschenkligen Dr. 5, 14, 1 ; 
am Sehnenviereck 12, 6, Zs.; am Vieleck 

Axtfiguren 22, 14, 50. [9, 2, 1. 

Behauptung 3, 15. 

Benennung bleibt während des Rechnens 
fort, 21, 4, 3. Ihre Bezeichnung durch 
grofse oder kleine Buchstaben, 21, 4, 4. 
Mittel, Schreibfehler in der Rechnung zu 
entdecken, 21, 14, 3. 

Berührung von aufsen oder von innen, 13, 1. 

Berührungslinie 10, 10 und 11 — 14. Gleich- 
heit der beiden von einem Punkte aus- 
gehenden B., 10, 15. B. von einem Punkte 
aus an einen Kreis zu legen, 11, 8. Die 
gemeinsamen B. zweier Kreise 13, 5; ihr 
Schnittpunkt liegt auf der Achse 13, 5, Zs. 
Die Berührende ist Mittelglied zwischen 
den Abschnitten der Schneidenden 20, 1, 2. 
Gleiche B. zweier Kreise 20, 5, 1. 

Berührungspunkt 10, 10. B. zweier Kreise 
liegt auf der Achse 13, 4. 

Beschreiben einer Figur in und um einen 
Kreis 12, 1. B. des Kreises um ein 
Dreieck 12, 2, in ein Dreieck 12, 3. 

Bestimmungsdreieck eines regelmäfsigen n- 
Ecks 12, 13. 

Bewegung 1, 4. 

Beweis 3, 15. 

Blattfiguren 22, 14, 42 und 49. 

Bogen 2, 6. Gleichheit 11, 7, 3; U, 10, 2. 
Gröfsenverhältnis von B. desselben Kreises 
22. 9. Länge eines B. 22, 11. Aufgaben 
22, 14, 28-32. 
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Nachschlage- Verzeichnis. 



Bogenfiguren 22, 14, 38—50. 

Bruch. Der Bruch aus dem Unterschiede 
der Zähler und dem der Nenner zweier 
gleichen Brüche ist gleich jedem der beiden 
Brüche, 18, 2 (mit Zs. für die Summe). 

Centrale 13, 1 unten. 

Centriwinkel 11, 1 unten. 

Centrum 11, 1 unten. 

Ceva, Satz, 18, 11, 2 und ümkehrung 4. 

Cylinder 1, 5, 4 und 5. 

Determination 8, 20, 1 unten. 

Dreieck 5. Einteilung der Dreiecke 5, 6. 
Herstellung aus den 3 Seiten 5,.. 7; aus 
Seiten und Winkeln 6, 6, 1 — 5. Überein- 
stimmung, ganz, 6, 1—4, nur zum Teil 
7, 1 — 4. Gleichheit der Dreiecke 14, 5 
und 14, 10, 1, nebst 2. Dreiecke von 
gleichem Umfang 13, 7, 4. Verwandlung 
in andere Figur 15, 2 und 4, auch 6; 
dazu 15, 12, 6—13. Teilung 15, 9 und 
10, dazu 15, 12, 28-30. Inhalt 21, 6 
und, ausgedrückt durch die Seiten, 21, 11; 
A = QS 21, 15, 8; A = a&c : 4r 21, 15, 9. 
Inhalt eines gleichseitigen Dreiecks 21, 6, 2. 
Ähnlichkeitssätze 19, 3 — 6. Gröfsenver- 
hältnis zweier Dreiecke, welche einen Win- 
kel gleich haben 21, 9; Gröfsenverhältnis 
ähnlicher Dreiecke 21, 10. Summe der 
Quadrate zweier Seiten eines Dreiecks 21, 
15, 3. Aufgabe 21, 16, 22. 

Das Verhältnis der Höhe zu einer an- 
liegenden Seite bestimmt einen Dreiecks- 
winkel 19, 10, Anm. 

Ein Dreieck zu zeichnen aus einem 
Winkel, dem Verhältnis der einschliefsen- 
den Seiten und der zur dritten gehörigen 
Höhe, 19, 16, 1. 

Dreiecksseiten, Teilung durch die Berührungs- 
punkte des ein- und anbeschriebenen Kreises 
13, 6, 2 imd 3. 

Diagonale 8, 1 unten. 

Doppelstern y im Stembilde der Jungfrau, 
22, 14, 31. 

Durchmesser 1, 5, 1. Gleichheit 2, 3, Zs.; 
gröfste Sehne 10, 9, Zs. 

Ebene 1, 4; 1, 8. 

Eckenlinien 8, 1; eines n-Ecks 9, 3 und 4. 

Einbeschriebener Kreis beim Dreieck 12, 3; 
sem Halbmesser, ausgedrückt durch die 
Seiten, 21, 15, 8. Zur Lage seines Mittel- 
punktes 13, 7, 9. Einb. Kr. beim Viereck 
12, 9, beim regelmäfsigen Vieleck 12, 11. 

Einbeschriebenes 2n-Eck 12, 15, 12. 

Ellipse 1, 5, 2. 

Entgegengesetzte Winkel 4, 1, 3; Ls. 4, 7 
und 8, auch 9. 

Ergänzungsrauten 14, 7, Anm. 

Euklid 16, 2 unten. 

Eulers Satz 19, 17, 8. 



Feuerbachscher Kreis 12, 15, 13 c. Zur 
Lage seines Mittelpunktes 19, 17, 9. 

Figur. Aufgabenlösen mittels Hilfsfigur 8, 20, 
mittels ähnlicher Figur 19, 16. 

Fläche 1, 6. 

Formeln für Aufgabenlösen durch Rechnung 

21, 14, 2. 

Fünfeck, regelmäfsiges, Zeichnung mittels 
des Zehnecks 22, 3, Anm. 1. Seine Seite 
giebt mit der des regelmäfsigen Sechsecks 
und Zehnecks ein rechtwinkliges Dreieck 

22, 4, 3). Aus der Seite a den grofsen 
und kleinen Halbmesser und den Inhalt 
zu berechnen, 22, 14, 4. 

Fünfzehneck, regelmäfsiges, 22, 3, 2. 

Gebrochene Linie 1, 4. 

Gegenwinkel im Dreieck 5, 9. 

Geometrie 1, 9. 

Gerade Linie 1, 7. 

Gestreckter Winkel 3, 1. 

Gleichgerichtete, gleichlaufende Gerade 4, 2; 
eine gleichgerichtete Gerade zu ziehen 
6, 5, 2 und 8, 6, 1. Abstand gl. Geraden 
8, 5, 2. 

Gleichheit der Figuren 14, 1, 1; der Rauten 
14, 3, der Dreiecke 14, 5, der Vierecke 
14, 10, 5. 

Gleichlaufende Gerade 4, 2, geteilt von 
einem Strahlenbüschel 18, 10, 4. Drei 
oder mehr gl. Ger. teilen 2 Gerade ver- 
hältnisgleich 18, 10, 7. 

Gleichliegende Winkel 4, 1, 1; Ls. 4, 6 
und 8. 

Gleichschenkliges Dreieck 5, 6. Halbierungs- 
linie des Winkels an der Spitze 5, 8, 3. 

Gleichschenkliges Viereck 8, 1 und 13. 

Gleichseitiges Dreieck 5, 6, 2. Das Quadrat 
über der Höhe 16, 8, 8, über der Seite 

16, 8, 9. Inhalt 21, 6, 2. 

Ein gl. Dr. einem gegebenen einzu- 
zeichnen, so dafs eine Seite auf der Grund- 
seite senkrecht steht, 19, 16, 2. 

Mit regelmäfs. Sechseck und Zwölf eck 
beim Kreise r 22, 2. Der umbeschriebene 
Kreis ist wievielmal so grofs, als der ein- 
beschriebene? 22, 14, 8. 
Gleichseitiges Viereck 8, 1 und 8, 13, 1; 
12, 15, 7; um einen Kreis zu beschreiben 
bei gegebenem Inhalte 15, 12, 23; einem 
Vierecke einzubeschreiben, so dafs die 
Seiten den Eckenlinien gleichlaufen, 19. 

17, 37. 

Goldener Schnitt 20, 3. 

Grad 3, 4. Einteilung in Minuten und Se- 
kunden für Winkelgrade und Bogengrade, 
22, 9, Anm. Bogengrade mit ungleichen 
Halbmessern 22, 11, Anm. 

Gröfse, scheinbare, 22, 14, 30. 

Gröfsenlehre 1, 9. 

Gröfsenmitte 14, 10, 12 unten. Die Gr. 
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zweier ungleicher Strecken ist gröfser als 

ihr Mittelglied 19, 17, 2. 
Gröfsenverhältnis 17, 2. 
Grundsätze 1, 10. 
Grundwinkel des gleichschenkligen Dreiecks 

5, 8. 

Halbieren eines Winkels 8, 19, 1, einer 
Strecke 8, 19, 4, eines Kreises durch 
einen Kreis 11, 10, 24; eines Dreiecks 
von einem in einer Seite gegebenen Punkte 
aus 15, 10; einer Raute 15, 12, 3, eines 
Trapezes 15, 12, 4. 

Halbierungslinie eines Dreieckswinkels teilt 
die Gegenseite im Verhältnis der anlie- 
genden Seiten 18, 7. 

Halbierungslinien von Nebenwinkeln 3, 10, 6 
und 3, 16, 8. 

Halbkreis, Senkrechte auf dem Durchmesser 
16, 6, 1. Zur Darstellung der Länge des 
H. 22, 14, 5. Länge eines spiral-artigen 
Bogenzuges von Halbkreisen 22, 14, 11. 

Halbmesser 1,5, 1. Gleichheit 2, 3. Gleich- 
laufende H. zweier sich berührenden Kreise 
13, 7, 6. 

Der grofse und der kleine Halbmesser 
eines regelmäfsigen Vielecks 12, 12. 

Harmonische Teilung 18, 6, 1 unten. 

Hilfsfigur. Das Verfahren mittels H. 8, 20 
(am Ende), mittels ähnlicher Figur 19, 16. 

Hippokrates Mondsicheln 22, 14, 48. 

Höhe eines Dreiecks 5, 12, Anm., 14, 1, 2. 
H. eines Trapezes 14, 1, 3. 

Höhe des rechtwinkligen Dreiecks: Teilung 
des rechten Winkels 5, 5, 6. Quadrat 
der Höhe 16, 4. 

Höhen des gleichschenkligen Dreiecks 6, 7, 
2 und 5. Die 3 Höhen eines Dreiecks 
schneiden sich in einem Punkte 12, 15, 1. 
Sie stehen im umgekehrten Verhältnis 
ihrer Grundseiten 19, 11, und ihre oberen 
Abschnitte verhalten sich umgekehrt wie 
die unteren, 19, 11, Zs. 

Höhenabschnitt, oberer, 12, 15, 13. H. der 
gröfsten Seite des rechtwinkligen Dreiecks 
16, 1. 

Höhendreieck 12, 15, 13. 

Hypotenuse 5, 11 unten. 

Hypothesis 3, 15 unten. 

Indirekter Beweis 3, 15 unten. 
Inhalt einer Figur 21, 3. 
Inkommensurabele Gröfsen 17, 3 unten. 
Irrationale Zahl 17, 3 unten. 

Katheten 5, 11 unten. 
Kettenbruch 17, 3. 

Kommensurabele Gröfsen 17, 3 unten. 
Kongruent 6, 1 unten. 
Konstruktion 8, 20, 1 unten. 
Körper 1, 6. 



Körperlehre 1, 9. 

Kreis 1, 5; Kreislinie 2, 4 unten; 2, 5. 
Kr. ist durch 3 Punkte bestimmt 12, 2, 1. 
Gröfse des ümfanges 22, 7, des Inhaltes 
22, 8. Summe einer Reihe von Kreisen 
22, 14, 12. 

Kr. um und in ein Dreieck zu be- 
schreiben, 12, 2 und 3; die anbeschrie- 
benen Kr. 12, 4. Kr., welcher eine Ge- 
rade in einem gegebenen Punkte berührt 
und durch einen Punkt geht, 10, 18, 1. 
Kr., welcher 2 gleichgerichtete und eine 
sie schneidende Gerade berührt, 10, 18, 2. 
Andere berührende Kreise 10, 19, 20—22; 
13, 7, 23—30. Einen Kreis zu zeichnen, 
welcher die Schenkel eines Winkels be- 
rührt und durch einen Punkt geht, 19, 
17, 38; durch 2 Punkte den eine Gerade 
berührenden Kreis 20, 5, ö. 

Zwei sich berührende Kreise 13, 1 und 
3; ihre gleichlaufenden Halbmesser 13, 
7, 6. Die gemeinsamen Berührungslinien 
zweier Kreise 13,5; Zeichnung bequemer 
durch 20, 4, 1. Schnittpunkt der Ver- 
bindungslinien der Endpunkte gleichlaufen- 
der Halbmesser zweier Kreise, ihr Ähn- 
lichkeitspunkt, 20, 4. 

Zwei Kreise zu zeichnen aus dem Mittel- 
punktsabstande, aus der gemeinsamen 
Sehne und der Summe der Halbmesser 

21, 14, 3. 

3 Kreise, welche sich in einem Punkte 
schneiden, 12, 15, 6. 

Zu einem Kreise gleiche sich berührende 
Kreise 13, 7, 11 und 12. Schneidende 
Kreise vom Halbmesser ^ 13, 7, 32—34. 
Ein in einem Kreise rollender Kreis von 
halbem Durchmesser 22, 14, 32. 

Kreisabschnitt 11, 1. Winkel 11, 7, Anm. 
Inhalt 22, 13. 

Kreisausschnitt 11, 1. Ihm einen Kreis ein- 
zubeschreiben 13, 7, 10. Inhalt 22, 12. 

Kreisbogen, welcher den Winkel « fafst, 
11, 9 (11, 1). Gröfsenverhältnis von 
Bogen desselben Kreises 22, 9. Länge 
eines Bogens 22, 11. Aufgaben 22, 14, 
28—32. Ein 3 m langer Bogen ron 5'' 
hat 124 km Halbmesser, in 22, 14, 31. 

Kreisring 22, 8, Zs. 2. Ein Stück desselben 

22, 12, 2. Aufgaben 22, 14, 22—27. 
Kreisumfang zu bezeichnen mit „Kreis" 2, 4 

unten. Seine Länge 22, 7. Zur Dar- 
stellung der Länge 22, 14, 5. 
Kugel 1, 5, 7. 

Lage, die entgegengesetzte, wird angegeben 
durch ein Minuszeichen, 21, 14, 4. 

Lehrsatz 3, 15. 

Linie 1, 4; 1, 6. 

Ludolph van Ceulen, Berechnung von tt, 
22, 6, Anm. 2. 
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Mafs, das gröfste gemeinsame M. zweier 
Strecken 17, 2; kein gemeinsames M. 17, 3. 
Flächenmafs 21, 3. 

Mafszahl 17, 1. 

Mathematik 1, 9. 

Menelaus, Satz, 18, 11, 1 und Umkehrung 3. 

Messen der Strecken 17, 1. 

Metius Näherungswert von n 22, 6, Anm. 
2 unten. 

Minuszeichen hei entgegengesetzter Lage 
21, 14, 4; auch 14, 10, 12 Erweiterung. 

Mitte der Dreiecksseiten 8, 18, Zs., 8, 21, 3. 
M. der Vierecksseiten 8, 21, 5 — 9. 

Mittelglied zwischen a und h 18, 1, 2, Her- 
stellung 19, 8 und 20, 1, 2; ist kleiner 
als ihre Gröfsenmitte 19, 17, 2. 

Mittellinie des gleichschenkligen Vierecks 
8, 1 und 13. M. eines Trapezes 8, 14 
und 17 mit 18 (Zs. entsprechend heim 
Dreieck). 

Mittellinien des Dreiecks 12, lö, üher 14; 
schneiden sich im Schwerpunkte 14, 9, 
Anm., Teilung in ^'8 und '/s 14, 9, Zs. 
und 18, 10, 2. 

Mittelsenkrechten der Seiten eines Dreiecks 

12, 2, Anm., 12, 15, 2. 
Mondsicheln des Hippokrates 22, 14, 48. 

Nebenwinkel 3, 9 und 10. 
Neuneck, regelmäfsiges, Zeichnung 22, 3 
unten. 

Ort, Anfgabenlösen mittels Orte 10, 18. 
(Am Ende die Zusammenstellung von 5 
Ortsangaben.) 

Ort der Punkte gleicher Entfernung von 
2 Punkten 5, 8, 7; von einer Geraden 
8, 6, 3, von 2 gleichgerichteten Geraden 
8, 6, 4. 

Ort der Punkte verhältnisgleicher Entfer- 
nungen von 2 Punkten ist ein Kreis, 18, 9, 
von den Schenkeln eines Winkels 18, 
10, 25. 

Ort der Mittelpunkte aller Kreise, welche 
berühren 2 gleichgerichtete oder 2 sich 
schneidende Gerade 10, 16 und 17, eine 
Gerade in einem gegebenen Punkte 10, 
16, 8, einen Kreis in gegebenem Punkte 

13, 7, 1, zwei Kreise um denselben Mittel- 
punkt 13, 7, 3. 

Ort der Mittelpunkte aller Kreise mit dem 
Halbmesser ^, welche den Kreis r be- 
rühren, 13, 7, 2, ihn in vorgeschriebener 
Weise schneiden, 13, 7, 31. 

Ort der Mittelpunkte der einbeschriebenen 
Kreise aller Dreiecke im Kreise r über a 
13, 7, 9. . 

Ort der Spitzen aller Dreiecke über a mit 
« 10, 9, Zs., der auf a stehenden gleichen 
Dreiecke 14, 6. 



Papierdicke 1, 6 unten. 

Pappus, Satz von Rauten am Dreiecke 14, 
10, 4. Anwendung, den Pythagoreischen 
Lehrsatz zu beweisen, 16, 8, 11. 

Parallele Linien 4, 2 unten. 

Parallelogramm 8, 1 unten; 8, 4 unten. 

Peripherie 11, 1 unten. 

Peripherie Winkel 11, 1 unten. 

n 22, 6, Anm. 1 und 2. Bedeutung 22, 7, 
nebst Zs. Mit n ist abgekürzt zu rechnen 
22, 7, Anm. Ein sehr grofser Kreis, genau 
berechnet, 22, 6 unten. 

Planimetrie 1, 9. 

Proportion, proportional, vierte, mittlere 

. Proportionale 18, 1 unten. 

Ptolemäus, Satz, 21, 13. 

Punkt 1, 6. Welche Linien des Dreiecks 
sich in einem Punkte schneiden 14, 9 
am Ende; noch andere 18, 12, 1. Auf 
einer Geraden 3 Punkte am Dreieck 18, 
12, 2. Auf einem Kreise 4 Punkte 20, 2, 
und beim Dreieck 4 Punkte (dabei die 
Mittelpunkte des ein- und anbeschriebenen 
Kreises) 13, 7, 9, 9 Punkte (Feuerbach- 
scher Kreis) 12, 15, 13 c. 

Auf einer Strecke und auf ihrer Ver- 
längerung die Punkte zu finden, deren 
Abstände von den Endpunkten der Strecke 
sich wie p : q verhalten, 18, 6. 

Pythagoras 16, 3. ümkehrung des Pytha- 
goreischen Lehrsatzes 16, 5. Der Satz 
mit ähnlichen Vielecken 21, 10, 3, Kreis- 
abschnitten und Ausschnitten 22, 14, 50 
am Ende. 

Quadrat 8, 7, Erklär. Abstumpfung der 
Ecken 9, 6, 5 und 21, 16, 16. Verwand- 
lung in ein Rechteck 15, 12, 17 und 18, 
in andere Figuren 15, 12, 7 — 16. Be- 
zeichnung a* 16, 2, Anm., die Potenz a* 
giebt den Inhalt eines Quadrates an, 
21, 4, 1. 

Quadrat einer kleinen Seite des recht- 
winkligen Dreiecks 16, 2, der Höhe 16, 4. 
Grofse des Quadrates über der Strecke 
na 16, 8, 1 und 2. 

Qu. = der Summe oder dem Unter- 
schiede gegebener Quadrate 16, 8, 4 und 5, 
auch 6. 

Eckenlinie und Seite haben kern gemem- 
sames Mafs 17, 3. 

Quadrat und regelmäfsiges Achteck beim 
Kreise r 22, 1. Seite des einem Kreise 
inhaltsgleichen Quadrates 22, 14, 9. 

Quadrate über den Seiten eines Drei- 
ecks liefern zwischen sich gleiche Drei- 
ecke 14, 10, 2; beim Viereck 14, 10, 3. 

Ein Quadrat zu zeichnen, welches auf 
2 vom Mittelpunkte ausgehenden Strahlen 
je eine Ecke und die andern auf dem 
Kreise hat, 19, 17, 29; in entsprechender 
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Weise für die Seiten eines Dreiecks 19, 
17, 36, eines Quadrates 21, 14, 2, auf 2 
sich schneidenden gleichen Kreisen 21, 

16, 52. Ein Quadrat zu zeichnen, dessen 
Seiten durch 4 in gerader Linie gegebene 
Punkte gehen, 21, 16, 8. 

Radius 1, ö, 1 unten. 

Raum 1, 6. 

Raumlehre 1, 9. 

Raute 8, I5 8, 3—8. Eckenlinien 8, 11; 
Höhen 14, 1, 2. Gleichheit der Rauten 
14, 3, Ergänzungsrauten 14, 7. Verwand- 
lung in eine andere Figur 15, 3 und 8; 
dazu 15, 12, 14—20. Halbierung 15, 12, 3. 
Teilung 15, 9, Anm., von einem Punkte 
aus 15, 12, 27. Ähnlichkeit 19, 13. Inhalt 
21, 5. Summe der Quadrate der Ecken- 
linien gleich der der Seiten 21, 15, 2. 

Rechnen, ein Hilfsmittel für die Raumlehre, 

17, 2 am Ende. Aufgabenlösen mittels R. 
21, 14. 

Rechteck 8, 7, Erklär, und 9, 2 am Ende. 
Gleichheit der Eckenlinien 8, 9; der um- 
beschriebene Kreis 8, 11, 2. Bezeichnung 
als Produkt der Seitenlängen 16, 2 Anm. 
R. in ein Quadrat zu verwandeln 16, 7. 
Gröfsenverhältnis zweier Rechtecke 21, 1 
und 2. Inhalt 21, 4. 

Rechteck schönster Form 19, 17, 35. 

Rechter 3, 1. Gleichheit der rechten Winkel 
3, 3. Einen rechten Winkel in 3 gleiche 
Teile zu zerlegen 8, 19, 6. 

Rechtwinkliges Dreieck. Die kleinen Seiten 
a und b, die gröfste Seite c 12, 15, 
über 14. Teilung des rechten Winkels 
durch die Höhe 5, 5, 6, des Dreiecks in 
2 ähnliche Dreiecke 19, 7. Der umbe- 
schriebene Kreis 8, 11, 3 und 12, 2, 2. 
Das Quadrat einer kleinen Seite 16, 2 
und 3, Zs. Satz des Pythagoras 16, 3. 
Quadrat der Höhe 16, 4. Das recht- 
winklige Dreieck mit den Seiten 3 m, 4 m 
und 5 m 16, 8, 3. Höhe, Mittelglied 
zwischen den Höhenabschnitten, und jede 
kleine Seite zwischen der gröfsten und 
dem anliegenden Höhenabschnitt, 19, 7. 
Die Höhe und die Seiten sind Glieder 
einer Verhältnisgleichung 19, 17, 1. Inhalt 
21, 6, 3. Gröfsenverhältnis der Quadrate 
der kleinen Seiten 21, 15, 1. 

Rechtwinklige Dreiecke auf derselben gröfs- 
ten Seite 11, 7, 7. 

Rechtwinklig wird das Dreieck aus den dem- 
selben Kreise entnommenen Seiten des 
einbeschriebenen regelmäfs. Dreiecks, Vier- 
ecks iind Sechsecks 16, 8, 10, auch aus 
denen des Fünfecks, Sechsecks und Zehn- 
ecks 22, 4, 3). 

Regelmäfsiges Vieleck 9, 1. Winkel 9, 2, 2; 



um- und einbeschriebener Kreis 12, 11 
und 14. Bestimmungsdreieck 12, 13. 

Rhombus 8, 1 unten. 

Richtung einer Geraden 4, 2, angegeben 
durch das Vorzeichen 21, 14, 4. 

Ring (Körper) 1, 5, 8. Ebener Kreisring 
22, 8, Zs. 2. Ein Stück desselben 22, 
12, 2. Aufgaben 22, 14, 22-27. 

Scheinbare Gröfse 22, 14, 30. 

Scheitelwinkel 3, 12 und 13. 

Schenkel eines Winkels 3, 1, geschnitten 
von zwei gleichlaufenden Geraden, 18, 3. 

Schnitt, der goldene, 20, 3. 

Schnittpunkt dreier Linien des Dreiecks 
14, 9 am Ende, und 18, 12, 1. 

Schnittpunkte zweier Kreise 13, 1; 13, 7, 5. 

Schraubenlinie 1, 5, 6. 

Schwerpunkt eines Dreiecks 14, 9, Anm., 
teilt die Mittellinien in Vs und '/s, 14, 9, 
Zs. Aufgaben 14, 10, 6—11 und ein Lehr- 
satz 14, 10, 12. 

Sechseck, regelmäfsiges, 9, 6, 2 und 12, 11, 
Zs. Teilung von einer Ecke aus 15, 12, 24. 
Mit regelmäfs. Dreieck und Zwölf eck beim 
Kreise r 22, 2. 

Segment 11, 1 unten. 

Sehne 2, 6; 10, 3—5. Gleiche Sehnen 10, 
6 und 7, ungleiche 10, 8 und 9. Gemein- 
same S. zweier Kreise 13, 2. Quadrat 
über einer Sehne 16, 6, 2. Die Sehne zu 
ziehen, welche von 2 gegebenen Halb- 
messern in 3 gleiche Teile zerlegt wird, 
18, 10, 23, die, welche durch einen ge- 

f ebenen Punkt wie p : q geteilt wird, 20, 
, 7. Gröfsenverhältnisse der Abschnitte 

zweier sich schneidenden Sehnen 20, 1. 
Sehnenviereck 12, 5—7; 12, 15, 5. Inhalt, 

ausgedrückt durch die Seiten, 21, 12. 

Satz des Ptolemäus 21, 13. 
Sekante 10, 10 unten. 
Sektor 11, 1 unten. 

Sekunden. Kleinheit der Winkelsekunden 
. 22, 14, 19. Ein 3 m langer Bogen von 

5" hat 124 km Halbmesser, in 22, 14, 31. 
Sekundenzeiger. Täglicher Weg der Spitze 

22, 14, 6. 
Senkrechte errichten, fällen 3, 6 mit 7 und 8; 

Ausführung 8, 19, 2 und 3. Ls. 4, 10. 

Die S., die kürzeste Linie, 5, 12 und 13. 
Sichel des Archimedes 22, 14, 46. Sicheln 

des Hippokrates 22, 14, 48. 
Siebeneck, regelmäfsiges, Zeichnung 22, 3 

unten. 
Snelliussche Aufgabe 12, 15, 33. 
Spirale 1, 5, 3. Länge eines spiral-artigen 

Bogenzuges von Halbkreisen 22, 14, 11. 
Stereometrie 1, 9. 
Stetige Verhältnisgleichung 18, 1, 2. Eine 

Strecke stetig geteilt 20, 3, Anm. 
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Strahlenbüschel 18, 10, 4. 

Strecke in n gleiche Teile zu zerlegen 8, 
19, 5; im Verhältnis p : q zu teilen innen 
und aufseh 18, 6 und 18, 10, 9; stetig 
zu teilen 20, 3. 

Stücke einer Figur 6, vor 1. 

Tangente 10, 10 unten. 

Teilpunkt, innerer und äufserer T. einer 
Strecke, 18, 6, 1. 

Teilung einer Strecke in n gleiche Teile 
8, 19, 5; nach dem Verhältnis p : q innen 
und aufsen 18, 6 und 18, 10, 9. T. des 
Rechten in 3 gleiche Teile 8, 19, 6. T. 
eines Dreiecks in n gleiche Dreiecke 15, 9. 
T. einer Raute 15, 9, Anm. Aufgaben 
über T. einer Figur 1*5,12,24—30. Eine 
Strecke stetig geteilt 20, 3, Anm. 

Thaies von Milet 11, 7, 4 unten. 

Thesis 3, 15 unten. 

Trapez 8, 14. Gerades Tr. 8, 16; Tr. um 
einen Kreis 12, 15, 3 und 4. Höhe des 
Tr. 14, 1, 3. Die von den Nebenseiten 
und den Teilen der Eckenlinien gebildeten 
Dreiecke sind gleich 1 4, 8. Vervielfachung 

15, 12, 2; Halbierung 15, 12, 4 und 21, 

16, 19. Verwandlung 15, 12, 21 und 22. 
Teilung in 2 ähnliche Tr. 19, 17, 16. 
Inhalt 21, 7. 

Die Gerade, vom Schnittpunkte der 
Nebenseiten durch den Schnitt der Ecken- 
linien, halbiert die Hauptseiten und wird 
verhältnisgleich geteilt, 18, 10, 9. 

Ein Tr. mit 3 gleichen Seiten zu zeichnen 
auf a mit Ä 21, 16, 51. 

Übereinstimmende Dreiecke 6, 1 — 4; nur 
zum Teil üb. 7, 1 — 4. 

Uhr. Taschenuhr, zur Darstellung der schein- 
baren Gröfse der Sonne, 22, 14, 30. 

Umbeschriebener Kreis beim Dreieck 12, 2, 
bei Dreiecken, die in 2 Seiten und dem 
Gegenwinkel der kleineren übereinstimmen, 
13, 7, 7. Mitte der Bogen des einem 
Dreiecke umbeschriebenen Kreises 13, 7, 9. 
Von einem Punkte des umbeschr. Kr. Senk- 
rechte auf die Dreiecksseiten 12, 15, 10. 
Halbmesser des umb. Kr., ausgedrückt 
durch die Dreiecksseiten, 21, 15, 9. 

Umbeschriebener Kreis beim regelmäfsigen 
«-Eck 9, 5, 1 und 12, 11; beim Vieleck 
12, 7, 2 und 3. 

Umbeschriebenes Viereck 12, 8. 

Umbeschriebenes 2n-Eck 12, 15, 11. 

Umfang 1, 1 und 9, 1. U. eines Dreiecks 
25 12, 15, über 14; 13, 6, 3. 

Ein Dreieck aus dem U. und 2 Winkeln 
herzustellen 8, 20, 1. Dreiecke von gleichem 
Umfange 13, 7, 4. 

Berechnung der Umfange der regel- 
mäfsigen 2w-Ecke aus denen der w-Ecke, 
22, 5. 



Umkehrung eines Lehrsatzes 3, 15. (Ein 
Satz, der sich nicht umkehren läfst, 
18, 4, Anm.) 

Verhältnis 17, 2. 

Verhältnisgleiche Teilung einer Strecke, innen 

und aufsen, 18, 6 und 18, 10, 9. Wechsel 

in der Beziehung der beiden Punktpaare 

18, 10, 29. 
Verhältnisgleichung 18, 1; eine stetige V. 

18, 1, 2. Vertauschen der Glieder 18, 3, 2. 

bc 

Verhältnisglied 18, 1, 1. x = — zu zeich- 
nen, 18, 5 und 18, 10, 4. Aufgaben 18, 
10, 12 -29. Das Verhältnisglied zu a, b 
und b zu finden 19, 9. 

Verhältnissatz 18, 3. 

Vertauschen der Glieder einer Verhältnis- 
gleichung 18, 3, 2., 

Vervielfachen: eine Strecke 2, 7, 2, ein Drei- 
eck 15, 11, ein Trapez 15, 12, 2. 

Verwandlung der Dreiecke und Vielecke 
15, 1—8; 15, 12, 1 und 5-22. 

Vieleck 9. Zur Herstellung sind von den 
Stücken nur 3 nicht erforderlich 9, 6, 6. 
Verwandlung des n-Ecks in ein (« — 1)- 
Eck und in ein Rechteck 15, 5 mit Zs. 
und in ein Quadrat 16, 7, Zs., 16, 8, 13, 
eines regelmäfs. n-Ecks in ein Dreieck 
15, 12, 1. Gröfsenverhältnis der Umfange 
und Eckenlinien ähnlicher Vielecke 19, 14. 
Inhalt eines um einen Kreis beschriebenen 
Vielecks 21, 8, eines beliebigen 21, 8, 
Anm. Gröfsenverhältnis ähnlicher V. 21, 
10, 2. Ähnliche Vielecke in Ähnlichkeits- 
lage 19, 15. Die Umfange der regelmäfs. 
2w-Ecke beim Kreise r zu berechnen aus 
denen der n-Ecke 22, 5. 

Viereck 8. Gleichheit 14, 10, 5. Teilung 
15, 12, 25 und 26. 

Voraussetzung 3, 15. 

Vorbereitung auf Lösen einer Aufgabe 8, 20. 

Wechselwinkel 4, 1, 2; Ls. 4, 6 und 8. 

Winkel 3, 1. Die Arten der Winkel 3, 5. 
Einen W. anzulegen 6, 5, 1, zu halbieren 
8, 19, 1, in 3 gleiche Teile zu zerlegen 
8, 19, 6. 

Winkel mit gleichgerichteten Schenkeln 4, 11. 

Winkel am Umfange die Hälfte des am 
Mittelpunkte 11, 7. Gleichheit 11, 7, 1 
und 2; Ergänzung zu 2 R 11, 7, 8. 

Winkel im Halbkreise 11, 7, 4 und 6. 

Winkel im Dreieck, bestimmt durch das Ver- 
hältnis der Höhe zu einer anliegenden 
Seite, 19, 10, Anm. 

Winkelhalbierende im Dreieck schneiden sich 
im Mittelpunkte des einbeschriebenen 
Kreises 12, 3, Anm. ^ rw =' j^ hw = 
^hS 13, 7, 8. Teilung der Gegenseite 
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18,7. Geteilt durch den Mittelpunkt des 
einbeschr. Kreises 18, 10, 11. 

W. im geraden Trapeze 8, 21, 10, im 
Viereck 12, 15, 8, nebst 9, im regelmäfs. 
n-Eck 9, 5. 

Winkelmesser 3, 4. 

Winkelsekunden. Zur Vorstellung ihrer Klein- 
heit 22, 14, 19. 

Winkelsumme des Dreiecks 5, 5, des Vier- 
ecks 8, 2, eines «-Ecks 9, 2. 

Winkelzeichen 3, 1 unten. 

Würfel 1, 1. 

Wurzel aus 2 22, 1 unten. 

Zehneck, regelmäfsiges, in einen Kreis zu 
beschreiben, 22, 3; dessen Seite und In- 



halt 22, 4. Aus der Seite a den grofsen 
und kleinen Halbmesser und den Inhalt 
zu berechnen, 22, 14, 1. Seine Seite giebt 
mit der des regelm. Fünfecks und Sechs- 
ecks aus demselben Kreise ein recht- 
winkliges Dreieck 22, 4, 3). Zur Berech- 
nung von TT 22, 6, 4. 

Zeichen =, >•, •< 1, 11. ^ 3, 1 unten. 
^ 6, 1. oo 19, 1 unten. 

Zugeordnete Punkte bei verhältnisgleicher 
Teilung einer Strecke 1^8, 6, 1. 

Zusatz 3, 15. 

Zwölfeck, regelmäfsiges, 9, 6, 3. Seite und 
Inhalt aus r 22, 2. Inhalt aus der Seite 
a 22, 14, 3. 
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Vorwort. 

Unter den Übungen zur Dreiecksrechnung bringt das Buch mancherlei 
Aufgaben aus Messungen, welche ich im Sommer und Herbst 1867 in 
Potsdam und Berlin ausgeführt habe. Sie wurden in den seitdem vergan- 
genen 24 Jahren von meinen Schülern, meist in den monatlichen häuslichen 
Arbeiten, besonders gern behandelt. Mag nun auch für diejenigen, welche 
die Bauwerke nicht aus eigener Anschauung kennen, die Höhen- oder Ent- 
fernungsbestimmung nicht ganz so hohen Reiz haben, so wird doch die 
Erkenntnis, wie solche Höhenmessungen genau auszuführen sind und wie 
die Grundlägen für eine zuverlässige Karte gewonnen werden, auf alle leb- 
haft anregend wirken. Dazu kommt, dafs die für die vorgelegten Aufgaben 
erforderliche Formelentwicklung stets gut, oft überraschend schön sich 
gestaltet. Den für die Winkelmessungen gebrauchten Theodoliten habe ich 
in meinem Lehrbuche „Astronomische Geographie*^*) in Figur 19 in ^/a seiner 
Gröfse gezeichnet und in Nr. 23 ausführlich beschrieben. Hier ist er durch 
Figur 8 in Vs seiner Gröfse bei anderer Stellung in seinen wesentlichsten 
Teilen wiedergegeben, und als Erklärung wurde so viel mitgeteilt, dafs man 
von der Winkelaufnahme eine deutliche Vorstellung gewinnt. Die stets 
doppelt ausgeführten Beobachtungen gewähren durch die Weite der Über- 
einstimmung in d^n Rechnungsergebnissen ein Urteil über die Güte der 
Messungen. Bei diesen Aufgaben der angewandten Mathematik sind die 
Zahlenergebnisse immer mitgeteilt; wo sie bei denen aus der reinen Mathe- 
matik nicht stehen (wie manche Lehrer es wünschen), wird man meist an 
der Einfachheit des Ergebnisses die Richtigkeit der Rechnung erkennen. 

Da meine zuerst 1865 erschienene Sammlung „Mathematische Aufgaben" 
(aus Reifeprüfungen) seitdem sich weit verbreitet hat,**) habe ich, um noch 
mehr Übungsaufgaben für die Auswahl zur Verfügung zu stellen, hier auf 



*) Martus, Astronomische Geographie. Ein Lehrbuch angewandter Mathematik. 
Zweite Auflage mit vielen Zusätzen. Leipzig, 1888. Kochs Verlagsbuchhandlung (J. Seng- 
busch). 7,50 M. 

*♦) Martus, Mathematische Aufgaben zum Gebrauche in den obersten Klassen höherer 
Lehranstalten. 1. Teil: Aufgaben. 8. Auflage, 1890. 3,60 M., und 2. Teil: Ergebnisse. 
7. Auflage, 1891. 4,80 M. Leipzig. Kochs Verlagsbuchhandlung (J. Sengbusch). 
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die Nummern der hingehörigen Aufgaben verwiesen und sie so geordnet, 
dafs die leichter zu lösenden voranstehen. So ist das Buch mit Aufgaben 
so weit ausgestattet, dafs der Lehrer in mehreren Jahren damit wechseln 
kann. 

Für den Unterricht im ganzen Gebiete der Körperlehre ist das Haupt- 
erfordernis gute Figuren. Sie sind so zu entwerfen, dafs sie die richtige 
räumUche Vorstellung sofort erzwingen. Schon im Jahre 1863 habe ich 
im Vorworte zu meiner Schrift über Kegelschnitt-Pyramiden darauf hin- 
gewiesen, dafs eine Figur die räumliche Vorstellung giebt, wenn, aufser dem 
schon bekannten Verstärken der in den Vordergrund tretenden Linien, 
Teile von Linien gar nicht gezeichnet werden, welche verdeckt werden 
durch Hauptebenen, besonders wagerechte Ebenen; nur in dringend not- 
wendigen Fällen ist ihr Verlauf punktiert anzugeben. (Siehe Seite 114 in 
Figur 100 und 101 die sich kreuzenden Linien Äß und CD), Benutzt 
man diese Hilfsmittel, wie mehr und mehr geschehen ist, so sind Körper- 
modelle gar nicht mehr erforderlich; selbst die Zerlegung des dreiseitigen 
Prismas in drei gleiche Pyramiden wird durch Figur 132 (Seite 141) voll- 
kommen verständlich.« Beim Zeichnen räumhcher Figuren sollte man aber 
die Hauptlehren der Perspektive nicht mehr ganz vernachlässigen. Sie finden 
sich noch in keinem Lehrbuche der Geometrie; in denen über Perspektive 
werden sie in unerträglicher Breite behandelt. Deshalb wurden hier, sogleich 
als Anwendung der Sätze über die Lage der geraden Linien zu einer Ebene 
(8, 13 — 16), die drei Sätze, mit denen man alle Darstellungen ausführen 
kann, aufgestellt und bewiesen, und ihre Benutzung an Beispielen gezeigt. 
Alle räumlichen Figuren vorliegenden Buches wurden nach diesen GesetzeiK 
entworfen; die Verlagsbuchhandlung hat meine Zeichnungen in dankenswerter 
Weise völlig getreu im Druck wiedergeben lassen. Der Zeitaufwand, welcher 
zur Herstellung einer zusammengesetzten Figur erforderlich ist, sowie auch 
die beschränkte Gröfse der Wandtafel, hindert, beim Unterrichte die Figur 
genau nach den Gesetzen für Schaubilder an der Tafel entstehen zu lassen; 
man wird aber nach dem allgemeinen Eindrucke der im Buche gegebenen 
Darstellung die Figur nahezu richtig mit einem wenigstens ein Meter langen 
Lineal an der Schultafel zeichnen können. Beim Beweisen eines Satzes, 
welcher eine verwickelte Figur erfordert, wie z. B. Figur 89 oder 98, 
empfiehlt es sich wegen sehr bedeutender Zeitersparnis, die Schüler das 
Buch aufschlagen und, wo es nötig scheint, den zugehörigen Text mit einem 
Hefte zudecken zu lassen. 

Der Mantel des Kegels, der Walze oder der Kugel wurde in keiner 
Figur gezeichnet; man halte die Nebenseiten des senkrechten Achsenschnitts 
nicht lür die Seitenlinien, welche das Auge als Grenzlinien des Körpers 
erblickt. Wollte man diese hinzeichnen, so würde man die Figur nur 
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verderben durch entstehende ündeutlichkeit gedrängter Linien. Diese Grenz- 
linien müssen nämlich aufserhalb der Schnittfigur, die als Zeichenebene 
dient, zur Darstellung kommen, weil jene Stelle der Zeichenebene dem Auge 
verdeckt wird durch solche Grenzlinie, die wegen der Wölbung des Kör- 
pers aus der Zeichenebene heraustritt. 

Zu dem im 20. Gliede Behandelten ist zu erwähnen, dafs ich schon 
im Jahre 1864 mir ausarbeitete, wie man die Gleichungen der Kegelschnitte 
durch einfache Betrachtung am Kegel selbst ablesen könne. Ich veröffent- 
lichte dies bald darauf im Anhange (§ 7) zum 2. Teile des Lehrbuches 
meines Schwiegervaters, des Herrn Prof. Meyer, Prorektor am Gymnasium 
zu Potsdam. 

Die in vorliegendem Lehrbuche weiter geführte Verwandlung fremd- 
sprachlicher Bezeichnungen in Ausdrücke der Muttersprache vollzieht sich 
längst bei den Völkern; aber durch die hemmende Gewohnheit nur langsam; 
wie langsam, zeigt sich z. B. aus folgendem. Seit langer Zeit sagt jeder 
deutsche Mathematiker „Brennpunkt" statt „Focus"; aber in den Figuren 
hat man den Buchstaben F noch nicht in den Anfangsbuchstaben B ver- 
wandelt. Man halte doch nicht mehr am Buchstaben fest! 

Berlin, im September 1891. 

Hermann Martus. 
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Dreiecksrechnung. 

(Trigonometrie. ) 



1. Olied. Das rechtwinklige Dreieck. 

1. Einleitung.*) Wir betrachten einen Winkel von 41 Grad. 

1) Errichtet man auf 
dem ^inen Schenkel ÄC 
in demjenigen Punkte C, 
welcher vom Scheitel Ä 
40 Millimeter entfernt 
ist, die Senkrechte, so 
schneidet sie vom andern 
Schenkel eine Strecke ^J5 
ab, welche genau 53 mm 
lang ist. Dieses Zahlen- 
paar, 40 und 53, ist das 
einfachste, welches 
man bei dem Winkel von 
41^ durch Errichten einer 
Senkrechten erhalten 
kann. Denn nimmt man 
den Abstand vom Scheitel 
Ä nur halb so grofs, 
ACi =- 20 mm^ so kommt 
auf dem andern Schenkel 
auch die Hälfte, ABi = 
26^ J2 mm, also eine gemischte Zahl; geht man um die Hälfte weiter, 
AC2 = 60 iirni, so Uefert die in O2 errichtete Senkrechte auf dem zweiten 
Schenkel die Strecke AB2 auch um die Hälfte länger, AB2 = 53 + 26 V2 
= 79^/2 mm; in der doppelten Entfernung, bei 80 mm, würde auf dem 
andern Schenkel auch das Doppelte, 106 mm, gefunden werden. Nach 
dem Verhältnissatze 

T^ = ^ = 4^ (1. Teil, 18, 3.) 
AB ABl AB2 \ ' ' / 

mufs jede Senkrechte Mafszahlen liefern, welche in gleichem Verhältnis 

^^'^^"^ 40_ 20 _ 60 _ 80 _ 

53 "~ 26V2 ■" 79V2 106 
alle Brüche gehen durch Kürzen in den ersten über, welcher ihren Wert 
durch die einfachsten Zahlen angiebt. 




Figur 1. 



*) Der Lehrer entwickle zunächst die ersten Sätze aus der Lehre von den Loga- 
rithmen und zeige das Aufschlagen der Logarithmen ein- bis vierstelliger Zahlen. In 
vorliegendem Buche sind die Rechnungen mit fünfstelligen Logarithmen ausgeführt. 

Mar t US, Banmlehre 2. 1 
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Jedes rechtwinklige Dreieck, in welchem eine kleine und die gröfste 
Seite das Verhältnis 40 : 53 haben, besitzt zwischen diesen einen Winkel 

von 41®. Denn errichtet man z. B. im End- 
punkte einer 30 mm langen Strecke BF auf 
ihr die Senkrechte und schneidet vom Anfangs- 
punkte B aus in diese mit 39^/* mm Halb- 
messer ein, so liefert der nach dem Schnitt- 
punkte E gezogene Halbmesser ein recht- 
winkliges Dreieck, welches nach dem 4. Satze 
dem obigen Dreiecke ABC ähnWoh ist; folglich 
sind ihre Winkel gleich. Das gezeichnete Drei- 
er eck BEF hat also den Zwischenwinkel B 

Figur 2. auch von 41°. 

Diesem echten Bruche ^^/ss, welcher durch die einschliefsenden Seilen 
dem Winkel von 41° angehört, hat man den Namen Kosinus von 41° 
gegeben. Man schreibt 

cos 41° = ^°/53. 

Das Rechnen mit solchem gemeinen Bruche ist unbequem; seine Ver- 
wandlung in einen Zehnerbruch wird durch die Menge der Bruchstellen noch 
schlimmer. Da das Rechnen mit Logarithmen das Ziffernrechnen aufser- 
ordentlich erleichtert, hat man den Logarithmus dieses Bruches bestimmt 
und das Ergebnis in der Logarithmentafel zum Nachschlagen für den Gebrauch 
angegeben. Es ist 

log cos 41° = log 40 — log 53. 
Da log 40 = 1,60206 = 11,60206 — 10 

und log 53 = 1,72428 ist, 

so ergiebt sich log cos 41° = 9,87 778 — 10 

und so steht der Logarithmus von cos 41° in der Tafel ohne die hinten 

stets hinzuzudenkende — 10. 

2) Man kann den Winkel von 41° auch durch Messen zweier anderer 
Seiten des rechtwinkügen Dreiecks bestimmen. Das Messen wird aber nur 
dann die erforderiiche Genauigkeit liefern, wenn man eine solche Stelle aufsucht, 
bei welcher beide Seiten eine ganze Zahl von Millimetern ergeben. Für 
die Gegenseite und die gröfste Seite tritt dies ein, wenn man von demjenigen 
Punkte des Schenkels AB^ welcher 157 mm vom Scheitel A entfernt ist, 
die Senkrechte auf den andern Schenkel AC fällt. Die Senkrechte ist 
genau 103 mm lang. Für Gegenseite und gröfste Seite ist dieses 
Zahlenpaar, 103 und 157, das einfachste. Nach dem Verhältnissatze 
mufs jedes andere Paar gleichliegender Seiten beim Winkel von 41° Mafs- 
zahlen liefern, welche auf den Bruchwert ^°^/i57 durch Kürzen zurückkommen. 
Und umgekehrt: stehen eine kleine und die gröfste Seite eines rechtwinkligen 
Dreiecks im Verhältnis 103 : 157, so hat der Gegenwinkel der kleinen Seite 
die Gröfse von 41°, weil das Dreieck dem erstgedachten nach dem 4. Satze 
ähnlich ist. Dieses andere dem Winkel von 41° zukommende Verhältnis 
von Gigenseite und gröfster Seite, ^°^/i57, wird der Sinus von 41° 
genannt. Man schreibt 

sin 41° = ^°Vi57. 
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Zum Rechnen wird sein Logarithmus verwandt, den man erhält durch 
log 103 = 2,0t 284 = 12,01 284 — 10 
log 157 = 2,19590 
log sin 4P = 9,81694 — 10 
wie er in der Logarithmentafel angegeben ist. 

3) In jedem dieser beiden mit besonderen Namen belegten Verhältnisse 
wurde die gröfste Seite des rechtwinkligen Dreiecks benutzt. Nun wollen 
wir die beiden kleinen Seiten nehmen. Für beide findet man beim Messen 
eine ganze Zahl von Millimetern, wenn man auf dem Schenkel AG in dena 
153 mm vom Scheitel entfernten Punkte die Senkrechte bis zum ändern 
Schenkel errichtet. Sie wird genau 133 mm lang. In jedem rechtwinkligen 
Dreiecke, dessen kleine Seiten im Verhältnis 133 : 153 stehen, hat der kleinste 
Winkel die Gröfse von 41®, weil alle diese Dreiecke nun nach dem zweiten 
Satze jenem ähnlich sind. Bei den Namen der beiden ersten Verhältnisse 
entschied das Vorderglied; auch hier ist auf den Anfang zu achten. 
Beginnt man mit der Gegenseite des Winkels, so heifst das Verhältnis 
Tangens; kehrt man das Verhältnis um und fängt mit der anliegenden 
kleinen Seite an, so führt dieser andere Wert den Namen Kotangens. 

Also 

ctg 41« = *5«/l33 

10 log 153 =2,18469 

log 133 =2,12385 



133^ 



153 



tg410 

log 133 =12,12385 
log 153 = 2,18469 



log tg 41« = 9,93916 — 10 log ctg 41« = 0,06 0t4. 

Anmerkung. Für die umgekehrten Werte von Kosinus und Sinus geben wir 
keine Namen an, da diese Gröfsen nicht nötig sind. 

2. Erklärung der Winkelfunktionen. Fällt man bei irgend 
einem Winkel a von einem beliebigen Punkte B des einen Schenkels die 





Figur 8. 



Figur 4. 



Figur 5. 



Senkrechte auf den andern Schenkel, und ist in dem entstandenen recht- 
winkligen Dreiecke a die Mafszahl der Gegenseite von a, b die 
der anliegenden kleinen und c die der gröfsten Seite, so nennt man 
das Verhältnis 



Oegenseite 
gröfste Seite 
kleine Anseite 
gröfste Seite 



Sinus, also 
Kosinus, 



1» 
. — =: sin « 
c 

3. — = cos a 





1* 
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Oeg^enseite q * 

kleine Anseite » » ' \^ © 

kleine Anseite „ ^ j b 

-Gegenseite- K»*"»»«"' *• ^ = ctg «. 

Zu merken: Fängt die Anseite an, so fängt der Name mit Ko an. 
Diese vier Gröfsen nennt man Winkelfunktionen. 
Aus der Erklärung folgt: 

Sinus und Kosinus sind unbenannle echte Brnohe; aber Tangens 
und Kotangeas können auch über 1 hinaus wachsen. 

Beispiele. 1) Errichtet man bei einem Winkel von 17^ auf einem 
Schenkel in dem vom Scheitel 157 mm entfernten Punkte die Senkrechte bis 
zum andern Schenkel, so wird sie 48 mm lang. Errichtet man die Senk- 
rechte in dem 197 mm vom Scheitel abstehenden Punkte, so schneidet sie 
vom andern Schenkel, vom Scheitel an, eine Strecke von 206 mm ab; und 
fällt man vom zweiten Schenkel von dem um 236 mm vom Scheitel ent- 
fernten Punkte die Senkrechte auf den ersten Schenkel, so erhält sie eine 
Länge von 69 mm. Man berechne die Logarithmen der 4 Funktionen des 
Winkels von 17^ 

2) Von welchem Winkel hat der Kosinus den Wert 0,788? und wie 
grofs ist ^ X in tg x = 0,5317? 

3) Die kleinen Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks verhalten sich wie 
326 : 159. Wie grofs ist der Kosinus des kleinsten Dreieckswinkels? 

3. Funktionen der spitzen Winkel, die sich zn 90^ ergänzen. 

Weil der in demselben rechtwinkligen Dreiecke mit a 
befindliche andere spitze W^inkel (90^ — «) ist, so sind 
auch seine Funktionen durch a, h und c auszudrücken. 
Dadurch entstehen folgende Gleichungen: 
1 ' p. i sin (90^ — a) =r cos cc tg (90^ — a) = ctg a 

Figur 6. \ COS (90^ — a) = sin a ctg (90^ — «) = tg «. 

Sinus und Kosinus sind, weil in beiden die Mafszahl der gröfsten 
Seite der Nenner ist, zusammengehörige Funktionen, also als Ko- 
funktionen zu bezeichnen. Andererseits gehören Tangens und Kotangens 
zusammen; sie sind Kofunktionen. Deshalb kann man diese Formeln in 
dem Lehrsatze zusammenfassen; 

Jede Funktion eines spitzen Winkels ist gleich ihrer Ko- 
funktion von dem Winkel, der ihn zu 90^ ergänzt. 

Es ist also z. B. sin 60^ 30' = cos 29« 30' und tg 60« 30' = ctg 29« 
30'. Deshalb stehen in den Logarithmentafeln die Winkel von 45« an 
unten und ihre Minuten gehen (rechts) nach oben. 

Beispiele. 1) Von welchem Winkel hat der Sinus und von welchem 
der Kosinus den Wert ^^®/i8i? 

2) Wie grofs sind die Winkel x und ^ in der^ Gleichung 
ctg a; = tg ^ = ^^^/siG? 
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4. Berechnung ssweier Seiten eines rechtwinkligen Breiecks aus einer 
Seite und Winkelfunktionen. 

Beseitigt man in den Formeln 1 bis 4 unter Nr. 2 die Nenner, so 
ergiebt sich 

. a * 

daher l c = 



J a = c sin a ^ J b = « «ua u. c^ 

\ a = b tg « '• \ b = - -^- ^ 



= c cos a ö J ^'^^ ^ 

a ctg « ^' j _ b 

cos a 



Besonders zu beachten sind in den Ausdrücken für c die Nenner; denn 
die kleinen Seiten a und h müssen durch einen echten Bruch dividiert 
werden, um eine längere Strecke zu liefern. 

Beispiele. 1) Wie grofs ist in einem rechtwinkligen Dreiecke mit dem 
Winkel 8^ seine Gegenseite, wenn die kleine Anseite 185 mm lang ist, und 
wie grofs wird sie, wenn man der gröfsten Seite die Länge von 194 mm giebt? 

2) Die gröfste Seite eines rechtwinkligen Dreiecks mit einem Winkel 
von 16^ aus dessen kleiner Anseite zu berechnen, die 27,3 cm lang ist. 

3) Die kleinste Seite eines rechtwinkligen Dreiecks mit einem Winkel 
von 44® beträgt 9,1 cm. Wie lang ist die gröfste Seite? 

4) Eine kleine und die gröfste Seite eines rechtwinkligen Dreiecks ver- 
halten sich wie 77 : 94. Wie grofs ist die dritte Seite, wenn die Länge 
der gröfsten 265 mm beträgt? 

5) Eine kleine Seite eines rechtwinkügen Dreiecks, in welchem der 
Sinus eines Winkels 0,9397 ist, hat 272 mm Länge. Wie grofs ist die 
kleinste Seite? 

5. Messung eines Winkels bis auf Hinuten genau. 

Giebt man einem Winkelmesser den Halbmesser des äufseren Halbkreises 
etwas gröfser, als er in den gewöhnlichen Reifszeugen ist, nämlich 57,3 mm, 
so wird am Rande der Abstand je zweier Gradstriche 

^r=:lmin. 

Die Teilung solches ein Millimeter kleinen Abstandes in sechzig Minuten 
müfste man mit glasharter Stahlspitze mittels einer Teilmaschine ausführen 
lassen und dann, um die Teilstriche von einander unterscheiden zu können, 
ein Mikroskop anwenden. Die kostspieUge wirkliche Teilung in 60 Mi- 
nuten ist mithin zum Gebrauch ungeschickt. 

Um an einem nur in halbe Grade geteilten Kreise von der angegebenen 
Gröfse (r = 57 mm) noch Minuten mit Sicherheit ablesen zu können, 
bedient man sich eines Hilfsmittels, Vernier genannt.*) Dieses besteht in 
einer Nebenteilung, welche aufsen auf einer besonderen Platte unmittelbar 
an der Hauptteilung angebracht ist. Die Figur 7 zeigt (in zehnfacher Gröfse) 



*) Pierre Vernier beschrieb diese Vorrichtung in einer Schrift im Jahre 1631. 
Ein anderer Name wurde mit Unrecht auf sie übertragen. 
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ein Stück KR des ganzen Kreises und daneben den Vernier OV. Auf diesen 
ist eine Strecke von 29 halben Graden vom Nullstrich an nach unten 
übertragen und dort in 30 gleiche Teile zerlegt: so dafs hier der Abstand von 
y Strich zu Strich ^9/2 : 30 = ^^leo Grad = 29 Minuten 

• ^ beträgt, während auf der Hauptteilung KB die Striche 

30 Minuten Abstand haben. In der gezeichneten 
Stellung des Kreises trifft der siebente Strich des 
Vernier, an welchem der Buchstabe V steht, mit 
einem Striche der Hauptteilung zusammen; folglich 
treten der darüber befindliche Strich des Vernier und 
der des Kreises, welche von ihnen 29 und 30 Minuten 
abstehen, um 1 Minute auseinander; der folgende 
Strich der Hauptteilung übersteigt den Vernierstrich 
Nr. 5 um 2 Minuten, bei Nr. 4 ist der Zwischenraum 
3 Minuten und so immer eine Minute mehr; so dafs 
der Abstand zwischen dem Nullstriche des Vernier 
und dem Hauptstriche 40® 7 Minuten beträgt. Der 
eine Schenkel des zu messenden Winkels am Kreis- 
mittelpunkte geht durch den in der Figur weiter hin- 
auf zu denkenden Nullpunkt der Hauptteilung, der . 
andere durch den Nullstrich des Vernier; der Winkel 
hat also 40° und 7 Minuten. Man findet demnach 
ohne Mühe die Anzahl der Minuten, indem man mit 
der Lupe denjenigen Vernierstrich aufsucht, welcher 
mit einem Striche der Hauptteilung genau 
zusammenstimmt; seine Nummer ist die Zahl der 
Minuten. (S. 1. T., 22, 14, 19.) 

6. Bestimmung der Höhe von Bauwerken. Die 
dazu nötige Winkelmessung wird mit einem Theodoliten 
ausgeführt. Derselbe besteht aus einem Fernrohre F 
(Figur 8), auf dessen Querachse (bei Ä) der in Nr. 5 
besprochene eingeteilte Kreis K durch 4 Speichen 
festsitzt, so dafs er der auf- und niedergehenden Be- 
wegung des Fernrohres folgt; der Vernier aber, rechts 
und links auf einem den Kreis umschUefsenden Ringe 
-^ nach unten und oben angebracht, ist angeschraubt 

Figur 7. an zw:eien von den vier Füfsen des Fernrohrträgers, 

steht also in der Stellung fest, dafs sein Nullstrich wagerecht ist. Bringt 
man das Fernrohr in die« wagerechte Lage mit dem Nullpunkte der Kreis- 
teilung an den Nullstrich des Vernier (wie es die Figur darstellt), so kann 
man dem Nullstriche des Vernier die genaue wagerechte Lage geben durch 
Drehen an den 3 Stellschrauben S, bis die Luftblase der Röhrenlibelle i, 
welche auf dem Fernrohre der Länge nach befestigt ist, in der Mitte steht.*) 

*) Zur annähernd guten Aufstellung des den Theodoliten tragenden Dreifufses 2> 
dient die in der Mitte des Kreises CC^ befestigte Dosenlibelle. Um den Standort des 
Theodoliten auf dem Erdboden genau zu bezeichnen, läfst man ein Senklot hinab von dem 
Häkchen unten an dem langen senkrechten Haken, mit welchem der Theodolit auf dem 
Dreifufse festgemacht ist durch die gegen eine Zwischenplatte anstemmende Spnmgfeder. 
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Figar 8. Theodolit, in V» seiner Grösse. 

Richtet man das Fernrohr auf nach dem höchsten Punkte B des Bau- 
werks (Figur 9), so gleiten die Kreisteilstriche 10®, 20®, 30® .... am Vernier- 
NuUstriche hin und man Uest nach erfolgter Einstellung auf den Zielpunkt 
mit der Lupe am Vernier ab*) die Grade und Minuten des Winkels a, 
unter welchem die Richtung AB über der Wagerechten AO ansteigt. 

Wie hoch der Scheitel des Winkels a über der Grundfläche der 
Höhe sich befindet, sieht man vorher durch das noch wagerecht liegende 
Fernrohr an einer auf der Grundfläche Ö 
von einem Gehilfen senkrecht gehaltenen 
Nivellierlatte, das ist ein 2 m langer 
Mafsstab, auf welchem der Zwischen- 
raum zwischen den Centimetern ab- 
wechselnd weifs und rot ausgefüllt ist, 
weil man aus gröfserer Entfernung Teil- 
striche durch das mäfsig vergröfsernde 
Fernrohr nicht deutlich würde erkennen 
können. Im Innern des Fernrohres be- 
findet sich zwischen den mit F be- 
zeichneten Schrauben (Figur 8) ein Ring, 
dessen wagerechter und senkrechter Durchmesser von zwei Spinnewebfäden 
gebildet wird. Ihr Kreuzpunkt giebt dem Beobachter die Längsachse des 




Figur 9. 



*) Die Lupe ist in Figur 8 nur bei einem Vernier V der Grundkreisteilung gezeichnet. 
Dieser befindet sich, durch eine Glasplatte gegen Staub geschützt, an dem mit dem Femrohr- 
träger drehbaren Deckel CCi, welcher mit übergreifendem Rande den feststehenden, in 
360® geteilten Grundkreis G bedeckt. 
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Fernrohrs an. Der Querfaden erscheint dann vor einem weifsen oder roten 
Centimeterfelde der Nivellierlatte, und man kann der Zerlegung des Feldes 
gemäfs nach einiger Übung die Millimeter gut absehätzen. 

Endlich ist noch der Abstand CA von der Höhe, als OF bis zum Fufs- 
punkte des unter dem Theodoliten herabgelassenen Senklotes -4P, mit einer 
20 m langen Mefskette zu messen. In ihre meist V2 m langen Glieder 
aus starkem Eisendraht ist immer nach 2V2 Metern ein die Meterzahl an- 
gebendes längliches Messingstück eingeschaltet, auf w^elchem der Teilstrich 
quer eingeschnitten ist. Auf dem an den Standort des Theodoliten kommenden 
Kettengliede mifst man mit einem Handmafsstabe die bezeichnete Stelle in 
Centimetern und Millimetern ab, auf welche das Senklot AP mit seiner 
Spitze hinwies. 

Beispiele. 1) Höhe des Gebäudes der Universität in Berlin. 
In dem Garten zwischen den beiden Seitenflügeln des Universitätsgebäudes 
wurde ein TheodoUt aufgestellt, sein Fernrohr nach Angabe der darauf 
befestigten Röhrenlibelle genau wagerecht gerichtet auf eine Nivellierlatte, 
welche senkrecht gehalten wurde auf der in der Ebene des Gartens vor 
der Thür des östlichen Flügels hegenden Granitplatte (Hnks von in Figur 9 
zu denken), und durch das Fernrohr abgelesen, dafs die Querachse A des 
Theodolitenfernrohrs sich CO = h = 1,498 m über dieser Grundebene 
befand. Darauf wurde das Fernrohr nach dem oberen Rande des steinernen 
Geländers auf dem flachen Dache des östlichen Seitenflügels emporgerichtet. 
Der bei diesem Aufrichten von der verlängerten Längsachse des Fernrohrs 
beschriebene Winkel GAB wurde am Seitenkreise des Theodoliten a = 40® 29' 
abgelesen. Sein Scheitelpunkt A hatte von der zu bestimmenden Höhe BO 
den Abstand CA=^ OP =^ b =^ 22,82 m. — Ebenso wurde in etwas gröfserer 
Entfernung beobachtet h = 1,488 m, «1 = 35® 23' und h = 27,43 m. 
Wie grofs ergiebt sich aus diesen beiden Messungen die Höhe des Universitäts- 
gebäudes über der durch jene Granitplatte fest bestimmten Ebene des Gartens? 

Formelentwicklung. Ist OB x Meter lang, so liefert BC 
X — /» =F ^^ tg a. 
also ist 0? = 6 tg a -|- Ä. 

Rechnung. (Jede Zeile ist sogleich für beide Messungen hinzuschreiben.) 



t. 

log ö = 1,35832 
log tg a = 9,93 124 



log {x — h) = 1,28 956 

^ — Ä = 19,479 
h = 1,498 



2. Messung. 
1,43 823 
9,85140 [— 10] 



1,28 963 

19,482 

1,488 



X = 20,977 m 20,970 m. 

Die Ergebnisse unterscheiden sich nur um 7 mm, das ist rund V3000 der 

zu bestimmenden Höhe.*) Der Mittelwert würde sein 20,9735 m. Da es aber 

*) Solche Messungen müssen mindestens zweimal ausgeführt werden, um durch die 
Rechnung zu erkennen, wie weit das Ergebnis beeinflufst wird durch die begrenzte 
Genauigkeit der Messungen. Denn bei den Winkeln sind Sekunden gar nicht abzulesen, 
und bei der zweiten, in entgegengesetzter Richtung erfolgenden Messung einer über 20 m 
langen Strecke auf dem Erdboden erhält man trotz grofser Sorgfalt nicht etwa die Milli- 
meter in gleicher Anzahl wieder. 
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auf Millimeter hier nicht ankommt, zumal das Zinkblech, welches das steinerne 
Geländer oben auf dem Dache deckt, keineswegs eine wagerechte Ebene 
bildet, so lautet die Antwort: Der östliche Flügel des üniversitätsgebäudes 
ist 20,97 m über der durch die bezeichnete Granitplatte bestimmten Fläche 
des Gartens. 

2) Höhe des Obelisken Friedrichs des Grofsen vor Sans-souci. 
In einem Abstände von der Höhe OB (Figur 9), AG = OP = & = 25,64 m, 
hatte die Richtung nach der Spitze B des Obehsken den Steigungswinkel 
BAC =a=: 40*^ 19', wobei der Scheitel A des Winkels 00 = h = 0,993 m 
hoch über der Grundfläche sich befand. Bei der zw^eiten, in gröfserer Ent- 
fernung vollzogenen Messung war b = 32,25 m. « = 34^ C, h = 0,980 m 
und bei der dritten Messung b = 22,77 m, a = 43^ 42', h = 1,010 m. Wie 
grofs ist demnach die Höhe des Obelisken? 

Ergebnis, xi = 22,75 m, X2 = 22,73 m, xs = 22,77 m. Die Höhe 
des Obelisken ist 22,75 m. Die durch kleine Messungsfehler bewirkten Ab- 
weichungen von 2 cm betragen noch nicht ^/looo der Höhe. 

7. Der Flächeninhalt eines Dreiecks ist 

9. A = Va ab siny. 

Dieser Ausdruck geht aus der Formel A = . V2 ah hervor. 

Anmerkung. Die Inhaltsformel gilt auch, wenn y ein stumpfer Winkel 
ist. (Nr. 2, Figur 4.) 

Zusatz. Der Inhalt einer Raute mit den Seiten a und b und dem 
Zwischenwinkel y ist i? = ab sin y. 

8. Mittels des rechtwinkligen Dreiecks wird berechnet 

1) das gleichschenklige Dreieck; denn die Höhe auf der Grundseite 
teilt es in zwei übereinstimmende rechtwinklige Dreiecke. 

2) das gleichseitige Viereck; denn die Eckenlinien zerlegen es in 4 über- 
einstimmende rechtwinklige Dreiecke. 

3) die regelmäfsigen Vielecke; weil das Bestimmungsdreieck gleich- 
schenklig ist. 

4) jeder Kreisabschnitt; denn man hat vom Kreisausschnitt ein gleich- 
schenkliges Dreieck abzuziehen (oder, wenn der Abschnitt gröfser als der 
Halbkreis ist, hinzuzufügen). 

9. Übungen. 

1) Um die Höhe der Andreaskirche in Berlin zu bestimmen, wurde in 
einem vor dem Turme auf dem Stralauer Platze gewählten Standpunkte der Steigungs- 
winkel der Richtung nach der Spitze or = 54^ 51' gemessen. Sein Scheitel hatte 
von der Turmhöhe den Abstand b = 42,40 m*) und war h = 1,210 m hoch über 
der Grundfläche. (Dies ist die Erweiterung der Granitplatte des Bürgersteiges vor 
dem Turmeingange.) Eine zweite Messung lieferte a = 44° 39', b = 60,72 ra und 
h = 1,448 m. 

Ergebnis. Die Höhe der Andreaskirche beträgt 61,43 m. 

2) Wie hoch wird über der 5,236 m langen Grundseite das gleichschenklige 
Dreieck, in welchem jeder Grund winkel 89^ 51' ist? 

*) Die Lage des Höhenfufspunktes wurde aus der Mitte des Seitenanbaues bestimtat, 
und dann der übrige Teil der Entfernung weiter gemessen. 
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3) Wie lang sind die Eckenlinien des gleichseitigen Vierecks von 31 cm Seite 
und einem Winkel von 68®? 

4) Um wieviel ist im Kreise von neun Centimeter Durchmesser ein Bogen 
von 10® länger als seine Sehne? 

5) Wie grofs ist der Inhalt des regelmäfsigen Neunecks im Kreise von 7,153 m 
Halbmesser? 

6) Wie grofs wird der Inhalt eines regelmäfsigen 25-Ecks von a = 7,523 m Seite? 

7) In und um den Kreis von 1 m Durchmesser ist ein regelmäfsiges Hunderteck 
beschrieben. Um wieviel ist der Umfang des einen kleiner, der des andern gröfser 
als der Kreisumfang? 

8) Wie lang sind der grofse und der kleine Durchmesser eines regelmäfsigen 
80-Ecks von 70 cm Seite? 

9) Höhe des Denkmals auf dem Kreuzberge bei Berlin. 

Das Denkmal steht auf einem Treppenaufbau, welcher ein regel- 
mäfsiges Achteck bildet. Die äufsere Kante der untersten Stufe hat eine 
Länge von s = 12,616 m. Senkrecht über einem Eckpunkte dieser Stufe 
hatte die Richtung zum obersten Rande des eisernen Kreuzes auf der Spitze 
des Denkmals den Steigungswinkel a = 50^ 15', dessen Scheitel 0,618 m 

unter der Grundfläche (6r) des 
Denkmals sich befand. Eine zweite 
Messung, die über einem Eckpunkte 
der dritten Stufe von unten ebenso 
ausgeführt wurde, lieferte s = 
12,098 m und « = 50« 54' mit der 
Scheitelhöhe h = — 0,237 m. Man 
berechne aus beiden Messungen die 
Höhe des Denkmals, und ebenfalls 
aus beiden Ergebnissen die Ent- 
Figur 10. Kreuzbergdenkmal. fcmung dcs Dcnkmals vom Berhner 
Rathausturme, auf welchem die scheinbare Gröfse des Denkmals ß = 11 
Winkelminuten gemessen wurde.*) Die Entfernung y ist der Halbmesser des 
Kreises, in welchem der Mittelpunktswinkel ß auf einem Bogen steht, dessen 
Gröfse von der Denkmalshöhe x nicht mefsbar verschieden ist. 

Ergebnis, xi = 19,202 m und X2 = 19,213 m. Die Abweichung der 
Ergebnisse ist nur ^/i7oo der Höhe. Das Kreuzbergdenkmal ist 19,21 m hoch. 

^1 = 3 883 m und 1/2 = 3 885,3 m. 
Der Unterschied dieser Entfernungsgröfsen hat innerhalb des vergoldeten 
Gitters auf dem Rathausturme reichlich Platz; denn der Rand des Geländers 
ist ein regelmäfsiges Achteck von 2,177 m langer Seite. Die Entfernung des 
Kreuzbergdenkmals vom Rathausturme beträgt 3,88 km. (Vergl. 6, 5, 9.) 

10) Wie grofs ist im Kreise von r = 47,49 cm Halbmesser der Inhalt des Ab- 
schnitts, dessen Bogen « = 21^ 36' beträgt? 

11) Zum Inhalt des Dreiecks: Martus, mathemat. Aufgaben, Nr. 337, 353, 
280, 253. 




*) Bei dieser Beobachtung, vom yergoldeten Gitter des Rathausturmes aus, hatte die 
Richtung nach dem Fufse des Denkmals, welches damals (1867) noch nicht auf den grofsen 
Unterbau durch Wasserpressen gehoben war, einen Senkungswinkel von 0** 42^/2' und die 
Richtung nach dem Gipfel auch einen Senkungswinkel und zwar von 0® 25V2'. 
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2. Glied. Die Werte der Winkelfunktionen. 
1. Änderung der Brnohwerte der Funktionen mit dem Winkel. 

1) Kosinus. In Figur 11 ist mit dem beliebig lang gewählten Längenmafse XY 
um M ein Kreis beschrieben und sein Umfang vom Anfangspunkte Ä des wagerechten 
Durchmessers aus von 10 zu 10 

Grad abgeteilt; auch sind die -t 1[ 

Halbmesser MÄ und MC von M . 

aus in Zehntel zerlegt. Der 
Winkel ÄME ist 53^. Zur Be- 
stimmung seines Kosinus sind 
Jfl^ und JfE zu messen. In MF 
gehen die Zehntel des Längen- 
mafses auf und geben 6 Zehntel ; 
in ME geht das Längenmafs 
natürlich einmal; also ist 

cos 53^ = ^ = 0,6. 

Der Winkel AMEi ist 35^ 
Seine kleine Anseite MFi läfst 
beim Messen mit den Zehnteln 
des Mafses einen kleinen Rest, 
den man als den fünften Teil 
des folgenden Zehntels erkennt. 
Der Rest ist Vö Zehntel = Vso 




Figur 11. 

0,02, also ergiebt sich MFi = 0,8 + 0,02 = 0,82; mithin 

_ 0,82 
1 



cos 35^ = 



= 0,82. 



Durch Beschreiben des Kreises mit dem Längenmafse ist erreicht, dafs beim 
Kosinus der Winkel alle Nenner 1 werden, dafs also schon der Zähler den Bruch- 
wert angiebt, so dais man nur eine Linie, die kleine Anseite, zu messen braucht. 

Wir sahen, dafs der Kosinus, wenn der Winkel von 53® auf 35® abnimmt, von 
0,6 auf 0,82 steigt. Bei fortgesetztem Verkleinern des Winkels wächst der Kosinus 
weiter; es wird, wie die Figur zeigt, cos 16® = 0,96 und cos 8® = 0,99. Bei 7®, 
6®, 5®, . . . . 1®, Va®, • • • • wird die Anseite MF immer mehr gleich MA und geht 
in MA über, so dafs die Messung 1 Ganzes ergiebt, wenn der Winkel auf 0® 0' 0" 
gekommen ist; mithin wird 

cos 0® = 1. 

Wächst der Winkel von 0® an, so nimmt der Kosinus von 1 an ab. 

Der Kosinus war bei 53® noch 0,6; erst bei 60® kommt er auf die Hälfte, und 

von hier an sinkt er schneller. Schon bei 69® erweist er sich aus der Figur nijr als 

0,36 (kaum mehr als Vs), bei 82® nur noch 0,14 und bei 86® geht er auf 0,07 hinab. 

Und auch dieser kleine Wert der gemessenen Anseite MF verschwindet, wenn JP, 

beim Übergehen des Winkels in einen Rechten, in M ankommt, also MF = wird, 

so dafs ^ - __ _ 

cos 90" t= 0. 

Verfolgen wir die Wanderung des Fufspunktes F der Senkrechten von seinem 
Ausgange vom Anfangspunkte A an. Hat er beim Wachsen 4es Winkels den W'eg 
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von A bis F\ zui-ückgelegt, so ist die kleine Anseite MFx = AM — AFi 
das weitere Fortschreiten liefert MF == AM — AF 

wird sein Weg AF gleich dem Längenmafse, so kommt MF = AM — AM = 0. 
Der weiter wachsende Winkel läfst den Fufspunkt F der Senkrechten in gleicher 
Richtung weiter wandern; es wird die Gleichung zn 

MF2 = AM — AF2 =1 — 1,1 = — 0,1 ; daher cos 96^ = — 0,1 
dann MFs = AM — AFq = 1 — 1,36 = — 0,36; cos 111^ = — 0,36. 

Es mufste die Zahl für MF2 das negative Vorzeichen erhalten, weil diese 
Linie von M aus nun nach der entgegengesetzten Richtung geht; und daher sind 
die Kosinus der stumpfen Winkel negative echte Brüche. 
Die Figur zeigt den weiteren Verlauf: cos 120^ = — 0,5, cos 143^ = — 0,8, 
cos 172® = — 0,99, und wenn der Winkel ein gestreckter wird, hat der Fufs- 
punkt F den ganzen Durchmesser AC durchlaufen und die Gleichung wird 

MC = AM — AC =1 — 2 = — 1 
deshalb cos 180® = — 1. 

Der Winkel fahrt fort zu wachsen, er wird üherstumpf. Da kehren durch die 
gemessenen Anseiten dieselben Werte in umgekehrter Ordnung wieder. Es wird 
cos 217® = — 0,8, cos 233® = — 0,6, cos 262® = — 0,14, dann 

cos 270® = 
und nun kommt der bewegliche Schenkel des Winkels in das vierte Viertel des 
Feldes, wo die zuerst betrachteten positiven Strecken die Werte geben. Der Kosinus 
wird hier also wieder positiv: cos 300® = 0,5, cos 344® = 0,96 und 

cos 360® = 1. 
Es hat sich also ergeben aus der Lage der Strecke MF rechts von M 
oder links von M: 

Die Kosinus sind im ersten und vierten Viertel positiv, 
im zweiten und dritten negativ. 
2) Sinus. Zur Bestimmung des Wertes vom Sinus hat man, wenn man wieder 
mit der Längeneinheit den Kreis beschreibt, nur die Gegenseite des Winkels 

zu messen. (Figur 12.) Die Länge 
derselben kann man nicht so bequem 
ablesen, wie vorher, wo die Anseite 
immer auf dem geteilten wagerechten 
Durchmesser lag; denn der sich 
ändernde Winkel verlegt ihren Platz. 
Wir müssen deshalb jede auf den senk- 
rechten Durchmesser erst übertragen, 
indem wir vom Endpunkte des be- 
weglichen Halbmessers die dem wage- 
rechten Durchmesser gleichlaufende 
Gerade bis zu ihm hinüberziehen. Aus 
der dort angegebenen Teilung in 
Zehntel des Längenmafses liest man ab • 
für den Winkel ^M^= 15® die Länge 
der Gegenseite EF = LM = 0,26; 
also ist sin 15® = 0,26. Nimmt der 
Winkel ab bis auf AME^ = 4®, so 
geht, wegen E^Fi = LxM^= 0,07,, 
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der Sinus hinab auf 0,07, wird mit dem Winkel immer noch kleiner und, wenn bei 
verschwindend kleinem Winkel die Senkrechte EF in den Punkt Ä zusammen- 
schrumpft, entsteht . ^n 

^ ' sin 0^ =: 0. 

Läfst man den Winkel von 0^ an wachsen, so steigt der Sinus anfangs schnell; 
schon sin 30^ kommt auf 0,5 und sin 53^ wird 0,8. Bald hinter dieser Stelle nimmt 
er immer langsamer zu. Es wird sin 70® = 0,94, sin 82® = 0,99 und, wenn EF in 

^^^^^'«'^'^ sin 900=1. 

Wird der Winkel ein stumpfer, so senkt sich die Bahn des Punktes E und die 
Senkrechten liefern dieselben Werte in umgekehrter Folge wieder. Es ist sin 106® 
= 0,96, sin 123® = 0,84, sin 150® = 0,5, sin 174® = 0,1 ; dann wird EsFs immer 
kleiner und verschwindet im Punkte C, wenn der Winkel in den gestreckten übergeht, 

sin 180® = 0. 
Der Weg, den der Punkt L durchwanderte, vom ^^ 

höchsten Punkte B herkommend, liefert 
E2F2 = BM — BL2 
EsFs =z BM— BLs=zl —0,9 = 0,1 
E^F4. = BM — BL4^ = 1 — 1,14 = — 0,14 
also ist sin 188® = — 0,14. Die Senkrechte ist auf 
die andere Seite des wagerechten Durchmessers ÄC 
hinübergekommen; ihre entgegengesetzte Lage 
hat ihr das negative Vorzeichen gegeben; und darum 
werden die Sinus aller Winkel zwischen 180® 
und 360® negativ. Auf sin 237® = — 0,84 folgt 

sin 270® = — 1 
dann sin 330® =*— 0,5 und sin 360® = 0. 

Für die Winkel, die bis in das zweite, dritte /^ 

oder vierte Viertel des Feldes reichen, ist nach ^ 
der Lage der Senkrechten über oder unter dem 
wagerechten Durchmesser zu merken: 
-Die Sinus sind im ersten und zweiten Viertel 

positiv, 
im dritten und vierten negativ. 



3) Tangens. Den Vorteil, nur eine Seite messen 
zu brauchen, wenn der Nenner des Bruches = 1 wird, 
hat man bei Tangens, wenn man an den mit dem 
Längenmafse beschriebenen Kreise im An- 
fangspunkte A die Berührungslinie legt. Für 
Figur 13 ist das Längenmafs XY kleiner gewählt, 
weil die Figur für diese Druckseite viel zu grofs 
werden würde. Für den Winkel AME = 31® giebt 
AT= 0,6 den Wert tg 31® = 0,6; dann AT^ = 1 
tg 45® = 1; ferner ersieht man tg 58® = 1,6, 
tg 69® = 2,6, tg 76® = 4; aus weiter hinauf fort- 
gesetzter Figur würde man ablesen können tg 84® = 
9,5, tg 87® = 19, tg 88® schon 28,6 und nun wächst 
der Abschnitt auf der Berührungslinie ^Tganz aufser- 
ordentlich schnell. Denn wenn der bewegliche Schenkel 



^. 



Figur 13. 
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des Winkels in die senkrechte Stellung MB übergehen will, ist sein Schnittpunkt 
auf der Berübrungslinie AT in eine Ferne gerückt, die über unsere Vorstellung weit 
hinausgeht, wodurch Tangens dieses Winkels eine Zahl wird, die mit gar nicht angeb- 
bar vielen Ziffern geschrieben werden müfste. Und für 90® selbst wird Tangens 
unendlich grofs: ^ qqo __ q^ 

Dies trat ein in dem Augenblicke, als der bewegliche Schenkel des Winkels mit 
der Berührungslinie gleichlaufend wurde. Sobald er aber die Senkrechte MB im 
geringsten überschreitet, erfolgt wieder ein Durchschnitt mit der Berührungslinie, 
nämlich durch Verlängern des Schenkels über den Mittelpunkt M hinaus auf der 
andern Seite von A^ und dieser Schnittpunkt (T5) kommt bei fortgesetzter Drehung 
des Winkelschenkels näher an A heran (wie Te, T-j). Diese nun unterhalb A liegenden 
Strecken treten mit dem negativen Vorzeichen auf. Denn denkt man in der 
Berührungslinie oberhalb A in hinreichender Ferne einen Punkt Z, so waren die ersten 
Strecken 

AT = AZ — ZT 

ATx — AZ — ZTi und so fort: 
nun AT^ = AZ --- ZT^ 

ATß =z AZ— ZT(i = — (ZTq — AZ), 

So wird tg 102® = — 4,7, tg 109® = — 2,9, tg 135® = — 1, tg 166® = — 0,25 
?^^ tg 180® = 0, wie auch tg 0® = war. 

Nachdem der Schenkel des Winkels den Halbmesser MC überschritten hat, 
kommt sein Schnittpunkt auf der Berührenden wieder oberhalb A; also kehren 
dieselben ersten Worte wieder: tg 211® = -[- 0,6, tg 225® = 1 und so fort bis 

tg 270® = (X; 
dann springt der Schnittpunkt wieder ins negativ Unendliche und eilt abermals von 
dieser Seite auf A zu: tg 282® = — 4,7, tg 289® = — 2,9, tg 315® = — 1 und 

tg 360® = 0. 

Demnach ist Tangens im ersten und dritten Viertel positiv, 
im zweiten und vierten negativ. 

4) Kotangens. Nun wird an den mit dem Längenmafse beschriebenen Kreise 
die Berührungslinie im höchsten Punkte 5 gelegt. (Figur 14.) Bis zu ihr ist der 




Figur 14. 



bewegliche Schenkel des Winkels AME zu verlängern. Dort wird ^ MKB = AME, 
als Wechselwinkel bei den gleichlaufenden Geraden. Also liest man den Wert Kotangens 
aus dem rechtwinkligen Dreiecke MKB ab, und zwar an KB, da die Messung der 
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Gegenseite -30 für den Nenner die Zahl 1 ergiebt. Es wird ctg 13® = 4,33, ctg 20® 

= 2,75, ctg 45® = 1, ctg 73® = 0,3. 

Für die sehr kleinen Winkel liegt der Schnittpunkt K in überaus grofser Ferne. 

Es ist ^ ^0 

ctg 0® = 00. 

Kommt der bewegliche Schenkel in MBy so ist 

ctg 90® = 
und dann tritt bei den stumpfen Winkeln der Schnittpunkt auf die linke Seite von B. 
Dies macht ctg 125® = — 0,7, ctg 135® = — 1, ctg 166® = — 4 und so fort bis 
ctg 180® = — 00. Für die Winkel über 180® ist der bewegliche Schenkel über den 
Mittelpunkt hinaus zu verlängern und so kommt der Schnittpunkt wieder an die ersten 
Stellen. Er rückt, wenn man von 181® auf 180® zurückgeht, ins positiv Unend- 
liche; also wird von dieser Seite her ctg 180® = -j- oo. Deshalb braucht nur an- 
gegeben zu werden ^ ^^„ 
^ ^ ctg 180® = 00. 

(Ebenso kann man durch Verkleinern des Winkels bei tg 90® und tg 270® auch auf 
— 00 kommen.) 

Im weiteren Verlaufe ersieht man ctg 200® = 2,75, ctg 225® = 1, 

ctg 270® = 0, 
dann ctg 315® = — 1, ctg 346® = — 4, und aus demselben Grunde, wie bei 180®, 

ctg 360® = 00. 
Wie bei Tangens ist Kontangens im ersten und dritten Viertel 
positiv, im zweiten und vierten negativ. 

2. Bestimmung dei Logarithmen der Funktionen der Winkel mit 
Sekunden. 

1. Es sei anzugeben log sin 46® 27' 15". In der Logarithmentafel steht log sin 
46® 27' = 9,86 020, wo hinten — 10 fortgelassen ist. (Diese — 10 hinzuschreiben, 
können auch wir uns ersparen, müssen aber stets an — 10 denken!) Der gegebene 
Winkel hat noch 15" oder eine Viertelminute. Für die ganze nächste Minute 
wächst der Logarithmus um 12 (Hunderttausendstel); um ebenso viel auch für alle 
umliegenden log sin; daher kann der Logarithmus für die Viertelminute nur um ^^U = 3 
wachsen. Demnach ist 

log sin 46® 27' 15" = 9,86023. 

2. Wie grofs ist log sin « für a = 36® 36' 36"? Der log sin 36® 36' = 9,77 541 
wächst für die nächste Minute um 17; die 36" sind 0,6 Minuten, fordern also eine 
Vermehrung um 0,6 • 17 = 10,2, was auf 10 abgekürzt wird. Daher ist 

log sin« = 9,77 551. 

3. Zu bestimmen log tga für « = 28® 40' 22". Es nimmt log tg 28® 40' = 
9,73 777 für die ganze Minute um 30 zu, also für ^^/so Minuten um 11; daher 

log tg« = 9,73 788. 

4. Auszurechnen log cos/? für ß --= 39® 0' 18". Es ist log cos 39® 0' = 
9,89050. Der Winkel ß ist noch um 18" gröfser. Beim Wachsen des Winkels 
nimmt aber der Kosinus ab. Der Logarithmus wird für die erste Minute um 10 
kleiner, also für ^lo Minuten um 3; daher ist log cos ß = 9,89047. 

5. Auch Kotangens wird bei Vergröfserung des Winkels kleiner. Wie grofs ist 
log ctgy für y = 22® 20' 37"? Es sinkt log ctg 22® 20' = 0,38 636 für eine Minute 
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um 36, also für "/eo Minuten um ^'/eo • 36 = 3,7 • 6 = 22,2: daher sind 22 in 
Abzug zu bringen: log ctgy = 0,38 614 (wo keine — 10 zu denken ist). 

Bei den mit Ko anfangenden Funktionen wird die Verbesserung 
abgezogen! 

3. Aufschlagen des Winkels zu einem Funktionswert. 

1) Für welchen spitzen Winkel « ist sin^ = */4 = 0,75? 

Der Logarithmus von 0,75 giebt log sin« == 9,87 506 — 10. Der nächst 
kleinere log sin in der Tafel ist log sin 48° 35' = 9,87 501. Dieser mufs um 12 
(Hunderttausendstel) wachsen, um eine ganze Minute mehr zu liefern; zu je 1 mehr 
ist also ^/i2 Minute nötig; log sin« hat 5 mehr; diese kommen durch ^/i2 Minuten. 
Mithin ist a = 48° 35^/i2' oder 48° 35' 25". 

2) Wie grofs sind die Grundwinkel eines gleichschenkligen Dreiecks, in welchem 
Grundseite und Höhe gleich sind? 

Markiert man die Mitte der Höhe, so sieht man, dafs ß zu bestimmen ist aus 
tgß = 2. 

Für log tg i^ = 0,30 103 liefert die Tafel den nächst kleineren log tg 0,30 100, 
welcher zu 63° 26' gehört. Dieser mufs um 32 (Hunderttausendstel) zunehmen, um 
eine ganze Minute mehr zu geben; ein Zuwachs um 1 kommt also bei ^/s2 Minute; 
für die 3, welche log tgß mehr hat, sind '/32 Minuten erforderlich. Also der Über- 
schufs ist der Zähler, der Tafel -Unterschied der Nenner des Minuten- 
bruches. Daher ist ß = 63° 26^/32'. Statt des Minutenbruches giebt man lieber 
Sekunden an, und rundet ^/32 • 60" ab in 6". Ein gleichschenkliges Dreieck von 
gleicher Breite und Höhe hat Grundwinkel von 63° 26' 6". 

3) Die Sekunden des spitzen Winkels a zu bestimmen aus sin a = 0,3. 
Es ist log sin u = 9,47 712 

bei 17° 27' in der Tafel 694 

Überschufsl8 . „^ « 
Tafel-Unterschied 40 
mithin ist a= 17° 27' 27". Die Ordnung „Überschufs durch Tafel-Unter- 
schied" ist daran leicht zu behalten, dafs der Minutenbruch natürlich ein echter 
sein mufs. 

4) Das Dreieck, dessen Seiten die Mafszahlen 5, 12, 13 haben, ist rechtwinklig, 
weil 52 + 12^ = 13^ ist. Wie grofs sind seine Winkel? 

Der kleinste Winkel geht hervor aus sin« = ^/is^als cc = 22° 37' 12". 
Schneller findet man ihn, weil nur ein Logarithmus aufzuschlagen ist, aus ctg« = 
12/5 r= 2,4. Der Logarithmus dieser Zahl liefert log ctg« = 0,38 021. 

Bei Kotangens nimmt man aus der Tafel den nächst gröfseren Logarithmus : 
log ctg 22° 37' = 0,38028. Der Überschufs 7 giebt Vse • 60" = ^Vs, rund 12"; 
daher, vde vorher, « = 22° 37' 12". 

Die Bestimmung aus cos « = ^*/i3 ist insofern nicht unbequem, als log 12 und 
log 13 in der Tafel bei einander stehen. Ohne sie herauszuschreiben, zieht man 
ab und hat log cos « = 9,96 524. Auch beim Kosinus nimmt man aus der Tafel den 
nächst gröfseren Logarithmus. Sein Überschufs 1 bringt Vs' = 12"; also wieder 
« = 22° 37' 12". 

Bei den mit Ko anfangenden Funktionen nimmt man den nächst 
gröfseren Logarithmus, weil Kosinus oder Kotaugens des Winkels 
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ohne Sekunden, also des kleineren Winkels, gröfser ist. Die zu den 
Minuten hinzugefügten Sekunden bringen ihn auf die gegebene Gröfse 
herab. 

4. Winkel mit tJberschnfs über 90®. 

In den Figuren 15, 16, 17 sind die Kreise mit dem Längenmafse be- 
schrieben. Der Winkel ÄME ist um a gröfser als 90®. Für seine Funk- 
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Figur 15. Figur 16. Figur 17. 

tionen, deren Vorzeichen schon bekannt sind, liest man ab aus 
EF = LM, aus MF = EL, an AT und an BK 
.^ / sin (90® + «) = cos« tg (90® -f a) = — ctg« 

^"- \ cos (90® -f a) = — sin« ctg (90® + «) = — tg«. 

Die Funktionen eines stumpfen Winkels haben den Zahlenwert der 
Kofunktion seines Überschnsges über 90®. Von ihnen ist nur Sinus positiv. 
Man schlägt log sin 121® 15' 7,5" auf als log cos 31® 15' 7,5" und 
findet 9,93191. 

Um im Verlaufe der Rechnung daran erinnert zu werden, dafs der 
Zahlenwert negativ zu nehmen ist, setzt man an die betreffende Funktion 
die Marke n, 

Beispiel. Welchen Zahlenwert hat cos« bei « = 97® 47' 57"? 
log costtn = 9,13 258 — 10 cos« = — 0,1357. 

Soll ein stumpfer Winkel aus seinem Kosinus bestimmt werden, so 
sucht man dessen Logarithmus unter log sin auf und schreibt für a 90® 
mehr hin. 

Beispiel. Für welchen stumpfen Winkel ist cos« = — Vs? 
log 3 = 0,47 712 
log cos«n = 9,52288 — 10 a = 109® 28' 17". 

Anmerkung. Entsprechende Formeln kann man für die Funktionen 
von 270® -f" " aufstellen. (Die Winkel zwischen 
270® und 180® werden bequemer als 100® + « ge- 
nommen.) 

5. Funktion zweier Winkel, die sich zu 180® 
ergänzen. 

Auäjigur 18 Uest man ab für Zl ^ME = 180® — a 
sin (180® — a) = sin« 
cos (180® — a) = — cos a 

tg(180® — «) = — tg« 
ctg (180® — «) = — ctg«. 



11. 




Figur 18. 



Martns, Baumlehre. 2. 



Digitized by 



Google 



2, 6. 7. 



— 18 — 




sin. (— a) = 


— sin a 


cos ( — a) = 


COSCf 


tg (- a) = 


— tga 


ctg (— a) = 


-- ctg« 



Anmerkang. Entsprechende Formeln könnten aufgestellt werden für die 
Funktionen der Winkel von 180® -\- « und 360^ — «. 

6. Die Funktionen eines negativen Winkels. 

Wenn man von dem unter Nr. 1 betrachteten Winkel a (ÄME), dessen 
bevreglicher Schenkel ME im Kreise herumUef, etwas von seinem Zuwachs 
wieder fortnimmt, also einen Winkel ß abzieht, so kommt der Schenkel ME 
wieder zurück und bildet mit AM den Winkel ofi = a — ß. Hat man dabei 
den Winkel /? gröfser als a genommen, so kommt der bewegliche Schenkel ME 
unter AM und der entstandene Winkel ai = a — /? ist negativ, ai = 
— (ß — a). Diesen negativen Winkel «i beschrieb ME in dem Sinne, wie 

die Uhrzeiger fortrücken, und es kann 
diese Bewegung weiter fortgesetzt 
werden- Die Funktionen solches nega- 
tiven Winkels sind mit denen des 
ebenso grofsen positiven Winkels zu 
vergleichen. Die Figur 19 giebt: 



12. 



Figur 19. 

7. Derselbe Funktionswert gehört mehr als einem Winkel. 

1) Bei der Aufgabe in Nr. 3, 1) fanden wir für den Wert sin a ■= % 
den spitzen Winkel a = 48^ 35' 25''. Wenn der Sinus im zweiten Viertel 
des Feldes von 1 bis hinabgeht, mufs er an eine Stelle kommen, wo sein 
Wert auch ^U ist. Die Gleichung 11 (in Nr. 5), sin (180® — a) = sin«, 
sagt, dafs der stumpfe Winkel an jener Stelle die Gröfse (180® — a) hat. 
Es ist also «1 = 180® — 48® 35' 25" = 131® 24' 35" der zweite Winkel 
für den Wert sin a = ^U. 

2) Das zweite Beispiel in Nr. 4, cos a = — ^/s, ergab den stumpfen 
Winkel a = 109® 28' 17". Verlängert man seine Senkrechte EF über F 
bis zum Schnitt mit dem Kreise in Ei und zieht EiM^ so hefert dieselbe 
Strecke MF für den über stumpfen Winkel AMEi den Kosinus; und dieser 
Winkel ist 360® — a; folglich ist 250^ 31' 43" der zweite Winkel für den 
Wert cosof = — Vs. Auch würde der Kosinus des negativen Winkels 
c^2 = — 109® 28' 17" den Wert — Vs haben. Diese beiden schliefsen 
sich von selbst aus, wenn die Aufgabe einen Winkel im Dreieck verlangt. 

3) Dem Werte ctg« = 2,4 in Nr. 3, 4) entspricht nicht nur a = 22® 
37' 12", sondern auch der um 180® gröfsere Winkel, «i = 202® 37' 12", 
und auch der um 180® kleinere Winkel «2 = — 157® 22' 48". Allein sie 
passen dort nicht für das Dreieck. Auch bei jedem Werte für Tangens 
treten aufser « Winkel auf, die um 180® gröfser oder kleiner sind. 

Anmerkung. Vr3il der zwischen den Schenkeln liegende Bogen ebenso viele 
Grade, Minuten und Sekunden hat, wie der Winkel «, so kann main Sinus, Kosinus, 
Tangens und Kotangens auch als dem Bogen angehörig betrachten und zwar dem 
Bogen des Kreises, welcher mit der Längeneinheit beschrieben wurde, oder, 
kurz ausgedrückt, dem Bogen mit dem Halbmesser Eins. Der Umfang nd dieses 
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Kreises hat, da d = 2 ist, die Gröfse von 2 tt Längeneinheiten, und der Halbkreis 
die Mafszabl n. Man kann also für 180^ auch n schreiben. Der Bogen hört dann 
nicht, wie der Winkel, bei 360^ auf; er legt sich von neuem um den Kreis. 3 n Längen- 
einheiten reichen als Bogen lV2mal um den Kreis herum. 

Beispiele. 1) Wie lang sind die Bogen Xy welche der Gleichung sin :r = 
entsprechen? Antwort: 0, tt, 2 tt, 3 ;r, 4 tt und, wenn der Bogen vom Anfangs- 
punkte A an in entgegengesetzter Richtung sich aufwickelt, auch — ?r, — 2 tt, — 3 tt, 

; also allgemein, wenn n jede positive oder negative ganze Zahl bedeutet, x^=^nn. 

Auch die Gleichung tg iu = hat die unzählig vielen Wurzeln x = nn. 

2) Dieselbe Frage bei sin a? = — 1. Zunächst der Bogen von der Länge 1 V« n. 
Weil der Sinus nur beim tiefsten Punkte D des Kreises (Figur 12) bis auf — 1 hinab- 
geht, mufs der Bogen von D an ganz herum gehen, also um 2?^ länger werden; dann 
wieder um 2 tt, und so immer fort. Daher 

x=z^l%n-\- n • 2 71 = (3 + 4n) • Va TT. 
In solchem Ausdrucke sind auch die negativen Bogen enthalten; man setzt fftr n die 
negativen ganzen Zahlen ein. 

3) Für die Gleichung sin x = ^/a fanden wir die ihr entsprechenden Bogen 
« = 48® 35' 25'' und n — «. Zu jeder dieser beiden Stellen kehrt der Bogen nach 
ganzem Umlaufe zurück. Also ist zu jedem nmal 2 n hinzuzufügen: 

Xx z= 2nn -\- a 
und X2 = 2 nn -\- 71 — a =z (2n -^ 1) n — «. 

8. Die Werte der Funktionen der Winkel von 
45^ 60® und 80® und der zu diesen besonderen 
Winkeln gehörigen aus den andern Vierteln. 

1) Der Winkel AM^ = 45® (Figur 20) läfst 
das Dreieck EFM gleichschenklig werden. Die 
Gröfse seiner Schenkel geht hervor aus 

2ic2 = 1 x = ]Af2 = V2 V2 = 0,707. ' 
Daher ist sin 45® = cos 45« = ^h K2. 
Ferner tg 45® = ctg 45® = 1. 

Dazu sin 135®= '> K2 _ 

cos 135® = — V2 |/2 
tg 135® = ctg 135® = — 1, 
und entsprechend die Functionen von 225® und 315®. 

2) Im halben gleichseitigen Dreieck EFM 
(Figur 21) ist MF = V2 , daher 

EF = VT=^^4. = V2 K3 = 0,866 
und es wird (durch A3f = 2MF) 

AT = 2EF =V3 = 1,732; 



also 



cos 60® = V2 
sin 60® = V2 1/3 



tg60® = K3 
und der umgekehrte Wert ctg 60® = 



K3 



= V3K3 



der auch aus dem halben gleichseitigen Dreiecke 
MBK berechnet werden kann. 
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Die Werte der Funktionen der Winkel 120^ 240^ und 300<^ liest man 
aus Figur 21 ab: cos 120^ = — V« und entsprechend weiter. 

3) Aus den Funktionswerten von 60® 

-a f gehen die von 30® hervor • durch die 

Formeln 5 in 1, 3: sin (90" — a) = cos« 
u. s. w. Besser aber ist es, sie aus Figur 
22 abzulesen: 

sin 30« = V2 
cos 30« = V2 K3 
tg 30« = KV^ = V3 K3 
ctg 30« = K3; 
und entsprechend die von 150«, 210« 
und 330«. 

9. Übungen. 

1) Mittels der Logarithmen anzugeben die Zahlenwerte der 4 Funktionen für 
den Winkel a = 240« 24' 42". 

2) Eine Sehne ist gleich dem fünften Teile des Durchmessers. Wie grofs sind 
die auf ihr stehenden Winkel am Umfange? (Man zeichne einen der beiden Winkel, 
bei denen ein Schenkel ein Durchmesser ist.) 

[Die Winkel im kleineren Kreisabschnitte sind 168« 2V 47''.] 

3) Die Winkel des rechtwinkligen Dreiecks zu bestimmen, dessen Seiten die 
Mafszahlen 3, 4, 5 haben. 

[Die Bestimmung des kleinsten Winkels durch Sinus wird (bei fünfstelligen 
Logarithmen) um l'' zu klein.] 

4) Wie grofs sind die Winkel eines gleichseitigen Vierecks, dessen Eckenlinien 
sich verhalten wie Eckenlinie und Seite eines Quadrats? 

5) Martus, mathem. Aufgaben, Nr. 288, 363, 366, 364 a, 312, 325. 



6) Zwei Kreise mit den Halbmessern r = 16,3 und (^ = 4 cm haben den Mittel- 
punktsabstand a = 26,5 cm. Unter wie grofsen Winkeln schneiden sich ihre gemein- 
samen äufseren und inneren Berührangslinien ? (Man ziehe durch den Mittelpunkt des 
kleineren Kreises die den Berührungslinien gleichlaufenden Geraden.) 

Noch ein Beispiel: M., Aufg. 349. 

7) Mittels der Formel A = ^/a aö siny zu beweisen den Lehrsatz (1. Teil, 
14, 10, 2): Beschreibt man über den drei Seiten eines Dreiecks Quadrate und 
verbindet die Eixdpankte je zweier von einem Eckpunkte des Dreiecks ausgehenden 
Quadratseiten, so ist jedes der entstehenden Dreiecke dem ersten gleich. 

8) Wie grofs sind Inhalt und Umfang des regelmäfsigen Siebenecks im Kreise 
vom Halbmesser r = 12,803 m? (Man berechne den Mittelpunktswinkel nur bis zum 
Minutenbruch.) 

9) Wievielmal so grofs, als die Grandseite a, wird die Höhe eines regelmäfsigen 
21-Ecks? 

10) Den Inhalt eines regelmäfsigen /»-Ecks durch seinen Umfang u zu bestimmen. 
(Durch Einsetzen des Ausdrucks für q werde eine Formel für J aufgestellt.) n = 11, 
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u = 1,2629 m. [Ist der Minutenbrach nahe einem Ganzen, so rechnet man leichter 
mit dem, was am Ganzen fehlt.] 

11) Martus, Aufgabe 338, 341. 



12) Im Kreise vom Halbmesser r = 2,4 m ist eine Sehne gezogen, die vom 
Mittelpunkte um a = 1,6138 m absteht. Wie lang ist der von ihr begrenste kleinere 
Kreisbogen? 

13) M., Aufg. 351, 346, 350. 

14) M., Aufgabe 322. Man zerlege das Trapez, so dafs ein gleichschenkliges 
Dreieck entsteht, und ziehe dessen Höhe. 



3. Olied. Oleichungen zwischen den Winkelfunktionen. 

1. Für jeden Winkel « liefert der Satz des Pythagoras*) aus dem 
betreffenden rechtwinkligen Dreiecke (Figur 11 oder 12) 

13. sin^ « -f-_cos^^{_= 1. 

Daher cos a = |/ 1 — sin* a sin a = Yl — cos^ a. 

2. Nach den Erklärungen in 1, 2 (Figur 3, 4 und 5) ist 

a , h ' 

iga = - und ctg a =-. 

b a 

Daraus folgt 1) tg a • ctg a :?= 1 

also 

1 ■• 

14. ctg« = - — tgof = 



tga ^ ctg« 

und 2) wenn man Zähler und Nenner durch die gröfste Seite c dividiert 

.^ , sin of , cos cf 

15. tga = ctg« = -: . 

cos Cf 8in « 

3. Die Hanptformeln für Sinns und Kosinus. 

sin {a -\- ß) =. sin « cos /? -f" ®^* ^ *i^ ß 
^ ^ sin (of — /5f) = sin a cos ß — cos a sin ß 

cos r« -[-/?) = cos a cos ß — sin Cf sin ß 
cos (of — ß) = cos Cf cos /? 4" *^^ " *i^ ß- 
Zu beachten ist die ümkehrnng der Vorzeichen bei Kosinus! 
Herleitung. In Figur 23 ist Zl ÄME == « -|- /?. Die Darstellung von 
sin (of -f- ß) fordert, von dem Punkte E, welcher ME gleich dem Längen- 
mafse abgrenzt, die Senkrechte EF auf den andern Schenkel MÄ zu fällen. 

*) Statt (sina)> schreibt man sin' a und spricht dies: „Sinus -Quadrat Alpha''. 
Denn der Bruch, welcher die Bezeichnung sin iuhrt, soll mit sich selbst multipliziert 
werden. Die Beifügung a tritt wie eine Marke auf, welche angiebt, dafs von keinem 
anderen Winkel, /?, y, . . . die Rede ist- Wer die Klammer einfach fortl&fst und schreibt 
sin «', müfste die Klammer gewifs setzen bei der Angabe (sin 5® 4' 3")', während sin* 
50 4/ 3M ^1^ Aufmerksamkeit sofort auf die wichtige Stelle lenkt. Auch kann bei solcher 
Schreibweise, wie in zwei guten Büchern an folgender und an entsprechenden Formeln zu 
sehen ist, der Setzer entstehen lassen: 

a« . a« 

cos a = cos ^ — »Ui -ö- 
ei a 
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' Die Mafszahl von EF giebt den Wert sin (a + ß) ^^^ Sie auszudrücken 
durch Sinus und Kosinus von a und /?, wird von E auch auf den andern 
Schenkel von a die Senkrechte EG gefällt und von G aus auf den andern 



Äflsiäsiiy 
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Schenkel von ß die Senkrechte GH^ die verlängert wird bis zu der durch 
den Ausgangspunkt E mit dem Grundschenkel MA gleichlaufenden Geraden EJ, 

Die auf den Schenkeln des Winkels ß stehenden Senkrechten schliefsen 
den Winkel EGJ ein, welcher == ß ist (Zl MGH ergänzt beide zu einem 
Rechten). Mithin ist im rechtwinkligen Dreiecke EJG nach der Formel 
6 = ccosa 7ff = sina.cos/y 

und GH ist aus A GHM nach a = c sin « GH = cos a • sin ß. 

Mithin liest man EF = JG -{- GH 

ab als sin («-{-/?) = sina cos/? + ^^scf sin/? 

und entsprechend JfF = MH — EJ 

als cos (a 4" 1^) = ^^s a cosß — sin a sin /?. 

In Figur 24 ist ^ J.ilfE = « — /?. Die Von E aus ganz entsprechend 
ausgeführte Zeichnung läfst EF =^ JG — GH 
ablesen als sin (« — ß) '= sin a cos /? — cos a sin /? 

und MF=iMH-\'EJ 

als cos (a — /?) = cos a cos /? -f" sin a sin /?. 

Anmerkung. Diese vier Formeln gel- 
ten allgemein für alle Arten von Winkeln. 
In Figur 25 und 26 ist a ein stumpfer, /? ein 
spitzer Winkel. Beim stumpfen Winkel 





Figar 25. 



Figox 26. 
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a wird MG = — cos a. Dies macht GH = — cos a • sin ß und ändert in 

EF=JG — GU 
das Vorzeichen des letzten Gliedes ; es kommt wieder 

sin (a -|- /?) = sin a cos /? -|- cos a sin ß 
und MF=MH + EJ 

— cos (« -|- /?) = — cos « cos i^ -|- sin a sin ß 
wo nur noch die Vorzeichen umzukehren sind. 

Dasselbe findet statt in Figur 26 bei EF^JG-^- GH und MF = MH — EJ, 

Ist auch ß ein stumpfer Winkel (Figur 27 und 28), so bilden die Senkrechten 

auf seinen Schenkeln einen ihm gleichen stumpfen Winkel, dessen Nebenwinkel EGJ 





Figar 27. 



Figur 28. 



= 180^ — /? in das rechtwinklige Dreieck kommt. Dann treten die Formeln 11 
(2, 5) sin (180** — ß) = sin/? und cos (180® — /?) = — cos/? in Anwendung. 
Figur 27 giebt für die Summe der beiden stumpfen Winkel die Formeln nach 
ümkehrung der Vorzeichen. In Figur 28 ist a ein überstumpfer, ß ein stumpfer 
Winkel und auch a — ß ist stumpf. 

Wie in diesen, so kommen in allen beliebigen Fällen die Formeln immer in der- 
selben Gestalt heraus. 

Beispiel, sin 15« = sin (45« — 30«) = V2 K2 • V2 Kä — V2 K2 • V2 
sin 15« = Vi (Kö — 1/2) = 0,25 882 
cos 15« = V4 (K6 + ]/2) = 0,96 593. 
Daraus folgt (nachdem man Zähler und Nenner des Bruches mit dem Zähler 
multipUziert hat) ^g 150 = 2 - K3 = 0,26 795 

und ctg 15« = 2 + K3 = 3,73 205. 

4. 1) Wählt man den Winkel ß gleich a, so werden die erste und die 
dritte der Formeln 16 zu 



17. 



sin 2 a r= 2 sin a cos a 

cos 2 a = cos^ a — sin^ a oder durch Formel 13 
= 2c08*a— 1 



= 1 



sm" a. 
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2) Diese Formeln gelten für jeden Winkel, also auch für den Winkel, 
welcher halb so grofs, wie der erstgedachte ist. Für den Winkel Va « 
lauten sie 

sin a = 2 sin V« « cos V2 a 
cos a = cos* V« « — sin* V2 « 

= 2 cos* V2 « — 1 

= 1 — 2 sin* V2 «. 

Die beiden letzten geben durch Umstellen 

j^g 1 -[- CO8 « = 2 cos* V2 a 

1 — cog a = 2 »in* V2 a. 

Das Merken dieser Formeln wird unterstützt durch, den Gleichklang: 
bei Minus kommt Sinus! 

3) Aus den Formeln 18 ergiebt sich 

^ Q cos V2 a = KV2 (1 -|- cos a) 

sin V2 a = K V2 (1 — cos a). 
Beispiel: « = 90^ 

5. Schreibt man die Sinus-Hauptformehi 16 für die Winkel w + 1; und 
u — V hin, sowie auch die Kosinus -Hauptformeln, so entstehen durch 
Zusammenzählen und Abziehen folgende Gleichungen, bei deren letzter auf 
die umgekehrte Ordnung zu achten ist, die man nimmt, um rechts das 
Minuszeichen zu vermeiden. 

sin (w + ^) + sin (« •-- v) = 2 sin w cos t; 

2Q sin {u'\- v) — sin (u — v) = 2 cos n sin v 

cos (« + «?) + cos {u — v) = 2 cos n cos i? 

cos (w — v) — cos (w -}- «^) = 2 sin u sin v. 

Bezeichnet man den ganzen Winkel w -f- 1? mit « und den übrig bleibenden 
Winkel u — v mit /?, so folgt aus 

w -|- i; = a t^ = 1/2 (a -[- /?) 

u — v = ß V = V2 (a — ß) 

und es lauten die Gleichungen 20 mit a und ß 

sin a -|- sin /? = 2 sin V2 (a -f- /?) cos ^(2 (a — ß) 
sin« — sin ß = 2 cos V2 (« + /?) sin V2 (a — /?) 
21. cos a -f" ®^* /^ = 2 ®^* ^/2 (a 

cos/? — cos« = 2 sin V2 (« 

oder, da man auch den kleinen Winkel a, den grofsen ß nennen kann, 
cos a — cos /? = 2 sin V2 iß + «) «in V2 (/^ — «). 

Bei cos minus cos ist auf der einen oder der andern Seite der Gleichung 
die Buchstabenordnung umgekehrt! 

Anmerkung. Diese Formeln setzen die Summe öder den Unterschied 
zweier Sinus oder zweier Kosinus um in ein Produkt. Soll aber Sinus 
und Kosinus verbunden, also sin a + cos ß in ein Produkt verwandelt 
werden, so setzt man sin (90® — ß) für cos ß oder cos (90® — a)' für 
sin cf, und zieht dann nach vorstehenden Formeln zusammen. 



ß) cos ^'2 (« — ß) 

ß) sin V2 (« — ß) 
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6. 22 sin 3 a = 3 sin a — - 4 sin^ a 

cos 3 a = 4 cos* a — 3 cos a. 

Man nehme in der zweiten der Formeln 20 u = 2 a und v = a und für 
cos 2 a den Wert mit Sinus. 

Wendet man die erste Formel auf den Winkel (90® — a) an, so ent- 
steht die andere. Man kann auch die zweite zuerst ableiten aus der dritten 
der Formeln 20 und dann in gleicher Weise zu Sinus übergehen. 

Beispiel: Martus, Aufgabe 320. 

sin 

7. Nach Formel 15 ist tg =:= — , also. 

° cos 

. _, sin (g -f " ß) sin« cos/^ -f- cosog sin/? 

und wenn man Zähler und Nenner dieses Bruches durch cos a cos ß dividiert 
und nachher auch mit ctg entsprechend verfährt, so kommt 



'23. »V f-/ l+tg«tg/J 

X / I ^N Ctg « ctg /? 1 

ctg (.+/?)= 4^j^,tg« 

ctg(«-/J) = ^^^^^^?A+i. 
"*^ '^'' ctg/? — ctg« 

Zusatz. Die erste und die dritte dieser Fonneln geben für den 
besonderen Fall ß =: a 

24. tg2a = :p?-^ und ctg 2 a = ^^^^. 

1 — tg^a ® 2 ctg« 

8. Mit den Formeln 23 ist nicht zu verwechseln Summe oder Unter- 
schied zweier Tangens oder zw^eier Kotangens. Bringt man 

sin« , sin/? 

cos a — cos ß 

auf gemeinsamen Nenner, und ebenso bei ctg, so entsteht 

. i \ o sin (« + ß) 

tga+ tg^ = ^^ — ^—^ 

' cos« cos/? 

. . a sin (a — /?) 

tgof— tg^ = ^^ ^ 

21^ cos« cosj^ 

* I * X, sin (/? -f a) 
ctg« + ctg /? = . "^ ! ^^ 

■ _ sin (ß — a) 
ctg« 7- ctg /? = . ■ . J , 
^ ^^ sm« sm^ 
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3, 9. 10. — 26 — 

9. Hilfswinkel. Zu den Formeln, welche eine für die logarithmische 
Rechnung erwünschte Zusammenziehung herbeiführen, gehören vor allen die 

aus Formel 13 hervorgehenden 

y 1 — sin^ = cos a 

und 26. Kl + tg»a = -^ und |/l + ctg«a = ^ 



cosa • » sina 

Sie oder einige andere zur Verbesserung der logarithmischen Rechnung 
anwenden zu können, führt man einen Hilfswinkel ein, wie folgendes 
Beispiel zeigt. 

Aufgabe. Die Ausdrücke x = Va \\(a^ + &* ± Kä^'^=^ 
mittelst eines Hilfswinkels zur ' logarithmischen Rechnung bequemer ein- 
zurichten. 

Ausführung. Um unter den Wurzelzeichen als erste Gröfse eine 1 
zu haben, werde &* mit a^ multipliziert und dividiert und dann der gemein- 
same Faktor a^ herausgezogen 

—'■•[lAT|±l/T^] 

Damit die zweite Wurzel nicht eine imaginäre Gröfse werde, mufs h ^ a 

sein. Da also (-1 ein echter Bruch (oder höchstens = 1) ist, darf man 

setzen [cp ist der griechische Buchstabe Phi] 

1) cos9P=(^y 

denn der Kosinus geht von 1 durch alle echten Brüche bis Null hinab, 

kommt also auch an den Wert (-1 und der zugehörige Winkel y, welchen 

die Logarithmentafel angiebt, ist der zu Hilfe zu holende. Führt man cos q> 
in die Ausdrücke ein und zerlegt V2 in KV» • KV2, so wird 

x = aVT2 [V'kil + COS9)) + KV2(1 -cos 9))] 
und nun nach den Formeln 19 

X =^ a KVs [cos V2 9 + sin V2 (p]. 

Bringt man K Vi zweckmäfsig als sin 45^ oder als cos 45® in die Klammer, 
so hat man die gut logarithmischen Ausdrücke 

2x xi = a sin (45® -f- V« q>) 

^ X2 = a cos (45® -(- li 9>). 

Man berechne x nach 1) und 2) für a = 80,116 und b = 76,974. 

10. Bestimmungsgleichungen mit Winkelfunktionen. 

1) Winkel (oder Bogen) x zu finden, welche einander gleich werden 
lassen sin V2 x und cos x, 

Auflösung. Um statt sin ^hx = cos x eine Gleichung zwischen 
zwei Sinus zu haben, benutzt man, dafs cos x = sin (90® — x) und 
auch = sin (90® + ^) ist, und hat 
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1) sin V2 X = sin (90^ — x) und 2) sin Va x = sin (90« + x) 

'I2X =900 — o; 1/2^ =90o_{_;^ 

^1 = 600 X2 = — 1800. 

Für beide Werte stimmt die Probe. 

2) tg 2 ic = 2/» ctg a;. 

Auflösung. Eine Gleichuiig mit einer Funktion desselben Winkels 
geht hieraus durch die Formeln 24 und 14 hervor. Die Lösung der so 
geschriebenen Gleichung ergiebt tg ä; = + Va. Die Logarithmentafeln liefern 
durch a = 26« 33' 54*' i»i == a + n/r und X2 = I8O0 _ « -}- wtt = 153o 
26' 6" -|- «TT oder in der Form a?2= tt — a -f- n^r = (n -|- 1) tt — a. Beide 
Ergebnisse lassen sich zusammen angeben a? = wtt + a, wo für n alle 
positiven und negativen ganzen Zahlen zu denken sind. 

3) sin 2 a? = tg X. 

sin X 

Auflösung. Durch Zerlegen hat man 2 sin x cos x = . Zunächst 

■ cos a; 

werden beide Ausdrücke einander gleich, wenn der auf beiden Seiten 

stehende Faktor sin x gleich Null gesetzt wird, welcher a? = 0, allgemein 

xi = HTt ergiebt. Für einen andern Wert ist sin x nicht mehr = 0; darum 

darf man nun durch sin x dividieren, und findet aus 2 cos o; = die 

cos X 

andern Werte durch cos a; = + KV2, nämlich 45o und 135o, allgemein 

X2 = fiTt -jr ^U ^. 

8 

4) 5 (1 — cos a?) = 4 sin x, 

Auflösung. Die Hälfte des Winkels x führt zur Vereinigung der 
Funktionen. Denn 10 sin^ V2 a; = 8 sin Va x cos ^/2 x wird, nachdem sin Va x 
= 0, V2 xi =■ fiTt, xt = 2nTC erledigt ist, zu tg V2 a; = 0,8; daher X2 = 
770 19' 9" + 2n7t, 

5) 5 cos^ X — 2 sin^ x = */2 sin 2 x durch Herstellen einer einzigen 
Funktion zu lösen. 

Es liefert ctg (oder tg) durch ctg a?i = 1 und ctg X2 = — 0,4 (unter 
log tg aufzusuchen! Siehe 2, 4) xi = 1/4 tt -|- nTt und a:2 = 111® 48' 5" -|- ^^• 

118 1 

6) -7-9 1 3 h -: — s— = 32 mittels - — pr— = y zu lösen. 

^ sm^ X ' cos^ a; ' sm 2 a; sm 2 a; 

Auflösung. Die Vereinigung der beiden ei»sten Brüche giebt ri — . 9 ^ ; 

^k sm* 2 X 

daher ist die Gleichung eine vom zweiten Grade für die angegebene Hilfs- 

gröfse y, welche liefert 1) sin 2 a; = Va und 2) sin 2 a; = — V4, woraus 

je zwei Werte hervorgehen; dort 15o und 75o, hier 97o 14' 19,6" und 

1720 45' 40,4"; allgemein a?i = wtt + 15o, X2 = (n -^ V2) 7t — 15o, und 

mit a = 70 14' 19,6" x^ =: (w + ^12)71 + a, a;4 = (n + l)7r — a. 

7) Ist gegeben aufser der Summe zweier unbekannten Winkel 5p -[r- ?^ = y 
[tp ist der griechische Buchstabe Psi] das Verhältnis derselben Funktion 
der Winkel, z. B. 

sin 9) a 

sin ?// h 
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3, 10. _ 28 — 

so wendet man den Kunstgriff an: man zieht von beiden Brüchen 1 ab, 
dann zählt man zu beiden 1 hinzu und dividiert die Ergebnisse. So entsteht 

sin q> — sin^ a — h 

sin 9p -j- sin ^ a -|" l' 
Demnach lautet der oft zu brauchende Batz von gleichen Brüchen: 
Sind zwei Brüche gleich, so ist der Bruch aus dem Unterschiede 
und der Summe von Zähler und Kenner gleich dem ans dem 
andern entstehenden Bruche. (Vergl. 1. T., 18, 2 und Zs.) 
Aus dieser Gleichung wird durch Formel 21 

tg V2 {q>-tp)= ^^ tg V2 (9 + V^y ' 

Da die rechte Seite durch V2 (9 + V) = ^/* y 

bekannt ist, erhält man hieraus ^k (y — xfj) =z d 

also q) und tp selbst. 

Anmerkung 1. Ist cp — tp = y gegeben, so nimmt man den Ausdruck 
für tg V2 (q) + tp). 

Anmerkung 2. Ist gegeben -p-y, so schreibt man zunächst dafür 

tg tp 

2 — . — x und wendet hierauf den Satz an. 

cos q) sm ip 

Beispiel: Martus, Aufg. 268. 

8) X zu bestimmen für die Gleichung 

a sin X -]- b cos x = c, 
Ausführung. Um die beiden Winkelfunktionen in eine zusammen- 
ziehen zu können, setzt man, nachdem die Gleichung durch a dividiert ist, 

h 

dann entsteht durch Einführung von — statt — die Gleichung 

cos g) a ' 

/» 
sin {x-\- q>) = — cos g) 

aus welcher zwei Werte für x hervorgehen. 

Für die rechte Seite wird man — sincp nehmen, wenn w > 45^ ist, 

m 

weil dies dann ein genaueres Zahlenergebnis Uefert. 
Beispiel, a = 36,366, b = 3,8874, c = 24,808. 

[Auch mit X2 = 131» IV 11" stimmt die Probe.] 

9) Gegeben: a sin a? -f- 6 sin y = c und x -{- y = 2s. 
Auflösung. Es sei a? — 1/ = 2 z] dann ist x =^ s -{- z und y = s — js. 

Damit lautet die erste Gleichung 

d sin (s + -ef) + 6 sin (s — z) =^ c und wird 

(a + b) sin s • cos -sr -j- (« — b) cos s • sin ^e^ = c 
woraus £; nach der vorhergehenden Aufgabe gefunden wird und durch ^r 
auch x und y in je zwei Werten. 
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Anmerkung. Entsprechend ist die Behandlung, wenn x — ^ = 2 w 
gegeben ist oder Kosinus statt Sinus. 

11. Übungen. 

1) Die Seite des regelmäfsigen Zehnecks im Kreise, ^= Va (Kö — 1) r, liefert 
durch das halbe Bestimmnngsdreieck 

sin 18<^ = V4 0^5"— 1) = 0,3090. 
Man finde hierdurch cos 36®. _ 

[cos 36« = V4 (Kö + 1) = 0,8090.] 

2) Aus sin 18« = 0,3090 folgt 

cos 18« = 1/1,3090-0,6910 = 0,95 106. 
Nach Nr. 3 am Ende ist 

sin 15« = 0,2588 und cos 15« = 0,9659. 
Wie kann man aus diesen vier Werten sin 3** und cos 3« berechnen? 
Ergebnis: sin 3« = 0,0523, cos 3« = 0,9986. 

3) Von den Schenkeln eines rechten Winkels schneidet eine Gerade die Strecken 
a und h, eine andere entsprechend die Strecken «i und &i ab. Unter wie grofsem 
Winkel schneiden sich die beiden Geraden? 

Ergebnis. Der Schnittwinkel x geht hervor aus tg a; = ^^ , . 

&&1 + a«! 



sin a 

4) - — i in eine Funktion des Winkels ^h « zusammenzuziehen. 

1 -|- cos« 

5) Wenn tg ^/s « = K2 ist, wie grofs wird cos «? 

(Vergl. das Ergebnis der Aufgabe 2, 9, 4 und das des Beispiels 2, 4 am Ende.) 

6) Martus, Aufg. 340, 364 b. 

7) im Kreise vom Halbmesser r hat ein Abschnitt den Bogen 2« = 28« 22' 30". 
Man berechne seine Sehne als Vielfaches von r, den Abschnittsw^inkel (1. T., 11, 7, 
Anm.), die Höhe und den Inhalt des Abschnitts. 

Ergebnis: s = 0,49 019 r, der Abschnittswinkel « = 14« 11' 15", die Höhe 
als Rest 0,0305 r, genauer h = 0,030501 r und der Inhalt A = (0,1 rf. 

8) Im Kreise von eZ = 1 m Durchmesser wird ein Abschnitt von einer s = 1 mm 
langen Sehne begrenzt. Wie klein ist die Höhe dieses Abschnitts? (Zu 
berechnen aus der Abteilung der Logarithmentafel, welche die Logarithmen der Sinus 
bis auf Sekunden der kleinen Winkel angiebt.) [Vergl. 7, 21, 14.] 

Ergebnis, h = d sin^ ^k « = 0,00025 mm, genau ^/4ooo Millimeter. Die 
Höhe wörde also durch ein Mikroskop erst bei tausendfacher Vergröfserung deutlich 
wahrnehmbar sein. Der Abschnittswinkel ist schon 3' 26,265". Hiernach läfst sich 
nun auch der in den Logarithmentafeln nicht vorhandene Wert des cos 0« 3' 26,265" 
als Zehnerbruch leicht angeben ; woraus ersichtlich wird, warum er nicht in fünf- oder 
siebenstelliger Logarithmentafel stehen kann. 

9) Nachzuweisen, dafs sin 20« + sin 40« = sin 80« ist. 

10) sin^ a — sin^ ß oder cos^ ß — cos^ a nach a^ — h^ = (a -\- h) {a — b) 
in ein Produkt von zwei Faktoren zu verwandeln. 

Ergebnis: sin (« -|- ß) sin (a — ß). 

11) M., Aufg. 264. 
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12) cos 5« == 5 cos« — 20 cos*« +16 cos^« aus der dritten der Formeln 
20 herzuleiten. 

Die linke Seite der Gleichung wird zu Null, wenn 5 a = 90® -|- ^ ' J^O® ist, 
also bei « = 18® -f- w • 36®. Daher liefert die Lösung der Gleichung, nachdem 
<jos « = für «3 = 90® ausgeschieden ist, die Werte 

cos « = + V4]/l0 + 2 Kö 
die nach ihrer Gröfse an die betreffenden Winkel gehörig zu verteilen sind. 
Der Winkel (90® — «) läfst aus der Formel hervorgehen 

sin 5« = 5 sin « — 20 sin* a -|- 16 sin* «. 

13) Es ist 16 cos 20® cos 40® cos 60® cos 80® = 1. (Formel 20.) 

14) Gut logarithmisch zu bestimmen im Kreise vom Halbmesser r den Inhalt 
eines Fünfecks, dessen Seiten als Eckenlinien eines regelmäfsigen Zwanzigecks von 
diesem der Eeihe nach abschneiden 1, 2, 3, 4, 5 Ecken. (Formel 20.) 

• Ergebnis: J^ = 4 cos 9® cos 18» cos 36® cos 45® • r^ = 2,1495 r^ 

15) Nachdem durch Entwicklung des Zählers bewiesen ist,, dafs 

sin (a + & -1- c) • , • 

—r-^ = tg a + tg & + tg c — tg a tg 6 tg c 

cos a cos & cos c ^ i o i o 

wird, zeige man durch Einsetzen von passenden Werten für a, b und c, dafs für alle 
Winkel «, ß, y^ die sich zu 180® ergänzen (also für die Winkel eines Dreiecks) 
die Formeln gelten 

1) tg« + tgi? + tgy = tg« tg/? \%y 

2) tgn« + \>%nß + \%ny = tgna tgnß igny 

3) ctg V2 « + ctg ^'2 /? + ctg V2 y = ctg V2 « ctg V2 ß ctg V2 y 

4) ctg« + ctg/? — tgy = -r- ctg« ctg/? tgy 

5) ctgw« -\- ctgnß — tg»y = — ctg na ctgnß igny 

6) tg ^J2 « + tg V2 /? — ctg V2 y = — tg V2 « tg V2 ß ctg V2 y. 

16) Es soll bewiesen werden, dafs 

sin a -|- sin & — sin {a -\- b) = 4 sin V2 a sin Vg b sin V2 (a -j- b). 
Die rechts stehenden Gröfsen lassen erkennen, welche Werte für a und b zu 
nehmen sind, damit aus dieser allgemeinen Gleichung unter der besonderen Bedingung, 
dafs a -f- /? -f- y = 180® ist, hervorgehen die Formeln 

1) sin2a + sin2/? + sin2y = 4 sin« sin/? siny 

2) sin « -f- sin /? -]- sin j^ = 4 cos V2 « cos V2 ß cos V2 y 

3) sin « -j- sin /? — sin y = 4 sin V2 « sin V2 ß cos V2 y 

4) sin 2 « + sin 2 /? — sin 2 y = 4 cos « cos ß siuy 

5) cosV2« + cosV2/?+cosV2y=4cos(45®— V4«)cos(45®— V4/?)cos(45®— V4}') 

6) cosV2« + cosV2/? — cosV2y=4sin(45®— V4a)sin(45®— V4/?)cos(45®— V*^). 

17) Durch paarweises Zusammenfassen erweist sich 

cos a -{- cosb -\- cos (a -\-b) -{- 1 =: 4: cos V2 a cos V2 b cos V2 (a -\- b). 
Durch zweckmäfsige Wahl von a und b gehen für Dreieckswinkel hieraus hervor 
Formeln wie 

1) cos 2 « -[- cos 2 /? -f~ cos 2 j^ -|- 1 = — 4 cos a cos ß cosy 

2) cos « -|- cos /? -|- cos }' — 1 = 4 sin V2 « sin ^/2 /? sin V2 / 
3). cos« +COS/? — COS}' -|- 1 = 4 cos V2« cos V2/? sin^/2/ 
4) cos 2 « -|- cos 2 /? — cos 2 y — 1 = — 4 sin « sin ß cos y 
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6)sinV2«+sinV2/?+sinV2y— l=48in(45^—V4a)sin(45^— V4/?)sin(45«— V4y) 
6)sinV2a+sinV2/9— sinV2j^+l=4cos(45^---V4«)cos(45®— V4/?)sin(45«— Vi/) 
und aus der ersten dieser Formeln geht hervor 

7) sin^a + sin^/? -|- sin^y = 2 -f- 2 cos « cos /? cosj^. 
(Man mache auf 7) die Probe mit den Winkeln eines gleichseitigen und mit denen 
eines rechtwinkligen Dreiecks.) 

18) Noch andere Übungen in Martus, Aufg. 189—192, 199, 328. 

Bestimmungsgleichungen. 

Den Winkel x zu bestimmen für die Gleichung 

19) sin {x -j- «) + sin {x — «) == cos (x -f- «) + cos {x — «). 

^^. cos a; — sin x 

20) r— : — = tg «. 

^ cos a; -|- sin x 

21) sin 2ä; = cos a?. 

[xi = WTT -[- ^/2 7r, X2 = 2nn -j- ^/öti, xq = (2w -{-1)71 — Vött.J 

22) ctgo; — tgic = 8 durch eine Funktion von 2a? aufzulösen. 

[x= 7*>r5"+n. V2 7r.] 

23) 25 cos 3 a: = 6 cos a;. 

[xi = nn + V2 71^ a=z 25^ 50' 30", X2 = 2w7r + «, a^s = (2n -f- 1) zr + «.] 

24) tga; = cosa?. [38® 10' 23'' = a, 141^ 49' 37"; 

allgemein Xi = 2n7T -|- «, X2 = (2w -|- 1) tt — «.] 

25) cos 2a? — sin a; = */2. [Aus jedem Viertel erhalt man einen Wert. Vergl. 1).] 

26) -7^^ sinaj = tg V2a?. [x = 2nn + bl^ 49' 37".] 

sin a; — 

27) 8 -|- sin^a; = 9 sin 2 x. Man nehme' 8 als 8 (sin^ x + cos^ x). 

[a = 53^ 7' 48", ß = 33^ 41' 24" ; a^i = « + wtt, a^g = /? + «tt.J 

28) Noch andere Übungsaufgaben in M., Aufgaben, Nr. 201 — 209^. 



4. Glied. Hauptformeln der Dreiecksrechnung. 

1, Sinnssatz. —. — = - — - = — — = d 
sma Binß Biny 

wo d der Durchmesser des um das Dreieck beschriebenen Kreises ist. 



Figur 29. Figur 80. 

Bw. Man ziehe von C aus den Durchmesser CJ des um das Dreieck 
beschriebenen Kreises und verbinde J mit J?; dann ist in Figur 29 
^ CJB = a und man hat aus dem rechtwinkligen Dreiecke JBC 

sma 
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Verbindet man J mit A^ so kommt ebenso 

sin/? 
und, wenn man von B oder A aus den Durchmesser zieht, 

smy 

Ist a ein stumpfer Winkel, so wird in Figur 30 - — =.= e? durch 

a sm J^ 

sin J" = sin (180^ — a) = sin a auch' wieder -; — = d, 

sm a 

Mithin sind die drei Brüche stets einander gleich. 

Anmerkung. Noch einfacher ist die Ableitung mittels des doppelten Inhaltes 
des Dreiecks durch Dividieren von 

abc = abc = äbc = äbc 
durch hcsina = acsinß = äbsiny = 2 A 

und es ist ^ = d nach 1. T., 21, 15, 9. 
2A 

Die Formel lehrt: Im Verhältnis der Dreiecksseiten stehen die Sinus 
der Gegenvrinkel (nicht die Winkel selbst). 

Aufgabe. Der gröfseren von zwei Dreiecksseiten, deren Verhältnis v 
gegeben ist, soll ein doppelt so grofser Winkel, als der kleineren, gegen- 
überliegen. Wie grofs sind die Winkel solches Dreiecks und wie verhält 
sich die dritte Seite zur kleineren? Beispiel: t? = ^/s. 

Ergebnis. Den der kleineren Seite b gegenüberUegenden Winkel x 

findet man aus cos o? = ^/a t; und nach Anwendung der Formel 22 — = t;^ — 1. 

b 

Im Beispiele x = ß = 36^ 52' 12" 

a = 73 44 24 c = 1,56 &, also 

y = 69 23 24 a : & : c = 8 : 5 : 7,8. 

Abschlufs. Die Aufgabe fordert v > 1 und cos x v <C2] also ist die 

Grenzbedingung: 1 << v <C 2. 



2. Kosinussatz. c^ = a^ -{- b^ — 2 ab cos y. 





Figur 31. Figur 32. 

Bw. Man falle die Höhe von A auf die Grundseite. Ist Winkel y 
spitz, so wird 

c^ = BB^ + AB^ = \a— b cosy]^ + \b siny]^ 
woraus durch Auflösen der Klammern die Behauptung hervorgeht. 

Ist Winkel y stumpf, so wird 
c« = BIß + Alf- = \a -\'b cos (1800 _ y)]2 _|_ [j gjn (180« — y)^ = 

[a — b cos yY -\- [b sin yY ^ 
also ebenso. 
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Aufgabe. Wie grofs mufs der von den gegebenen Dreiecksseiten a 
und b eingeschlossene Winkel y genommen werden, wenn der Inhalt des 
Dreiecks gleich dem vierten Teile des Quadrats über der dritten Seite sein soll? 

Beispiele: 1) h = V2 a, 2) & = 0,7 a. 
Auflösung. Aus der Bedingung 

V2 ab sin y = ^U [a^ + &^ — 2 ab cos y] 
erhält man . , • ,c:an a^A-b^ 

woraus zwei Werte für y hervorgehen. 

Man nehme bei log K2 eine sechste Bruchstelle mit (die man durch 
einen Punkt von der fünften trennt). Im Beispiele 

l)6=V2a yi = 17o 6' 55'' 2)&=0,7a.yi= 3048' 46" 
ya = 72 53 5. ya = 86 11 14. 

Schreibt man die (von den Brüchen befreite) Bedingungsgleichung für yi 
hin und dann für y2 = 90^ — yi, so sieht man, nach Umstellung der 
Differenz, dafs ein zweites Dreieck auftreten mufste. 

Abschlufs. Sind die gegebenen Seiten nicht gleich, so werde die 

kleinere b genannt. Der gefundene Wert von sin (y -f- 45<^) mufs 1) gröfser 

bleiben, als sin 45^ 1=: KVä. Dies Erfordernis findet immer statt. Er darf 

2) nicht gröfser werden, als 1: 

a^ + b^^2abV2 oder a^ — 2 ab 1/2 + &« ^ 0. 

Diesen Ausdruck mufs man nicht nach der kleineren Gröfse b entwickeln, 

weil die linke Seile negativ ist «0). Man kommt kürzer zum Ziele, 

wenn man den Ausdruck zu einem Quadrate vervollständigt durch 

Addieren von a^ ^ „ ^ ._ ,0^0 

2 «2 — 2 . aV 2 ^& + &» ^ a^ 

also a V2 — b ^a 

mithin besteht für b die Grenzbedingung 

(K2 — 1) a ^ & ^ a, das ist 0,414 a^b^a. 

Bei der unteren Grenze, b = (K2 — 1) a, giebt es nur 1 Dreieck mit y = 45«, 

und bei der oberen, b = a, geht aus 

sin (y + 450) = =-7- = sin 45» = sin 135» 

hervor yi = für das verschwindende Dreieck und y2 = i^O«, welcher 
Winkel das Dreieck mit den Seiten a und b so grofs, wie möglich, macht. 
In dem über a gezeichneten Quadrate kann man das Anfangs-Dreieck und 
das letztmögliche bequem darstellen, auch ein Paar der dazwischen liegenden 
(z. B. mit b = ^/2 a) einzeichnen. 

3. Die Mollweideschen Formeln.*) 

1) (a + b) cos V2 (« + /?) = c cos V2 (cc - ß) 

2) (a — b) sin ^'2 (« 4 /?) = c sin V2 (« — ß) 
zu merken durch den Gleichklang: bei Minus steht Sinus! 



*) Mollweide, geb. 1774 zu Wolfenbüttel, gest. 1825 als Professor der Mathematik 
zu Leipzig. Er machte 1808 seine Formeln bekannt. 

Martas, Banmlehre. 2. 3 



Digitized by 



Google 



4, 4; - 34 — 

Bw. Nach dem Satze: ;,Sind Brüche gleich, so ist der Bruch aus der 
Summe der Zähler und der Summe der Nenner gleich jedem der Brüche^ 
(L T., 18, 2, Zs.) folgt aus dem Sinussatze 

a h c 

sin« sin/? siny 

a -f" ^ c 

sin cf -f- sin /? sin y 

a -^-h c 



odpr 

2 sin Va (« + ß) cos V2 (« — ß) sin (a + ß) 

Geht man auch rechts zum halben Winkel über, so ergiebt sich nach 
Beseitigen der Nenner die erste Behauptung. Die zweite erhält man ebenso 
durch den Satz mit dem Unterschied der Zähler und dem der Nenner. 

Aufgabe. Von einem gleichschenkligen Vierecke sind gegeben die 
ungleichen Gegenwinkel 2 a und 2 ß und die ihre Scheitel verbindende Ecken- 
linie e. Wie grofs ist der halbe Umfang s, der Inhalt und der Halbmesser 
des einbeschriebenen Kreises? 



Ergebnis: ^ 

^e, J = 

Xg V2 (« — ^) _ a — Jb 



cos V« (« — /*) -. sin a sin /3 2 _ sin a sin /? 

* ~~ coTVs'(«"+^ *' Sn(«+/?)^"' ^ "" 2sin'/2(« + /?)"^osVä(«-^) ''' 



4. Tangenssatz. ^ r/, (, + ^) - ^ + fe' 

Diese Formel entsteht durch Dividieren der zweiten Mollweideschen 
Formel durch die erste. 

Aufgabe. Von einem Dreiecke sind gegeben der Durchmesser d des 
umbeschriebenen Kreises, eine Seite c und das Verhältnis der beiden andern 
Seiten a : & = t;. Es sind zu berechnen die Winkel und die beiden andern 
Seiten. 

Beispiel. ^ = 39 cm, c = 38 cm, v = Vs. 

Auflösung. Aus sin y = — gehen zwei Winkel hervor. Zu jedem von 

d X 

beiden liefert der Tangenssatz (nachdem man — r- - im Zähler und Nenner 

a -f- 

durch h dividiert hat) 

tg \'i {a — ß)= ^-^ ctg V2 7 

aus der Logarithmentafel einen Wert V 2 (« — /?) = (Ji 

2 
dazu hat man V2 {u -\- ß) = 90» — V2 y 

und erhält durch Zusammenzählen und Abziehen die Winkel a und ß\ endlich 
die Seiten 

6 = d sin ß' und a = d sin a =^ vb 

zur Prüfung der Rechnung auf Richtigkeit. 

Da. c ^ d sein mufs, so sind im Kreise immer zwei solche Dreiecke 
vorhanden. 
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Im Beispiele ergiebt die gleichzeitig für beide Dreiecke neben einander 

auszuführende Rechnung 

yx — 770 ^2 = 103« 

a, = 780 11' 46" «2 = 56o 9' 

ft = 24 48 14 ft = 20 51 

&i = 16,361 cm 62 — 13,881 cm 

öl = 38,175 cm «2 = 32,389 cm 

und üi = vbi = 38,1757 cm; a» = vbs = 32,389 cm. 



5. Glied. Das schiefwinklige Dreieck. 
Die vier Hauptaufgaben. 

1. Erste Aufgabe. 1 Seite nnd 2 Winkel. Gegeben sind a, /^ und y; 
man soll die übrigen Stücke, auch den Inhalt des Dreiecks, berechnen. 

Auflösung. Zunächst a = 180» — (/^ -f* y). Der Sihussatz liefert 

sm a 

(da nach d nicht gefragt ist, braucht bei einer Beispielrechnung die Zahl <? 

nicht aufgeschlagen zu werden; d dient hier nur, um kürzer schreiben zu 

können) 

dann b = d sin fi c = d sin y 

und A = V2 ^5 sin y. 

Wird nur der Inhalt verlangt und ist, aufser den Winkeln, a oder d 

gegeben, so rechnet man nach / 

- , « sin /^ sin y 1 / ^,2 • • ^ • 

^ =z 1/2 a^ ~ = ^2 d^ sm a sm d sm y. 

sm « 

2. Zweite Aufgabe. 2 Seiten und ein Gegenwinkel. 

Erster Fall: Gegenwinkel der gröfseren Seite. Gegeben sind 0, b, 
und zwar a^ b. und a. 



Auflösung. 



a . b 

== d, sm d =i - 

sm a d 



hieraus geht nur 1 Winkel hervor, weil der kleineren Seite ein spitzer 
Winkel gegenüberliegt. Dann y = 180» — (« + /?) und 

c ^= d sin y A = V2 ab sin y. 

Zweiter Fall: Gegenwinkel der kleineren Seite. 
Gegeben sind a, b, und zwar a *< &, und cf. 

Die Auflösung ändert sich nur darin, dafs nun aus 

sin /^ = — zwei W^inkel hervorgehen, ß und ßi = 180^ — ß. 
d 

In der That liefert die mit « beginnende Herstellung zwei 

Dreiecke ACB und ACB^, und im zweiten ist ßi = 180« — /?, 

wie das Dreieck CBB^ erkennen läfst. 

Abschlufs. Es mufs gegeben werden 

a>b sin a. 
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3. iDritte Aufgabe. 2 Seiten und der Zwischenwinkel. 
Zwei Behandlnngsweisen. 

1) Tangenssatz und Mollweidesche Formel. 
Zu den gegebenen Gröfsen a, b und y liefert 

tg V2 (« — /?) = 1^ ctg V2 y 

aus der Logarithmentafel ^/2 (« — /^) = ^ 

dazu kennt man V2 (a -{- ß) = 90« — V2 / 

und hat daraus a und ß. 

Wollte man die dritte Seite, c, durch den Sinussatz berechnen, so hätte 
man in den Tafeln zu viel zu blättern. Man findet sie schneller durch 
eine der beiden Mollweideschen Formeln, in welche man V2 y einführt, 

(a + ^) sinV2 y 



entweder 



oder 



c = 






cos V2 {cc — ß) 
(a — b) cos V2 y 



sin ^/2 (« — ß) 

und zwar nimmt man, wenn a und b wenig ungleich sind, die erste, bei 
erheblicher Ungleichheit, die V2 (a — /?) > 45^ macht, die zweite; denn 
das Zahlenergebnis wird ungenau, wenn der Nenner ein kleiner Bruch 
ist (dessen Fehler einen nicht unbeträchtlichen Teil von ihm selber aus- 
macht, so dafs er mehr oder weniger oft im Zähler enthalten sein kann). 

Beispiel. Zeichnnng der Seite des einbeschriebenen regelmäfsigen 
/i-Ecks. Die Seiten derjenigen einbeschriebenen regelmäfsigen ^Ecke, für welche 
es keine zatreffende HerstelluDgsweise giebt, kann man annähernd, aber mit sehr 
grofser Genauigkeit, auf folgende Weise erhalten:*) 

Man verlängert den in n gleiche Stöcke geteilten Durchmesser {OP) um den 
;^ten Teil und den auf ihm senkrecht stehenden Halbmesser ebenso weit, und verbindet 

die beiden erhaltenen Punkte (D und E) durch eine 
(den Kreis schneidende) Gerade. Der Abstand des 
dem Durchmesser näheren Schnittpunktes (B) von 
seinem dritten Teilpunkte (Ä) ist fttr die Seite 
des regelmäfsigen w-Ecks im Kreise zu nehmen. 

Dieses Zeichenverfahren auf Genauigkeit zu 
prüfen, berechne man die Strecke AB = x, sowie 
die Seite s des regelmäfsigen n-Ecks im Kreise vom 
Durchmesser d, und gebe an, welchen Bruchteil 
von d und von s die Abweichung der Strecke x von s 
noch nicht erreicht. 

(Für die Figur nehme man d=n Centimeter 
und trage beim Zeichnen des n-Ecks von einem 
Eckpunkte aus die Hälfte der Sehnen nach der 
einen, die andere Hälfte nach der andern Seite im 
Kreise herum, weil sich sonst, trotz Sorgfalt, die Zeichenfehler zu sehr häufen.) 




Figur 84. 



*) Gefunden von Karl Bernhard zu Sachsen-Weimar, 
der Geometrie. Jena, 1841.) 



(A. Kunze, Lehrbuch 



Digitized by 



Google 



- 37 - 5, 3. 

Ausführung. Zuerst ist aus dem Dreieck BOB der Winkel sei (7, y, zu 
berechnen. In diesem Dreiecke kennt man zwei Seiten und den Gegenwinkel der 

kleineren, nämlich BC = V« c?, CD = V2 e? + — d = ^?^^ d und Z i> = 45^ 

und es ist nach dem Sinussatz 

l)8in(45« + y) = ^?^K2. 

Nun hat man im Dreieck ABC zwei Seiten und den Zwischenwinkel. Hier wird der 
Tangenssatz o 

2) tg V2 (« — ß) =;qr3 ^^s 'I' y 

und man geht, ohne den Winkel V2 (« — ß) aufzuschreiben, mit dem Minuten- 
bruche sogleich zur Bestimmung von log sin ^h (« — ß) über; denn da V2.(« — - ß) 
> 45° wird, nimmt man zur Berechnung der Seite x die zweite Mollweidesche 

Vsn sm V2 (« — ß) 
Endlich ist die Seite s des regelmäfsigen w-Ecks, wenn 180°: n mit cf bezeichnet wird, 
4) s = e^sincf. 

Berechnung. Bei n == 7 kann man Y2 bequem durch 14 dividieren, da die 
Ziffernfolge der ]/2 die Producte 2 • 7, 2 • 7, 3 • 7, 6 • 7 hat, V2 = 1,4 14 21 35. 
Man findet x = 0,43 376 ä, während die Seite des regelmäfsigen Siebenecks ist 
s = 0,43 388 d. Die Strecke a; ist nur um 0,00012 eZ, das ist um weniger als 
^/sooo d zu klein; es fehlt ihr ^/seoo s. 

Bei einem Kreise von 8 cm Durchmesser beträgt der Fehler nur 0,01 mm. An 
einer beim Zeichnen des regelmäfsigen Siebenecks bemerkten Abweichung hat nur 
der Zeichner schuld. 

Vergl. Nr. 6, 12). "^ 

2) Zweite Behandlungsweise, die nur zu wählen ist, wenn allein 
nach der dritten Seite gefragt wird. 

Kosinussatz mit Hilfswinkel entweder aus cos 9) oder aus tg y. 

In c^ = a^ + &^ — 2 ob cos y 

kann man a^ -j- &^ entweder zu (a + Vf oder zu {a — lif ergänzen. 
Im ersten Falle folgt aus 

c^ = (a + hf — 2a& (1 + cos y) 
4a& cos'^ V2 y •= {a-^-Vf — c^ 
und nach Dividieren durch (a + ^)^ 

Da immer a + & >> c ist, kann man für den echten Bruch — p- - den 

a -|- & 

Sinus eines Hilfswinkels cp einführen, welchen man (nach dem Einsetzen 

und Wurzelausziehen) erhält aus 

2 Wh „ 

— j-— cos V2 y = cos w 

a -\- b ^ 

und hat dann c = (a -j- h) sin (p. 
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Im zweiten Falle 

c* = (a — 6)^ + 2ad (1 — cos y) 
kommt ebenso 

was man zusammenfassend schreiben kann 



[^J=>+[^^i -'..]' 



Stets kann man setzen 



2Vab . „ 
tg 9 = sm \2 y 



L-^]' 



dann wird 

1 + tg2 <p = —V- 

^ cos^ (p 

also c = oder, wenn & >> a ist, c = . 

cos q> cos y 

Mit dem Hilfswinkel aus tg cp rechnet man, wenn V2 y nur klein ist 

und a und h recht ungleich sind. 

Dasselbe Beispiel des Näherungswertes für die Seite eines regelmäfsigen 

w-Ecks. Da V2 y nur klein ist, nimmt man die letzten Foimeln. Sie werden 

tgcp = Vs Vn (n — 6) • sin V2 / 

1 



d. 



^/s n cos y' 
Das Zahlenergebnis fürn = 7 stimmt mit obigem ganz überein. 

4. Vierte Aufgabe. 3 Seiten. Aus den drei Seiten die Winkel des Dreiecks 
zu berechnen. 

Ausführung. Der Halbmesser des in das Dreieck beschriebenen Kreises 

(1. T., 21, 15, 8) ^ |^ (g — g) (s - &) (s --■ c) 

s 
liefert, da der Umfang 2 s die Seitenabschnitte 
a; = s — a, ^ = s — 5, ^ = s — c werden 
läfst, sofort 

tgV3« = ^- 

tg V2 /? = -^- 

^^ ?^"^ ^i' 

Figur 35. tg V2 J' = ■ 

Man merke: Die Seiten bestimmt der Durchmesser des nmbeschriebenen 
Kreises, die Winkel der Halbmesser des einbeschriebenen Kreises. 

Anmerkung. Man rechnet alle drei Winkel des Dreiecks nach diesen 
Formeln aus, damit durch die Winkelsumme eine Prüfung des Rechnungs- 
ergebnisses gewonnen wird. 
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Beispiel. Die Winkel des Dreiecks mit den Seiten a = 13, & = 14, c = 15 
Längeneinheiten bis auf Zelintelsekanden zu berechnen und durch die Winkelsamme 
die Probe zu machen. 

Ergebnis, a = 53« V 48,8", ß = 59** 29' 22,8", y = 67^ 22' 48,8". Die 
Winkelsumme ist um 0,4" zu grofs. Dies ist ein bei fünfstelligen Logarithmen durch- 
aus befriedigendes Ergebnis. Siebenstellige Logarithmen liefern die Sekunden bei a 
48,364", bei ß 23,156" und bei y 48,464", also die Winkelsumme um 0,016" zu 
klein. (Gewöhnlich wird das Ergebnis genauer, wenn man die Bestimmung des Winkels 
nur von einem Logarithmus abhängig macht, indem man hier ^/t und ^/s in einen 
Zehnerbnich verwandelt. Bei vorliegendem Beispiele ist dies nicht der Fall.) 



5. Messungen. 

a) Entfernungsbestimmungen. 

1) Entfernung der Sakrower Kirche von der Glienicker Brücke bei 
Potsdam. (Vergl. Figur 37.) Diese Entfernung zu bestimmen, wurde auf der 
177,14 m langen Glienicker Brücke eine Standlinie AB abgegrenzt und ihre Länge 
durch zweimaliges Messen im Mittelwerte s = 154,343 m gefunden. Es bezeichne 
S in der wagerechten Gmndebene den Standpunkt des weifsen marmornen Kreuzes 
mitten auf dem Vorhofe der Kirche in Sakrow. Die Messung ergab ^ SAB 
a = 68^ 50^'4' und Z SBA ß = 104« 40'. — Um zur Probe für die Güte der 
Messung einen zweiten Wert für SA zu erhalten, wurde die Standlinie AB am 
Glienicker Ende B um eine Strecke verkürzt; sie war nun ABi = 149,384 m. An 
der neuen Stelle ergab sich der Winkel SBiA ßi = 104« 53'. Wie grofs sind die 
Entfernungen SA, SB und SBi ? 

Ergebnis. Die Rechnung ergiebt für SA a>i = 1321,5 m und X2 = 1321,7 m. 
Die Abweichung von 0,2 m ist nur ^/eeoo der Länge. SB = 1273,97 m, SBi = 
1275,44 m. Von der Mitte der Brücke, auf der Havel hin, bis zur Sakrower Kirche 
sind also rund 1300 m. 

2) Entfernung der beiden Aussichtstürme auf dem Pfingstberge bei 
Potsdam von den drei gröfsten Türmen in Berlin. Der Standpunkt mitten auf 
dem südwestlichen Aussichtsturme auf dem Pfingstberge werde mit J bezeichnet, der 
Höhenfufspunkt der Marienkirche mit itf, der der Petrikirche mit P und der des 
Rathausturmes mit B, In J ergab für die in Ost-Nordost sichtbaren Türme, von denen 
der der Marienkirche der nördlichste ist, die Messung des Winkels MJP 1« 28' und 
die wiederholte Messung des Winkels MJB den Mittelwert 0^33V8'. Auf dem 
Turme der Marienkirche im Mittelpunkte des Achtecks, an dessen Rand die zwölf 
den Turmhelm tragenden Säulen stehen, lieferte der Theodolit ^ JMP = 51^57' 
und JMB = 88^ 53 V. Es ist MP = 833,58 m und MB = 252,133 m. (6, 2, 1 
und 5, 6.) Man berechne aus den beiden (einzeln zu zeichnenden) Dreiecken MJP 
und MJB, wieviel Kilometer der Aussichtsturm auf dem Pfingstberge bei Potsdam 
von jedem der drei Türme in Berlin entfernt ist, und gebe auch an, um welchen 
Bruchteil von JM die beiden Ergebnisse für die Länge dieser Strecke von einander 
abweichen. 
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Ergebnis. EsistJTMi === 26,152 km und j;af2 == 26,166 km. Die Abweichung 
ist kaum mehr als ^^9oo der Entfernung. Also ist trotz der ungünstig kleinen Winkel J 
das Ergebnis noch recht genau. Für die südlich von der Marienkirche (mit 12^/8® 
westlicher Abweichung) stehende Petrikirche betragt die Entfernung nur JP = 
25,646 km und für den Rathausturm JB = 26,162 km. 

3) Länge des Schlosses in Berlin in seiner Seite am Schlofsplatze. Auf dem 
flachen Dache des Schlosses wurde bei der Südecke am Sandsteingelander eine 3,5 m 




Figur 86. 

lange Nivellierlatte senkrecht gehalten. Von einem der Ostecke nahen Punkte aus 
hatte die Richtung nach ihrem oberen Ende den Steigungswinkel a = 0^52^/$' und 
die nach ihrem unteren Ende den Senkungswinkel ß = 0^ 22^1%', Um für den Abstand 
des Scheitels dieser Winkel von jener Latte noch eine Bestimmung zu erhalten, wurde 
für die Richtung nach der Stelle, an welcher die oberen 2 Meter endigten, der 
Steigungswinkel y = G^QV*' abgelesen. Man berechne den Abstand als die wage- 
recht liegende Höhe der beiden Dreiecke mit den Grundseiten 3,5 m und 2 m, und 
füge für die ganze Länge des Schlosses hinter der Latte noch 1,26 m Länge der Eck- 
platte des Geländers und hinter dem Scheitel der Winkel dessen Abstand vom äufseren 
Rande der Rundung an der Ostecke des Schlosses, 4,82 m, hinzu. 

Ergebnis. Da die Winkel am Höhenkreise nicht bis auf Sekunden bestimmbar 
sind, kommt bei der starken Veränderlichkeit der Sinus kleiner Winkel hier mit 
gröfserem. Unterschiede, als bei anderen Messungen, für den Abstand xi = 161,22 m 
und X2 = 160,35 m, also für die ganze Länge ^i = 167,30 m und ^2 = 166,43 m. 
Die gröfsere Grundseite ist der günstigere Fall. Also ist abzurunden: ^ = 167 m. 
Die Länge der Südostseite des Schlosses beträgt 167 Meter. (Das Ergebnis kann 
man zum Vergleiche mit andern Strecken als l^/s Hundert von Metern sich merken.) 
Die Länge ist schon Ve Kilometer. Also könnten auf dem Kilometer vom Branden- 
burger Thore bis zum Denkmal Friedrichs des Grofsen nur sechs solche Gebäude 
stehen, während auf der Südseite 40 und auf der Nordseite 44 grofse Häuser vor- 
handen sind, so dafs die Länge des Schlosses so grofs ist, wie durchschnittlich 7 dieser 
grofsen Häuser. 

4) Breite der Havel zwischen dem Parke Babelsberg und der Berliner Vorstadt 
von Potsdam. Im Parke Babelsberg wurde (vor dem Flatowturme) durch zwei senk- 
rechte Stangen in B und G eine Grundlinie abgesteckt, welche in einem Abstände von 
13,5 m am Havelufer entlang lief, und ihre Länge dreimal gemessen. Als Mittelwert 
ergab sich BC = a = 153,84 m. Dann wurde in B das Fernrohr des Theodoliten 
nach der senkrechten Kante Ä eines am gegenüberliegenden Ufer unmittelbar am 
Wasser stehenden Pfahles und darauf nach C gerichtet und der Grundwinkel ABC 
ß = 86^ 57^/4' am Grundkreise abgelesen und ebenso in C der Winkel ÄCB y = 
79O27V4'. — Für eine zweite Berechnung wurde auf derselben Grundlinienrichtung 
weiterhin die Strecke ai = 198,36 m abgemessen und die Winkel ßi = 88^28V2' 
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und Yi = 74^16' erhalten. Wie grofs ergiebt sich aus beiden Messungen die Breite 
der Havel vor dem Flatowturme? 

Ergebnis. Xi = 629,6 m und X2 = 629,8 m. Die Havel ist dort 629,7 m 
breit. Die Glienicker Brücke, welche weiter stromauf bei der Biegung über die Havel 
geht, ist 177,14 m lang. Die Havel ist am unteren Teile des Parkes Babelsberg 
SVamal so breit, als dort, wo die Glienicker Brücke hinüber führt. 

5) Breite und Wölbungshöhe eines Havelsees bei Potsdam. Nördlich 
von der Glienicker Brücke erweitert sich die Havel zu einem See. Am östlichen Ufer 
ist auf einerin das Wasser 
vortretenden Biegung ein 
Kriegsschiff nachgebil- 
det, dessen 3 Masten im 
Erdboden feststehen. 
Am westlichen Ufer 
wurde ein Punkt aufge- 
sucht, von welchem aus 
die drei Masten in e i n e r 
Eichtung hinter einander 
erschienen, und dieser 
Punkt (F in der Figur 
37) durch eine Stange 
weithin sichtbar ge- 
macht. Die Lage der 
Fufspunkte 0, D, JE der 
von den Spitzen der 
Masten auf eine wage- 
rechte Grundebene zu 
fällenden Senkrechten 
wurde durch ihre Ab- 
stände genau be- 
stimmt.*) Es war der Abstand a ^*«''' ^'• 

für die erste Rechnung für die 2. Rechnung 

CE = 22,309 m DE == 12,826 m 

Sie erschienen in einem am östlichen Ende der Glienicker Brücke gewählten Stand- 
punkte 6r unter dem Winkel « 

CGE = 5® 5' I BGE = 2^ 55' 

und der Winkel EGF betrug /? =71® 42^ Endlich wurde im Punkte F der Winkel 
EFG y = 12® 17^/4' beobachtet. Wegen der Veränderlichkeit des Wasserstandes 
kann man für die zwischen E und F noch dem Ufer angehörigen beiden Strecken rund 
4 m von EF in Abzug bringen. 

Der ruhige Wasserspiegel ist, als Teü der Erdkugeloberfläche, ein wenig 
gewölbt. Die Gerade, welche die Mitte M mit dem Wasserrande bei E oder \F 
verbindet, ist eine Sehne s, deren Länge durch'die Hälfte der abgerundeten Zahl für 
die ganze Breite des Wassers angegeben wird. Die die Wasserränder zwischen E und 




*) Die Strecken CE und DE wurden berechnet aus einer am Wege bei der Schiffs- 
nachbildung doppelt gemessenen Grundlinie mit den an ihr liegenden Winkeln, deren 
Schenkel in C, D und E sich schneiden. 
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F verbindende Sehne schneidet von dem in M endigenden Erddurchmesser ein kleines 
Stückchen y rechtwinklig ab, welches die Wölbungshöhe des Wasserspiegels ist. 
Der von der Sehne s gelieferte Durchmesserabschnitt y wird also gefunden aus der 
Oleichung 2r'j/ = s^, wo der Erd-Durchmesser 2r = 12 740 Kilometer ist.*) 

Wie breit ist an der gemessenen Stelle der Wasserspiegel und wie hoch wölbt er 
sich über der Mitte der die Ufer verbindenden Sehne? 

Antwort. Man erhält für EF 1122,3 und 1122,1 m. Die Breite des Havel- 
sees ist also dort 1118 m; und diese Strecke ist so grofs, dafs erst die ganze Strafse 
„Unter den Linden" in Berlin, von der Mitte des Opemplatzes bis zum Brandenburger 
Thor sie überspannen könnte. — Die Wölbungshöhe dieses wenig über 1 km breiten 
Wasserspiegels beträgt schon 2,45 cm, das ist mehr als Daumenbreite. Solcher 
Wasserspiegel weicht also von einer Ebene schon recht angebbar ab. — Bei 
längeren Seen wächst die Wölbungshöhe sehr beträchtlich, bei 4 km Länge auf 31 cm 
(Havel mit der Bucht „Wannsee") und bei 6 km schon auf 71 cm. 



b) Höhenbestimmung aus senkrechter Strecke. 

6) Höhe des Berliner Universitätsgebäudes, bestimmt mittels der Höhe 
eines Fensters. Bei den Fenstern des obersten Stockwerks vom üniversitätsgebäude 
beträgt die Höhe der äufseren Öffnung /*= 1,957 m. Nach 
dem oberen und unteren Rande eines derselben im östlichen 
Seitenflügel wurde von einem gerade vor ihm im Garten 
liegenden Punkte aus das Femrohr gerichtet, und die 
Steigungswinkel « = 28^21' und /?= 24^53 V2' beobachtet; 
ebenso von dort auch nach dem oberen Rande der über 
diesem Fenster befindlichen Stelle des Sandsteingeländers 
auf dem flachen Dache; dieser Steigungswinkel betrug 
j/ = 37® 0'. Der Scheitelpunkt der Winkel lag h = 
1,459 m hoch über der durch die Granitplatte vor der 
Thür bestimmten Fläche des Gartens. Wie hoch erhebt 
sich über dieser Ebene der östliche Seitenflügel der 
Universität? 
/*cosa cos/? tg/ 




Figur 38. 



Ergebnis, x 



sin (« — ß) 




Figur 89. 



+ Ä. x= 20,975 m. (Vergl. 1, 6, 1.) 



7) Höhe des Windmühlen- 
berges bei Potsdam. Vom Mtlhlen- 
berge aus hatte die Richtung zum 
Höhenfufspunkte des Obelisken vor 
Sans-souci den Senkungswinkel 
HTO = « = 8^32' und die nach 
der Spitze des h = 22,75 m hohen 
Obelisken den Senkungswinkel I?TiS 
= ß = IM 2'. Dabei war der 
Scheitel T dieser Winkel h = 
1,390 m über dem Standpunkte M. 



*) Wer aus der Sehne x den Halbmesserabschnitt y = r — Vr* — (V« xy berechnen 
wollte, würde elf Ziffern der Quadratwurzelausziehung brauchen. Dann kommt für y 
derselbe Wert, wie in obiger einfacher Rechnung. 
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Bei der zweiten Messung, die von einem 1 m weiter vor gewählten, etwas niedrigeren 
Standorte aus gemacht wurde, war a — 8^28V2', ß = l^ßVs' und h = 1,205 m. 
Wieviel beträgt demnach die Höhe des Windmühlenberges über der Grundfläche des 
Obelisken, der auf der Grundebene des Parkes von Sans-souci steht? (Vergl. 1, 6, 2.) 
Ergebnis. Xi = 25,05 m, X2 = 24,94 m. Der Windmühlenberg ist 25 m 
hoch über der Grundebene des Parkes von Sans-souci. 




c) Höhenbeslimmung von querlaufender Grundlinie aus. 

8) Höhe der Nikolaikirche in Potsdam. Quer vor der Kirche wurde auf 
dem Hofe des Königlichen Schlosses eine Standlinie AB dreimal gemessen; der Mittel- 
wert war s = 60,173 m. Es ergab sich, wenn in 
der wagerechten Grundebene der Höhenfufspunkt 
mit F bezeichnet wird, ^ FÄB a = 75^U0' und 
Z. FBÄ ß =77^59^/2. In B hatte die zur Spitze 
der Kirche gehende Eichtung den Steigungswinkel 
y = 30® 33'/8', dessen Scheitelpunkt um Ä = 0,104 m 
unter der erweiterten Ebene der Granitplatten 
mitten vor der zum Haupteingange führenden Frei- 
treppe der Kirche sich befand. — Für eine zweite 
Berechnung wurde die Standlinie nach beiden 
Seiten verlängert, westlich aus dem Schlofshofe ^*^' ^^^ 

hinaus. Da fand sich s = 93,206 m, « = 63^59 V*', ß = 76® 39^/4' und y = 30® 25* 
mit Ä = — 0,063 m. Wie hoch befindet sich demnach der Gipfel des auf der Kirche 
stehenden Kreuzes über der Ebene der mittleren Granitplatte des Bürgersteiges vor 
der Freitreppe? 

Ergebnis. Xi = 77,464 m und X2 = 77,495 m. Mittelwert x = 77,479 m. 
Der Gipfel des Kreuzes auf der Kirche ist 77,48 m über der Mitte des Bürgersteiges 
vor der Kirche. 

9) Höhe des Berliner Schlosses, 
sowie die des obersten Punktes vom Kreuze 
auf der Schlofskuppel. Quer vor dem 
Schlosse wurde auf dem Schinkelplatze 
eine Grundlinie AB s = 85,184 m abge- 
steckt.*) Die Richtung nach der der Schlofs- 
brücke zugewandten West -Ecke (D) des 
Sandsteingeländers auf dem flachen Dache 
des Schlosses hatte in Ai den Steigungs- 
winkel JDAiBi z= ui = 16" 57', dessen 
Scheitelxmnkt Ha = 0,809 m hoch über 
der Ebene des Bürgersteiges vor der Haupt- 
einfahrt unter der Schlofskuppel (0 in der 
Figur 41) sich befand; und in Bi den 
Steigungswinkel/?! = 12°27Vi6'mitÄ^ = 




Figur 41. 



*) Das dreimalige Messen der Grundlinie AB ergab 85,164 m, 85,194 m und 85,193 m. 
Sowohl in A, als auch in B wurde der Theodolit zweimal aufgestellt. Die obigen Angaben 
sind die Mittelwerte der zweimaligen Winkelmessung. Auch die Bestimmung der Höhen- 
lage der Scheitel Äi und Bi der Winkel über der Grundebene (die durch Häuser verdeckt 
war) wurde zweimal ausgeführt. Die Ergebnisse wichen nur um 3 mm von einander ab. 
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1,187 m. Dabei waren die Grundwinkel GAB = « = 92® 19^'i6' und ABC = ß 
= 47^1^4'. , 

Für die Richtung zum Gipfel {S) des Kreuzes auf der Schlofskuppel ergab sich in 
Ai der Steigungswinkel SAiSi = «i = 28^41 Vs' und in ^i der Steigungswinkel 
ß^ = 30® 13 V2' mit den obigen Scheitelhöhen; dazu die Grundwinkel FAB = a = 
64® 243/8' und ^^J^ = /9 = 75® l^^/ie'. 

Wie hoch ist das Schlofs und der oberste Punkt vom Kreuze auf der Schlofs- 
kuppel über der Grundebene unter der Schlofskuppel? 

Ergebnis. Für das Schlofs Xi = 30,139 m, X2 = 30,128 m und für die 
Schlofskuppel Xi = 70,054 m, X2 = 70,018 m. Die West-Ecke des Schlosses ist 
30,13 m und der oberste Punkt vom Kreuze auf der Schlofskuppel 70,04 m über der 
Grundebene vor der Einfahrt unter der Schlofskuppel. [Vergl. Aufgabe 26).] 

10) Höhe der Türme auf dem SchillerplatzeJn Berlin. Auf der Nordseite 
des Platzes wurde in der Französischen Straf se eine von Osten (-4, Ecke der Mark- 
grafenstrafse) nach Westen (B) laufende Standlinie AB abgesteckt und ihre Länge 
s = 99,99 m gefunden.*) In A hatte die Richtung zur Spitze des Palmzweiges, 
welchen die auf dem nördlichen (französischen) Turme stehende vergoldete Figur 
trägt, einen Steigungswinkel «i = 38® 43^/8' und in B ßi = 36®51 Vie'. Der Fafs- 
punkt N der Höhe gab den Winkel NAB = a = 57® 18^ls' und den Winkel NBA 
= 7? — 51® 44^/8'. 

Die Richtung zum Scheitel der auf dem südlichen (deutschen) Turme stehenden 
vergoldeten Figur hatte in A den Höhenwinkel «1 = 14® 21^/2' und in B ßi = 
14® 16^/8'. Für den Fufspunkt S dieser Höhe erhielt man den Winkel SAB = a = 
80® SV16' und SBA = /? = 77® 41 ^^/le'. . 

Die Höhe der Querachse des Theodoliten war in A 1,539 m und in B 1,342 m 
für einen Punkt der Südseite der Französischen Strafse, der 0,77 m tiefer liegt, als 
die Mitte des Platzes. 

Wie hoch sind die beiden Türme über der Mitte des Platzes beim Schiller- 
denkmal? 

Ergebnis. Für den nördlichen Turm Xa = 67,382 m und Xß = 67,295 m; 
für den südlichen xa = 66,825 m und Xß = 66,753 m. Die Abweichungen vom 
Mittelwerte sind V1530 und V1855 der Höhe. Der nördliche Turm ist 67,34 m, der 
südliche 66,79 m hoch über der Mitte des SchiUerplatzes. 

11) Höhe des Brandenburger Thores in Berlin. Um die Höhe des 
Brandenburger Thores zu bestimmen, wurde auf der Südseite des Pariser Platzes eine 




3 j=^^Jf4..g_«=^ ^ ^ 




Figur 42. 



*) Viermaliges Messen ergab 100 m, 99,973 m, 100,020 m und 99,969 m. (Die grofste 
Abweichung vom Mittelwerte ist Vssoo der Länge.) Auch die Winkel sind die Mittelwerte 
aus vier Beobachtungen. 
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von Westen {Ä) nach Osten (B) laufende wagerechte Grundlinie AB abgesteckt und 
viermal gemessen;*) es ergab sich die Länge AB = 55,314 m. Nachdem auf der 
Nordseite des Platzes ein Punkt C durch eine Stange bezeichnet war, wurde jeder der 
drei Winkel des Dreiecks ABC mittels eines Theodoliten gemessen; man erhielt 
^ CAB = 81^ T, Zl^i^C=69^69V4'undZ-BC7^=.28^53V2'.**) Ferner 
wurde von den Standpunkten J., B und G aus das Fernrohr nach einer Ecke Ei der 
Deckfläche des Thores gerichtet. Ei ist die Südecke des Vorbaues in der Mitte, auf 
welchem das Viergespann der Viktoria steht. Der in der Grundebene liegende Fufs- 
punkt E der Höhe des Punktes Ei lieferte die Wickel EAC = 62® 55V4', ACE = 
4:1^ 23', EBC= 48^9' und BCE= Tß^lßV*'; dazu für die Richtung nach Ei die 
Steigungswinkel in A 13®4', in B 8^25' und in 10^55^2', deren Scheitelpunkte 
h^ = 1,000 m, hß = 0,925 m und hc = 0,868 m hoch über der Grundfläche der 
mittleren Durchfahrt des Thores lagen. Wie hoch über dieser Grundebene die Deck- 
fläche des Brandenburger Thores sich befindet, soll aus den Beobachtungen in den 
drei Standpunkten J., B und C sowohl aus AC^ als auch aus BC als Grundseite 
berechnet werden. 

Es ergiebt sich xa = 20,591 m, xb = 20,634 m, xc = 20,582 (mit der letzten 
Bruchstelle 2 statt 1 oder 3), deren Mittelgröfse ist x = 20,602 m. Die Höhe des 
Brandenburger Thores in Berlin ist 20,60 m. 

12) Gesamthöhe des Viergespannes mit der Viktoria auf dem Branden- 
burger Thore in Berlin. Auf den drei [in 11) angegebenen] Standorten J., B und C 
werde das Fernrohr auch auf die Krone Si des Adlers auf dem Siegeszeichen, welches 
die Viktoria emporhält, gerichtet und für den in der Grundebene liegenden Fufspunkt 
S der Höhe dieses- Punktes gefunden Winkel SAC = 62® 21 '/4S ÄCS = 50® 25', 
SBC = 47® 13^/4', BGS = 79® 18 V4' und die Steigungswinkel der Richtungen zum 
Zielpunkte Si in A 17® 5 V*', in B 11®20V4', in C 15®1 V2', deren Scheitelpunkte die 
oben (unter 11) angegebene Höhe über der Grundebene hatten. Da nun die Höhe 
des Thores aus Aufgabe 1 1 bekannt ist, lo lässt sich hieraus die Gesamthöhe des auf 
der Deckfläche des Thores stehenden Siegeswagens bis zur Spitze des Siegeszeichens 
aus den Beobachtungen jedes der drei Standorte mit AG und auch mit BC berechnen, 
indem man von dem hier gefundenen Ergebnis für die Höhe ^ das für denselben 
Standpunkt in 11) erhaltene x abzieht. 

Ergebnis. t/A — ^^ = 8,048 m, ^b — xb = 8,025 m, i/g — xc^= 8,025 m, 
deren Mittelgröfse ist 8,033 m. Die Höhe des Siegeswagens bis zum Gipfel der 
Adlerstange beträgt 8,03 m. In den Berliner Wohnhäusern ist die Höhe eines Stock- 
werkes gewöhnlich 3,2 m; 2V2 Stockwerke sind 8 m; das halbe Stockwerk kann man 
als den über dem Strafsenpflaster befindlichen Teil der Kellerwohnung nehmen. Das 
aus getriebenem Kupfer gearbeitete Kunstwerk Schadows ist also so grofs, dafs, 
wenn es auf der Strafse stände, der Adler in der Höhe der nach aufsen verlängerten 
Decke des zweiten Stockwerks sein würde. Auf dem Brandenburger Thore 
befindet sich die Krone des Adlers 28,635 m über der Grundebene des Thores. 

13) Gröfse eines Pferdes von dem Viergespanne der Viktoria auf 
dem Brandenburger Thore in Berlin. Nach dem rechten Ohre des von der Südseite 
aus zweiten Pferdes vor dem Siegeswagen wurde auf den [in 11) angegebenen] Stand- 



*) 55,361 m, 55,322 m, 55,286 m und 55,288 m. 
**) Es fehlt an ISO** nur */* Minute. Der Grundkreis des zum Messen gebrauchten 
Theodoliten giebt halbe Minuten an. 
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punkten A^ B und C das Fernrohr gerichtet und für den in der Grundebene liegenden 
Fufspunkt P der von der Spitze des Ohres Pi gefällten Senkrechten erhalten Winkel 
PAC = 61^243/4', ACP = 48^36^2', PBC = 47^3 ^4', BCP = 77^30' und für 
die Richtung nach Pi der Steigungswinkel in A 15^0', in B 9^47', in C 12^57', 
deren Scheitelpunkte die unter 11) angegebenen Höhen über der Grundebene hatten. 
Wie hoch die Deckfläche des Thores, auf welcher das Pferd steht, sich über der 
Grundebene befindet, ist in Aufgabe 11 gefunden; demnach kann man die Gröfse des 
Pferdes aus den Beobachtungen in jedem der drei Standpunkte für AG und für BC 
angeben, indem man von der hier berechneten Höhe -er das demselben Standpunkte 
angehörige :r in 11) abzieht. 

Ergebnis, ^a — xa = 3,424 m, iSß — ir^ = 3,411 m, isic — a:<7 = 3,403 m,"* 
deren Mittelwert ist 3,413 m. Die Gröfse des Pferdes ist 3,41 m. Es würde also, 
in einem hohen Zimmer stehend, mit den Ohren an die Decke stofsen. 



*" d) Geht bei einer Höhenmessung die Richtung der Standlinie durch 
die Höhe, so ist ihre Steigung oder Senkung zu bestimmen. Der Höhen- 
unterschied der Endpunkte und die Länge der Standlinie geben den Sinus 
ihres Steigungs- oder Senkungswinkels. Mag auch dieser Winkel d recht 
klein ausfallen, immer ist er von Einflufs, da die Winkel des über der 
Standlinie stehenden Dreiecks von ihm abhängen. 

a) Die Standlinie selbst geht durch die Höhe. 

14) Höhe der Viktoriasäule auf dem Belle-Alliance-Platz in Berlin. 
Der breite Unterbau für die Viktoriasäule ist von einem kreisrunden Wasserbecken 

umgeben, dessen Umfang 
^ bei zweimaliger Messung 

35,085 ra und 35,075 ra 
gefunden wurde. In einem 
auf der Nordseite ge- 
wählten Standpunkte Ai^ 
dessen Abstand A^E vom 
Rande des Wasserbeckens 
19,506 m [13,352 m]*) 
betrug, hatte die Richtung 
zur höchsten Spitze des 
westlichen Flügels der 
Viktoria den Steigungs- 
^*««' «. Eintel « = 33^ 35' [41^ 

4V2'] und beim östlichen Flügel war « = 33^53^2' [41^30^2'], wobei der 
Scheitelpunkt dieser Winkel ä^ = 1,312 m [1,375 m] hoch über der Erweiterung 
der Ebene der Granitplatten des die Säule umgebenden Bürgersteiges sich befand. 
Ebenso wurde auf der Südseite von einem Standpunkte Bi aus beobachtet, den man 
so wählte, dafs die Richtung AB durch den Fufs der Säule ging. Der Abstand des 
Punktes By von der ihm nächsten Stelle F des Beckenrandes war 13,967 m [19,804 m]. 
Hier fand man für die Richtung zur Spitze des westlichen Flügels den Steigungs- 
winkel /? = 41^4^2' [33^55^2'] und für den östlichen t^ = 40^36' [33^26SV] 



lV«nl 




*) Die in Klammem beigefügten Zahlen sind die einer andern Messung für die zweite 
Berechnunff. 
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und die Höhe des Scheitels dieser Winkel über derselben Grundebene hß = 1,440 m 
[1,442 m]. Wie hoch ist demnach 1) die Spitze des westlichen und 2) die des 
östlichen Flügels der Viktoria über der bezeichneten Grundebene?*) 

Ergebnis. Wird die aus drei Stücken zusammengesetzte Verbindungslinie der 
Scheitel von « und ß mit s und ihr Neigungswinkel gegen eine wagerechte Ebene mit 
d bezeichnet, so ist die Höhe 

Die beiden Rechnungen liefern die Höhe von der Spitze des westlichen Flügels 
xi = 18,233 m und X2 = 18,239 m, und beim östlichen Flügel Xi = 18,179 m und 
X2= 18,176 m. 

15) Das Nauener Thor in Potsdam hat zwei gleiche Türme, deren Erd- 
geschofs Durchgang für die Fufsgänger ist. Dies ermöglicht, die Standlinie AB durch 
die Turmhöhe zu legen. Sie war s = 62,27 m lang. In Ä hatte die Richtung zur 
Turmspitze S den Steigungswinkel « = 40® 3 3^/4' mit der Scheitelhöhe über der 
erweiterten Grundfläche des Durchganges h^ = 0,869 m, und in B ^ ß = 31® 36' 
mit hß = 1,566 m. Hierauf wurde die Standlinie in der Richtung AB um etwa 3 m 
verschoben. Dort ergab die zweite Messung s = 62,15 m, a = 43®55V4' mit 
h^ = 0,912 m und /? = 29® 38 V2' mit hß = 1,574 m. Wie grofe ist demnach die 
Turmhöhe des Nauener Thores über der Mitte der Grundfläche des Durchganges? 

Ergebnis, xi = 23,563 m, X2 = 23,557 m. Die Turmhöhe des Nauener 
Thores in Potsdam beträgt 23,56 m über der Grundfläche des Durchganges. 

16) Höhe der Dorotheenstädtischen Kirche in Berlin. Die Länge einer 
durch die Höhe gehenden Standlinie liefs sich dadurch bestimmen, dafs zunächst ihr 
mittlerer Teil, innerhalb des Gitters, welches in Form eines Rechtecks die Kirche 
umgiebt, an der kurzen Seite der Grundmauer (in der Neustädtischen Kirchstrafse) 
gemessen wurde GM=. 56,993 m, dann der linke Teil (quer über die Mittelstrafse) 
GAi = 20,065 m und der rechte Teil (in der Dorotheenstrafse) MB^ = 23,391 m, 
so dafs die ganze Länge der Standlinie A^^Bl war s = 100,449 m. In -4, senkrecht 
über J.1, hatte die Richtung zur Spitze S des Kirchturmes den Steigungswinkel 
« 1= 47® 35' 7V2", dessen Scheitel hA = 1,907 m hoch über der Erweiterung der 
Ebene des Bürgersteiges vor dem Eingange in der Dorotheenstrafse sich befand, und 
in B^ senkrecht über ^i, wurde der Steigungswinkel ß = 45® 54' 45" gemessen, dessen 
Scheitel hß = 1,644 m hoch über derselben Grundebene (vor B) war. — Für die 
zweite Bestimmung der Höhe kam zu GM = 56,993 m GAi = 18,353 m und 
MBi = 26,121 m, so dafs die neue Standlinie AiBi war s = 101,467 m. Hier war 
der Steigungswinkel « = 48® 39' mit /^ = 1,870 ra und /5 = 44® 23' 52^2" mit 
hß =z 1,745 m. — Man berechne aus beiden Messungen die Höhe der Kirche über 
der Grundebene in der Dorotheenstrafse und gebe schliefslich auch die Zahl für die 
Höhe an, wenn der um 37,5 cm höher liegende Bürgersteig vor dem Eingange in der 
Mittelstrafse (vor A) als Grundebene genommen wird. 

Ergebnis, xi = 55,138 m und X2 = 5^^,170 m (die Abweichung ist V1700 
der Höhe). Mittelwert a; = 55,15 m über der Grundebene in der Dorotheenstrafse, 



*) Dafs die Fufspunkte der von den Flügelspitzen auf die Grundebene gefällten 
Senkrechten neben die Grundlinie fallen, übt auf das Ergebnis der Rechnung keinen 
Einflufs, weil ihr seitlicher Abstand von der Grundlinie von A und von B aus unter so 
schmalem Winkel (von S^) erscheint, dafs dessen Kosinus fast = 1 ist. 
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daher über der in der Mittelstrafse nur 54,78 m. Ohne genaue Festsetzung der Grund- 
ebene ist für die Höhe der Kirche anzugeben 55 m. 



ß) Die Standlinie geht verlängert durch die Höhe. 





Die Standliaie rückwärts steigend. 
Figur 44. 



Die Stondlinie rückwärts faUend. 
Figur 45. 



17) Höhe der Garnisonkirche in Potsdam. Auf dem grofsen Platze neben 
der Kirche wurde eine gerade auf sie zu laufende Standlinie BÄ zweimal gemessen, 
107,340 m und 107,365 m, deren Mittelwert ist s = 107,353 m. Die Richtung 
zur höchsten Spitze der auf der Helmstange des Turmes angebrachten Sonne hatte in 
Ä den Steigungswinkel a = 47^26', dessen Scheitel h^ = 1,070 m hoch über der 
Erweiterung der Ebene des Bürgersteiges an der Kirche sich befand. (Diese Granit- 
platten haben, wie durch Nivellieren festgestellt wurde, gleiche Höhenlage mit der 
am Turmeingange.) Der Scheitel B des Steigungswinkels ß =• 24®59V2' lag etwas 
höher; es war hß = 1,118 m. — Bei einer zweiten Standlinie erhielt man 78,560 m 
und 78,564 m, also s = 78,562 m, « = 44« 55' mit Ha — 1,050 m und /? = 27« 47' ; 
dessen Scheitel lag aber tiefer; es war hß nur 1,000 m. — Wie hoch ist demnach 
die Spitze der Garnisonkirche über der Ebene des Bürgersteiges? 

Ergebnis. Xt = 88,656 m und X2 =■ 88,712 m. Der Unterschied ist ^/leoo 
der Höhe. Die Gamisonkirche ist 88,68 m hoch. 

18) Gröfse des Adlers auf der Garnisonkirche in Potsdam. Die Helm- 
stange des Turmes hat unten eine Querstange, die an dem einen Ende den Namenszug 
des Erbauers der Kirche, Friedrich Wilhelm L, und am andern den preufsischen Adler 
trägt. Für eine Standlinie, deren fortgesetzte Richtung unter dem Adler hinging, 
ergab zweimaliges Messen 99,915 m und 99,933 m, so dafs ihre Länge s = 99,924 m 
zu nehmen ist. In A hatte die Richtung zum höchsten Punkte des Adlers den 
Steigungswinkel « = 43^29V8' und die zum tiefsten Punkte «i = 42^41^4*, deren 
Scheitel Ha = 1,05 m hoch über der Erweiterung der Ebene des Bürgersteiges an 
der Kirche war. In B ergab sich entsprechend ß = 23^ 57 V4' und ßi = 23^ 22^8', 
beide mit hß = 1,10 m. — Bei einer zweiten Standlinie war s = 85,99 m (als Mittel- 
wert von 85,985 und 85,996 m), « = 45^59^«', «1 = 45® 11 V2', mit Ä^ = 1,07 m, 
und ß = 26® 38 V2', ßi = 26® 1 Vs', mit hß = 1,00 m. — Da die beiden Zielpunkte 
am Adler nicht in derselben Senkrechten sich befinden, ist für den höchsten und für 
den tiefsten Punkt die Höhe über der Ebene des Bürgersteiges zu berechnen. Der 
Höhenunterschied giebt die Gröfse des Adlers an. 

Ergebnis; 2,210 m oder 2,214 m. Die Gröfse des Adlers oben auf der Helm- 
querstange des Garnisonturmes ist 2,21 Meter. Er übertrifft die Gröfse eines Pferdes. 
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Seine grolse Ausdehnung macht die schwere eiserne Helmstange zu einer genügend 
beweglichen Windfahne.*) 

19) Höhe der Petrikirche in Berlin. Eine in der Grünstrafse gerade auf 
den Turm zu laufende Grundlinie BA war nach dreimaligem Messen s = 64,342 m 
lang.**) Bei ihrem dem Turme näheren Endpunkte Ä hatte die Richtung zum Gipfel 
der Kreuzblume den Steigungswinkel a = 48^ 24^/*', dessen Scheitelpunkt sich 
hA = 1,294 m hoch über der Ebene des Bürgersteiges vor dem Turmeingange befand. 
Am andern Endpunkte B betrug der Steigungswinkel ß = 32^ 32' mit hß = 1,520 m 
über derselben Grundfläche. — Für eine etwas weiter vom Turme entfernte Grund- 
linie kam s = 71,453 m, a = 43^ 43' mit äa = 1,265 m und /? = 29*^ 2' mit hß = 
1,519 m. — Welche Höhe hat demnach die Petrikirche über den Granitplatten des 
Bürgersteiges vor dem Turmeingange? 

Ergebnis. Xi = 96,403 m und X2 = 96,417 m. Die Petrikirche ist 96,41 m 
hoch. Dieser Turm ist der höchste in Berlin. 

20) Höhe der Heiligegeistkirche in Potsdam. Es wurde eine gerade auf 
den Turm zu laufende Standlinie BÄ zweimal gemessen und ihre Länge im Mittel- 
werte s =: 60,891 m erhalten. In Ä hatte die Richtung zur Turmspitze den Steigungs- 
winkel a = 55^ 3 V4', dessen Scheitel Ha = 1,308 m hoch über der Ebene des Strafsen- 
pflasters vor dem Turmeingange war. In B fand sich der Steigungswinkel ß = 
340 22 ''/s' mit der Scheitelhöhe ä^ = 1,657 m über derselben Grundebene. — Bei 
einem mittleren Teile der ersten Standlinie, s = 35,269m lang, ergab sich «=52^54^8' 
mit JiA = 1,330 m und /? = 39^ 51^/4' mit hß = 1,535 m. — Wie hoch ist demnach 
der Kirchturm? 

Ergebnis. Xi = 81,814 m oder 81,815 m; X2 = 81,800 m oder 81,799 m. 
Mittelwert x = 81,807 m. Die Heiligegeistkirche ist 81,81 m hoch. 

21) Höhe der Bartholomäuskirche in Berlin. Die h = 7,796 m breite 
Vorderseite des Kirchturms erschien in einem genau mitten davor (im Garten) ein- 
genommenen Standpunkte Ä unter 
dem Winkel «i = 9®5lV4' und 
dort hatte die Richtung zur Spitze 
des Turmes den Steigungswinkel « 
= 53^51^8'; der Scheitelpunkt^ 
dieser beiden Winkel war Ha = 
1,696 m über der Erweiterung der 
Ebene des Bürgersteiges an der 
Südseite der Neuen Königsstrafse. 
An deren Nordseite wurde ein 
anderer Punkt J9, auch genau mitten 
vor dem Turme, aufgesucht. In B 
erschien die Breite b unter dem 
Winkel ft = 5^ 23 V4', die Richtung ^^«^^ *«• 

zur Turmspitze stieg unter dem Winkel ß = 38® 9^/4' und der Scheitel B dieser 
Winkel befand sich äb= 1,458 m hoch über derselben Grundebene. — Für eine 




*) Dafs die Helmstange um ihre senkrechte Achse drehbar sei, ist notwendig, weil 
sonst die oben befestigte vergoldete Darstellung der Sonne mit langen flammenden Strahlen 
bei Querstellung vom Sturmwinde zerstört werden könnte. 

*♦) Die Einzelmessungen waren 64,323 m, 64,344 m und 64,358 m; bei der andern 
Grundlinie 71,427 m, 71,465 m und 71,466 m. 

Mar tu 8, Baumlehre. 2. 4 
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zweite Berechnung der Turmhohe kam an dazwischen gewählten Standorten «i == 
8^50^/4' und « = 51® 12^8' mit Ha = 1,562 m; femer ßi = 5® 39' und ß = 39» 
29^/4' mit hß = 1,291 m, — In welcher Höhe über der Grundebene der Neuen 
Königstrafse befindet sich die Spitze des Turmes, und wie hoch ist der Kirchturm 
selbst, da die Grundfläche vor der Eingangsthür 4,481 m hoch über der Strafse liegt? 
(Von den kleinen Winkeln sind die Logarithmen der Tangens, nicht der Kotangens, 
aufzuschlagen.) 

Ergebnis, x^ = 70,566 m und X2 = 70,564 m. Der Gipfel der Kreuzblume 
befindet sich 70,565 m hoch über der Ebene des Bürgersteiges in der Neuen König- 
strafse; die Höhe der Kirche beträgt 66,08 m. 




Figur 47. 



e) Bestimmung eines Kreisdurchmessers. 

22) Durchmesser der Granitschale vor dem Museum im Lustgarten 
in Berlin. In einem nahe bei der Schale, in der Erweiterung der Ebene ihres kreis- 
förmigen Randes liegenden Punkte 
A bildeten die an den Rand gehen- 
den Berührungslinien einen Winkel 
a = 64^3^8'. Auf der vom 
Mittelpunkte des Kreises durch Ä 
gehenden geraden Linie wurde ein 
zweiter Punkt, 5, gewählt, dessen 
Abstand von A AB = s = 
70,965 m [58,695 m] war. In B 

bildeten die an den Kreisrand zu legenden Berührungslinien einen Winkel ß = b^ b^js* 

[6® 2^/8']. Wie grofs ist demnach der Durchmesser des Randes der Granitschale? 
^ , . « _ s sin V2« sin Va/g 2 n =6,8713 m 

j^rgeonis. ^* — ^^s V* (« + /?) sin V4 (« — i?)' 2r2 = 6,8715 m. 

Der Durchmesser des Randes der Granitschale ist 6,871 m. (Würde die Schale im 

Klassenzimmer Platz haben?) 

23) Durchmesser der Kugel des Atlas auf dem Rathausturme in 
Potsdam. Den wagerechten gröfsten Kreis der vergoldeten Weltkugel, welche die 
Figur des Atlas auf dem Nacken trägt, denke man auf die wagerechte Grundebene 
abgelotet. Die an diesen Grundkreis vom Punkte A aus gehenden Berührungslinien 
bildeten den Winkel a = 2^ 46^/4' und die vom entfernteren Punkte B aus den Winkel 
ß =z 1^ 28 V2'. Es war der Abstand AB = s = 33,77 m. Bei einer zweiten Messung 
war mit demselben Winkel a ßi =: l^ Sb^U* und Si = 17,00 m. Wie grofs ist dem- 
nach der Durchmesser der Kugel? und in w^elcher Entfernung von ihrem Mittelpunkte 
erscheint sie ebenso grofs, wie der Vollmond, dessen scheinbarer Durchmesser 2() = 31' 
beträgt? 

Ergebnis. 2ri = 1,8527 m, 2r2 = 1,8455 m. Die Kugel hat den über- 
raschend grofsen Durchmesser von 1,85 m, (so dafs in der Hohlkugel eine grofse 
Person aufrecht stehen könnte). Aber bereits in einer Entfernung von 205 m erscheint 
sie so grofs, wie der Vollmond. 

24) Höhe der Synagoge in der Oranienburger Strafse zu Berlin. Nach- 
dem an einer der Synagoge ostwärts schräg gegenüber liegenden Stelle B der Strafse 
das Femrohr eines Theodoliten wagerecht gerichtet war, wurde durch dasselbe an 
einer vor dem Haupteingange der Synagoge auf dem Bürgersteige senkrecht gehaltenen 
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Nivellierlatte abgelesen, dafs der Mittelpunkt des Theodoliten*) h = 1,755 m hoch 
über der Erweiterung jener Granitplatte des Bürgersteiges sich befand. Die Richtung 
des Femrohres nach der höchsten Spitze des auf der Kuppel stehenden Sternes hatte 
den Steigungswinkel y = 30® 41^2'. Nun denke man auf die durch den Mittelpunkt 
des Theodoliten gehende wagerechte Ebene den Äquator der überhalbkugelförmigen 
Kuppel senkrecht herabgelassen und an diesen Grundkreis vom Mittelpunkte des 
Theodoliten aus die beiden Berührungslinien gezogen. Dieselben schlössen einen 
Winkel ß = 10® 1^/4' ein. In der Richtung der Halbierungslinie dieses Winkels ging 
man dann eine Strecke BA näher an die Synagoge heran, und fand in A den Winkel 
zwischen den von hier aus an den Grundkreis zu legenden Berührungslinien ce = 12® 
56V4'. Der Abstand AB ergab sich s = 18,100 m. — Ebenso wurde von 'einer 
westlich schräg gegenüberliegenden Stelle aus beobachtet, und erhalten Äi = 0,852 m, 
y^ z=z 33® 51', /?i = 1 1® 8', ai = 13® 1' und für A^Bi Sx = 10,477 m. Man berechne 
aus beiden Messungen die Höhe der Synagoge über der durch die Granitplatte des 
Bürgersteiges bestimmten Grundebene. 

^ , . s sin V2 a tgy , ^i = 49,581 m 

Ji^rgeonis. y— ^^os'j^ ^^^i^ ß) sin'U {a — ß) "^'*' ;j/2 = 49,585 m. 
Die Höhe der Synagoge beträgt 49,58 m. 



25) Höhe des Rathausturmes in Potsdam. Auf dem Turme des Rathauses 
in Potsdam steht die vergoldete Figur des Atlas, welcher in gebückter Stellung auf 
seinem Nacken die Weltkugel trägt. Die 
Bestimmung dieser Turmhöhe hat dadurch 
besonderen Reiz, dafs beim Messen auf 
dem Platze vor dem Rathause der höchste 
Punkt der Kugel nicht zu sehen ist, und 
dafs Kopf und Anne der Figur hindern, 
das Fernrohr auf den Mittelpunkt der Kugel 
einzustellen. Dennoch ist genaue Höhen- 
bestimmung mbglich, nämlich dadurch, dafs 
man aus der Gröfse des Kugelhalbmessers r, 
welche in der Aufgabe 23) ermittelt wurde, 
seine scheinbare Gröfse, ^ MACund 
MBC, für die Entfernung AC und BC 
berechnet und diese Winkel «i und ßi von den Steigungswinkeln « und ß abzieht ; 
dann hat man die Steigungswinkel für die Richtungen zum Kugelmittelpunkte, und 
findet die Höhe OM ==■ x und die Turmhöhe ^ = a? -[- **• 

In einem gerade vor dem Rathause auf dem Neuen Markte gewählten Punkte A 
hatte die als Berührungslinie der Kugel über ihren höchsten Punkt fortlaufende Gerade 
AG den Steigungswinkel « = 46® 47' ; der Scheitel A dieses Winkels war Jia = 0,641 m 
über der Granitplatte des Bürgersteiges vor dem Eingänge zum Rathause. In dem 
um AB = $ = 33,77 m von der Thür weiter entfernten Punkte B war der Steigungs- 
winkel der von dort aus ebenso laufenden Berührungslinie ß = 29® 26', dessen 
Scheitel wegen des Gefälles des Platzes nur hs = 0,210 m über der wagerechten 
Ebene war. — Bei einer zweiten Messung, die von demselben Punkte A ausging, 




Figar 48. 



*) Der Mittelpunkt des Theodoliten ist der Schnittpunkt seiner drei Achsen, 
der Scheitelpunkt der mit ihm gemessenen Winkel. 

4* 
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lag der Punkt B nur s = 17,00 m weit zurück und gab den Steigungswinkel ß = 36® 
19^/4' mit der Scheitelhöhe hß = 0,387 m. Die Berechnung des Kugeldurch^ 
messers ergab (Aufgabe 23) aus der hierzu gehörigen ersten Messung 2r = 1,8527 m 
und aus der zweiten 1,8455 m. — Wie hoch befindet sich der höchste Punkt des 
Turmes über der wagerechten Ebene der Granitplatte vor dem Rathauseingange? 

Ergebnis. Die scheinbaren Gröfsen des Eugelhalbmessers sind in der ersten 
Messung «i = 0^ 58' 42", ft = 0« 38' 59", und in der zweiten «i = 0^ 58' 29", 
ßi = 0^ 47' 6". Sie liefern die Turmhöhe ^1 = 40,464 m und 1/2 = 40,454 m. 
Der Unterschied der Ergebnisse ist nur ^/4ooo der Höhe. Mittelwert t/ = 40,459 m. 
Der Turm des Rathauses in Potsdam ist 40,46 m hoch über der Granitplatte des 
Bürgersteiges vor der Eingangsthür. 




f) Höhenbestimmung aus ferner Grundlinie. 

26) Höhe des Schlosses in Berlin an der Südostseite (am Schlofsplatze) 
beim östlichen Eingange (Nr. 1) nahe der Kurfürstenbrücke. Auf dem flachen Dache 

' des Schlosses wurde die Länge der 

A, c B . Oberkante A\B^ des östlichen Vor- 

baues c = 16,474 m gemessen, 
und auf dem Schlofsplatze in einem 
hinter der Mündung der Breiten 
Strafse gewählten Standorte für die 
Richtung nach den Endpunkten die 
Steigungswinkel ÄCÄi a = 18^ 
34^/8' und BCBi ß = 16^28^8', 
sowie der Grundwinkel ÄCB y = 
7^ 22 V2' beobachtet. Der Scheitelt 
dieser Winkel war h = 1,356 m 
^^' *^* hoch über der erweiterten Ebene 

des Bürgersteiges vor dem Haupteingange unter der Schlofskuppel, Wie hoch ist 
demnach dieser Teil des Schlosses über der Grundebene? 

Ergebnis. In der schön zusammengezogenen Formel ist hier 1: tgV2y statt 
ctgVay zu nehmen. Die Rechnung ergiebt die Höhe x = 29,927 oder 29,928 m, 
statt eines einzigen Wertes.*) 

27) Höhe der beiden Nebentürme an der Synagoge in der Oranienburger 
Strafse zu Berlin. An der Synagoge stehen zu beiden Seiten der Hauptkuppel zwei 
gleich hohe, auch mit einer Kuppel gekrönte Türme. Die Vorderseite der recht- 
eckigen Grundfläche ist bei jedem dieser Türme 4,937 m lang und die Strecke 
zwischen den Türmen ist 18,602 m. Hierdurch kennt man den gegenseitigen Abstand 
der Turmspitzen, c = 23,539 m. Von einem dem Gebäude schräg gegenüber gewählten 
Standpunkte aus wurde das Femrohr nach dem Gipfel jeder dieser Spitzen gerichtet. 
Der Steigungswinkel der Richtung nach der Spitze des näheren Turmes betrug 
ui = 36^41^2', nach der des entfernteren ßi = 27<>15V2'; und die wagerechten 



*) Bei dem in der Richtung Jßi-4i folgenden Vorbau (mit dem Eingange Nr. 2) wird 
auf dem Dache das Sandsteingeländer um 0,224 m höher, also yqn dort an die Höhe des 
später gebauten Schlofsteiles 30,15 m. Diese Gröfse ist in guter Übereinstimmung mit der 
in Aufgabe 9) gefundenen Höhe der West-Ecke des Schlosses. Änderungen der Höhe des 
Sandsteingeländers um 1 bis 2^/2 cm weist das mit Röhrenlibelle versehene Fernrohr des 
Theodoliten an mehreren Stellen nach. 
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Schenkel dieser Winkel schlössen einen Winkel /i = 11^42^/4' ein. Dabei befand 
sich der Scheitelpunkt dieser drei Winkel Jh = 0,645 m über der vor dem Hanpt- 
eingange liegenden Granitplatte des Bürgersteiges. Auf einem zweiten, jenem ent- 
sprechend gewählten Standpunkte wurde beobachtet «2 = 35® 57', /?2 = 26® 14^2', 
^2 = 8® 34' und h = 1,250 m, und auf einem dritten in gröfserem Abstände a^ = 
27® 14', ßs = 21® 5^4', 73 = 7® 4V2' und h = 1,755 m. Wie grofs ergiebt sich 
aus diesen Beobachtungen die Höhe der beiden gleichen Seitentürme über dem Bürger- 
steige vor der Synagoge? 

Ergebnis? 1/1 = 35,085 m, ^2 = 35,070 m, ^3 = 35,060 m, deren Mittel- 
gröfse ist y = 35,072 m. Jeder der beiden Nebentürme der Synagoge ist 35,07 m hoch. 

28) Höhe bis zum Geländer des Umganges unter der Schlofskuppel 
in Berlin, (Siehe Figur 41.) Auf das steinerne Geländer, an dessen acht Ecken die 
Standbilder der Propheten stehen, wurde der 
Theodolit gestellt. Sein Mittelpunkt ist in der 
Figur 50 der Punkt M, Die Richtung zum Fufs- 
punkte Äi der nächsten Ecke des Roten Schlosses 
hatte den Senkungswinkel ÄMAi a = 28<* 57' 
und die zum Fufspunkte Bi der fernen Ecke den 
Senküngswinkel BMBt ß = 22® 26'; dabei 
schlössen die wagerechten Schenkel derselben den 
Winkel y = 42® 12V2' ein. Die Grundlinie Ä^Bi 
des Roten Schlosses, c = 70,097. m lang, läuft 
genau wagerecht und die wagerechte Ebene Ä^BiS 
streicht h = 0,057 m hoch über der Ebene des 
Bürgersteiges vor dem Haupteingange des 
Schlosses (unter der Kuppel), und der Mittelpunkt 
des Theodoliten war t = 0,210 m über der 
oberen Randfläche des Geländers. Wie hoch be- 
findet sich demnach diese Fläche über dem Bürger- 
steige unter der Schlofskuppel? — Zu einer 
zweiten Berechnung wurde für die Richtung zum 
Fufspunkte Ä' der folgenden Ecke des Roten 
Schlosses der Senkungswinkel « = 28® 16' gemessen, dazu wieder für die Ecke ^1 
ß = 22» 26', und nun war y = 43^ 59'. Die Verbindungslinie von Ä' nach ^1, 
c = 72,450 m, wird in der Aufgabe 5, 6, 11 berechnet. 

Ergebnis. Für MS = y liefern die beiden Rechnungen yi = 43,074 m und 
^2 = 42,968 m; daher für die gesuchte Höhe xi = 42,921 und X2 = 42,815 m. 
Die obere Randfläche des Umgangsgeländers unter der Schlofskuppel befindet sich 
42,9 m über der Ebene des Bürgersteiges. 

Anmerkung. Die ungewöhnliche Abweichung der beiden Rechnungsergebnisse 
von 10,6 cm, die schon V400 der Höhe beträgt, ist daraus zu erklären, dafs die 
Abstumpfung Ä*Äi der Ecke des Roten Schlosses nicht genau unter 45^ gemacht ist. 
Beträgt der Winkel Ä*ÄiBi wirklich 139® 46', statt 135^, wie angenommen wurde, 
so würde das zweite Ergebnis dem ersten gleich geworden sein. Eine Abweichung 
der Abschrägung von 4 bis 5<> ist aber bei einem Gebäude sehr wohl möglich. 
Bestimmung der Gröfse des Winkels Ä*AiBi war unausführbar. 




Figur 50. 
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g) Entfernungsbestimmung aus Höhenunterschieden. 

29) Entfernung vom Turme der Petrikirche bis zum Kathausturme 
in Berlin. Unter der fast zutreffenden Annahme, dafs das Schlöfs, die Petrikirche 
und der Rathausturm auf derselben wagerechten Grundebene stehen, läfst sich aus 
den Höhen derselben ihr gegenseitiger Abstand bestimmen, nachdem ohne weitere 
Mühe drei Winkel gemessen sind. Die Höhe der Petrikirche ist hp = 96,41 m und 
die des Rathausturmes bis zur Spitze der Fahnenstange Hr = 93,36 m; zur Höhe 
des Schlosses, welche an der Südostecke (bei der Kurfürstenbrücke) h = 29,93 m 
beträgt, kommt die Höhe ^ = 0,21 m vom Mittelpunkte des Theodoliten, der auf das 
steinerne Geländer des flachen Daches gestellt war, so dafs der Scheitelpunkt der zu 
messenden Winkel sich Äj -|- ^ = 30,14 m hoch über der angenommenen Grund- 
ebene befand. Die Richtung des Femrohres zur Spitze des Petriturmes hatte den 
Steigungswinkel a = 8^ 24', die zur Spitze des Rathausturmes den Steigungswinkel 
/? = 90 28' und die wagerechten Schenkel dieser Winkel schlössen einen Winkel 
y = 103® 2^/4' ein. — Die Gegenmessung wurde an der Südwest-Ecke des Schlofs- 
daches ausgeführt. Hier ist aber die Schlofshöhe etwas gröfser (vergl. die Note zu 26), 
nämlich Ä2 = 30,15 m; dazu die Theodolitenhöhe ^ = 0,21 m, giebt die Höhe des 
Beobachtungspunktes über der angenommenen Grundebene Äg -j- ^ = 30,36 m. An 
dieser Stelle wurde gefunden « = 9» 24', ß = 6^ 38' und y = 85» 56^/4'. Man 
berechne aus den Höhenunterschieden Ua und ut die Entfernung zwischen den beiden 
Turmhöhen und zwar mittels des Kosinus eines Hilfswinkels. (Yergl. die Aufgaben 
5, 5, 19, 6, 5, 15 und 5, 6, 26.) 

Ergebnis. Die Rechnung liefert xi =649,61 m und X2 = 649,68 m. 
(Abweichung ^/sooo der Gröfse.) Nach der aus einer Standlinie hervorgehenden genauen 
Entfernungsbestimmung ist aber der Abstand der beiden Turmhöhen 650,60 m (nach 
der Rechnung mit siebenstelligen Logarithmen 650,582 m). [6, 5, 7.] Die Ent- 
fernung ist also hier um 1 m zu klein gefunden. Es müssen die Abstände a und b 
etwas gröfser sein. Man findet sie gröfser, wenn bei denselben Steigungswinkeln die 
Höhenunterschiede mehr betragen. Diese nehmen zu, wenn die gemeinsam abzu- 
ziehende Schlofshöhe kleiner in Rechnung gestellt wird. Die Annahme, dafs die 
drei Gebäude auf derselben wagerechten Grundebene stehen, ist also dahin zu ver- 
bessern, dafs die Grundfläche des Schlosses etwas niedriger liegt, was auch nach dem 
Standorte des Schlosses an der Spree, weiter stromab, wahrscheinlich ist. Nimmt 
man an, dafs die Grundfläche des Schlosses um 10 Centimeter (eine Hand breit) 
tiefer liegt, als die Grundebene der Türme, so erhält man bei Wiederholung der 
Rechnung mit den neuen Höhenunterschieden x'i = 650,62 m und x*2 = 650,69 m, 
also dem genauen Werte sehr nahe. Man sieht, wie überraschend scharf die Lage 
nach Breite und Höhe durch Winkel bestimmt wird. 

6. Übungen. 

1) Anwendung des Sinussatzes: Martus, mathem. Aufgaben, Nr. 283, 223 bis 
225 &. 355,367,358,359,361,370. 

2) Inhalt des Dreiecks: M., Aufg. 290; 352, 319, 321. 252, 292, 293, 296. 
256. 307. 

3) Durchmesser des umbeschriebenen Kreises: M., Aufg. 289, 236. 294. 

4) Bestimmung einer Seite: M., Aufg. 273, 281. 

5) Bestimmung zweier Winkel: M., Aufg. 265, 266. 291. 
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6) Tangenssatz: M., Aufg. 284, 286, 258; 226, 227. Aus dem Hilfsdreieck: 
229, 237, 243; 276, 275. — 267. 326. 365. 

7) MoUweidesche Formeln: M., Aufg. 244, 245, 250, 317. 228, 241, 242. 
270. 354. 

8) Aus dem Kosinussat ze zu ent wickeln die Formeln 



^l2y = l/fifH:^ und sin V2>' = }A 



ab 

und zu zeigen, wie ihr Produkt auf den Wurzelausdruck für den Inhalt des Dreiecks 
führt und ihr Quotient auf die Formel in Nr. 4. [S. Nr. 3, 2).] Beispiel: M., Aufg. 336. 

9) Kosinussatz: M., Aufg. 232^ 247, 238, 282. 

10) Kosinussatz mit Hilfswinkel: M., Aufg. 230, 231. 368. 

11) Aus den Seiten a = 70,097 m und h = 3,275 m und dem Zwischenwinkel 
y =. 135^ die dritte Seite mittels eines Hilfswinkels zu berechnen. 

[Beide Hilfswinkel liefern übereinstimmend c = 72,450 m.] 

12) Das als Beispiel zu Nr. 3 angegebene Zeichenverfahren für die Seite des 
einbeschriebenen regelmäfsigen w-Ecks zu prüfen für ein Vieleck von 9 oder 11 oder 17 
oder 19 Seiten. Bei den drei letzten nehme man die Gleichung 2) als ctg^/2 (« — ß). 

Ergebnisse. Beim Neuneck wird s — x = 0,00050 d; x ist nur um V2000 d 
zu klein; es fehlt der Strecke x weniger als ^/68o s. Beim Elfeck ist s — x ebenso 
klein; es fehlt der Strecke x weniger als Vseo s. Beim Siebzehneck ist s — x nur 
0,00017 ^, X ist um ^/seoo d zu klein; es fehlt der Strecke a? weniger als Viooo s. 
Beim Neunzehneck ist s — x sogar nur 0,00008 d^ x ist um ^/i2ooo d zu klein, es 
fehlt nur V2000 s. 

13) Aus den drei Seiten eines Dreiecks die Winkel zu berechnen. (Man bestimme 
die halben Winkel auf Zehntelsekunden, gebe aber die ganzen Winkel nur in ganzen 
Sekunden an.) Beispiele: 1) a = 35,076 m, 6 = 58,172 m, c = 62,612 m. 
2) a = 35,076 m, & = 31,395 m, c = 48,757 m. 

Ergebnis, l) y = 80» 12' 32", die Winkelsumme ist um 3" zu grofs. 2) y = 
94^ 11' 55", die Winkelsumme ist um 1" zu klein. 
Noch Beispiele M., Aufg. 348, 372. 

14) Durch die Seite a und die Winkel des Dreiecks ist zu bestimmen der Halb- 
messer des einbeschriebenen Kreises und der des anbeschriebenen, welcher die Seite a 
berührt. Nach den erhaltenen Formeln sind q und Qa durch r und die Winkel anzu- 
geben und der Inhalt des Dreiecks auszudrücken 1) durch q und die Winkel, 2) durch 
je zwei Halbmesser der anbeschriebenen Kreise und einen Winkel, endlich 3) durch 
die Halbmesser aller vier berührenden Kreise durch Multiplizieren der Ergebnisse. 

Beispiele: M., Aufg. 298, 300, 299, 308b. 

15) Den Umfang des Dreiecks zu bestimmen durch die Winkel und den Halb- 
messer 1) des umbeschriebenen und 2) den des einbeschriebenen Kreises. (3, 11, 15.) 
Beispiel: M., Aufg. 298 A. 

16) Halbmesser des einbeschriebenen Kreises: M., Aufg. 303, 254, 257, 301. 
— 302, 239. 297. 

17) Ein Hilfswinkel: M., Aufg. 197 A, 246, 248, 313, 285. 

18) Anwendung der Formeln 20 in 3, 5: M., Aufg. 362, 261, 260, 272, 235. 

19) Anwendung des Satzes von gleichen Brüchen (3, 10, 7): M. Aufg. 268, 
269. 271. 
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6. Glied. Das Viereck. 

1. Die Winkel eines Sehnenvierecks aus den vier Seiten zu berechnen. 

Auflösung. Man bezeichne den von den Seiten a und 6 eingeschlossenen 
Winkel mit a6, den Zwischenwinkel von c und d mit cd und ziehe die Sehne, 
auf welcher sie stehen. Sie giebt durch den auf jedes der beiden Dreiecke 
angewandten Kosinussatz eine Gleichung, aus welcher nach Berücksichtung 
von j/_cd=^ 180^ — ab hervorgeht 

^^^ ^' = 2{<ü>-^cd) ' 

Diese Gleichung, welche nur, wenn für die Seiten einfache Zahlen 
gegeben sind, zur logarithmischen Rechnung geeignet ist, werde zu 1 = 1 
hinzugezählt (dabei ist, nach Anwendung der Formel für den ünterschiec^ 
zweier Quadrate, der Umfang 2s einzuführen), dann von 1 = 1 abgezogen;' 
worauf dieses Ergebnis durch das erste dividiert wird zur Beseitigung des 
unlogarithmischen Nenners. So entsteht 

tg 1/, «6-1/(8-«) (s-6) 



n 



c) (s - d) 

Hiernach ist der Ausdruck für tg V2 ad entsprechend hinzuschreiben. Die 
beiden andern Winkel gehen aus den berechneten hervor. 

Anmerkung 1. Multipliziert man die für sin V2 a& und cos V2 a& 
erhaltenen Gleichungen, so geht daraus der Ausdruck für den Inhalt des 
Sehnenvierecks hervor 

S = K('S — a){s — h) (s — c) (s — d) 

welcher schon 1. T., 21, 12 durch die Höhen der Dreiecke gefunden wurde. 
Wechselt man die Ordnung der Seiten, so ändern sich die Winkel, der 
Inhalt nicht. 

Anmerkung 2. Alle diese Formeln gehen für d = in die ent- 
sprechenden des Dreiecks über. 

Beispiel. M., Aufg. 335. 

2. Aus einer Seite eines Vierecks und den durch die Eckenlinien ent- 
standenen Teilen der anliegenden Winkel die Gegenseite der gegebenen 
zu berechnen. 

Ausführung. Gemessen ist die Seite AB = s und daran die Winkel 
«, ß, y und d\ gesucht wird die Seite MP = x. Es seien die an dieser 
liegenden unbekannten Viereckswinkel 9 und xp. Der Sinussatz giebt 

.. X sina X sin(J 

Ij — =1 _ ö) — = — — - 

^ smq) z ^mxp 

^ ebenso 
und 2) ^ = -tl+ j^ ^)-= ■ t !lt 4h 

und zur Bestimmung der fünf Unbekannten noch 

5) (f)-\-xp = 3600 — {cL-\-ß-\-y-\-dy 
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Figur 51 in Vioooo der wirklichen Gröfse. 

Um y und z zu beseitigen, multipliziert man 1) und 2), sowie 3) und 4): 



X sin of sin (y -\- S) 

s sin 9) sin {ß -{- y -{- ä) 
Zur Abkürzung sei 

sin a sin {y -\- d) 

sin (/? + y + d) — 



und — = 



X sin d sin (a -[- ß) 

s sin t/; sin (a -|- /? + y)' 



P 



dann ist 
also 



und 
s smq) 



sin ö sin (a + ß) 

sin (« + /? + /) 



= 3:; 



sini// 



p sm 9) 

q sin ip' 

Für den aus gegebenen Gröfsen bestehenden Bruch - werde Kotangens 

eines Hilfswinkels o) eingeführt, (w ist der griechische Buchstabe Omega) 

7) ctg CO = ^; 
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sin o) cos w 

dann ist - — r = — 

sm ip sm 0) 

woraus hervorgeht 

sin y — sin 1// cos w — .sin o) sin co — cos w 

sin (p -{- sinip cos co -[- sin w cos w + sin w 

und dies giebt tg V. (y - V>) _ _ , .^ _ .5o^ 

tg Vs (9' + V) " ^ ^ ^" 

Nach 5) ist aber 

8) 1/, (9) + V^) = 180« _ 1/2 (a + /? + y + (J) 
und deshalb wird nun 

9) tg V2 {(p — yj) = tg (CO — 450) tg 1/2 (a + /? + y + rf). 

Aus 8) und 9) hat man die unbekannten Winkel q) und ip, und durch 
sie aus 6) die Seite x ^o ao 

sm cp sm t// 
(Die Eckenlinien sind schon in 2) und 4) gefunden.) 

Anmerkung 1. Man könnte auch die Winkel BMP und APM cp und 
xp nennen und würde dann die Seiten AM und BP mit y und z bezeichnen; 
dabei wird man co -[- 45^ nehmen. Kann man nach einer der Messung 
entsprechend gezeichneten Figur die Gröfse der Winkel (p und xp (mittels 
des Winkelmessers) in beiden Fällen beurteilen, so wählt man das Paar, bei 
welchem cp — xp den gröfseren Wert hat; weil bei kleinem Unterschiede 
das Zahlenergebnis weniger genau wird. (Siehe die Aufgabe 6, 5, 8.) 

Anmerkung 2. Die Rechnung nach obiger Entwicklung ist kürzer als 
die, bei welcher man erst AM und y, sowie BP und z berechnet, und dann 
aus beiden Dreiecken AMP und BMP x findet als x^ und oi^. Auch darum 
ist obige Auflösung besser, weil sie sofort den Mittelwert von xx und x% liefert. 

Beispiele. 
1) Nordöstlich von Berlin wurde eine Grundlinie AB = § = 1 209,943 m 
sorgfältig gemessen.*) In der Figur 51 bezeichnet M den Fufspunkt der von 



*) Die Grundlinie lief von der Prenzlauer Allee vor der Gasanstalt vorbei bis nahe 
an den Friedrichshain. Sie wurde in 6 Teile zerlegt und jeder derselben dreimal gemessen 
mittelst einer 20 Meter langen Mefskette mit Hilfe von fünf Primanern. Mit Theodolit 
und Nivellierlatte wurde der Neigungswinkel jedes Abschnitts gegen eine wagerechte Ebene 
bestimmt. Der grofste derselben war nur 1** 24'. Durch Multiplizieren mit dem Kosinus 
des Neigungswinkels wurden die Ablotungen der Strecken auf die wagerechte Grundebene 
erhalten. Die Summe gab die Länge der Grundlinie 1 209,943 m. Das Messen dieser 
über ein Kilometer langen Linie (am 24. Sept. 1867) dauerte 4 Stunden. — Zur Beurteilung 
der Genauigkeit einer Messung fügt man der Angabe die Gröfse des mittleren Fehlers 
bei. Die Abweichungen der einzelnen 3 Messungen einer Strecke von ihrem Mittelwerte 
betrachtet man als ihre Fehler. Da sie positiv und negativ sind und deshalb in der 
Summe aller sich zum Teil aufheben würden, nimmt man ihre Quadratzahlen, die alle 
positiv sind. Das Quadrat des wahrscheinlichen Fehlers w ist der Mittelwert aller 
Fehlerquadrate. Es ergab sich w* = 0,001444, also w = + 0,038 m. Demnach lautet 
die vollständige Angabe der Länge der Grundlinie AB = 1209,943 m :+^ 0^038 m. Die 
Unsicherheit ist also nur V32000 der Länge. 

Die Winkel wurden auf folgende Weise bestimmt. Nachdem senkrecht über dem 
Anfangspunkte A der Grundlinie AB, die in Figur 51 in V*oooo ihrer Gröfse dargestellt 
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der Spitze des Turmes der 
gefällten Senkrechten und P 
Messung ergab für den 
Winkel MAP den Mittel- 
wert «= 5« 32' 12 V2", für 
Z.PÄB ß^lQ'^W 10", 
für ÄJBM y = 67« 8' 45" 
und für Z.MBPö= 11<^ 
35' 10". Wie grofs i§t der 
Fufspunktsabstand JfPund 
der Winkel BPM? 

Ergebnis. Aus (p 
xi = 833,56 m und aus ^ 
X2 = 833,57 m. MP = x 
= 833,565 m. ^BPM= 
xp = 370 58' 32". Sieben- 
stellige Logarithmen Uefern 
MP = 833,5817 m und 
z:J5PJf=37«58'30,32". 

2) An den Endpunkten 
der Grundlinie AB = s = 
1209,943 m wurde das 
Fernrohr auch auf die 
Spitze der Parochialkirche 
gerichtet. Der Fufspunkt 
der von ihrer Spitze auf 
die wagerechte Grundebene 
gefällten Senkrechten ist in 
Figur 52 mit bezeichnet. 
Man erhielt für den Winkel 
MAO den Mittelwert a = 
120 42'22V2", für ^OAB 
/? = 72^0' 0", für Z^-ßifef 



Marienkirche auf die wagerechte Grundebene 
den Fufspunkt der Höhe der Petrikirche. Die 



31 



Z 



O- 




Figur 52 in V40000 der wirklichen Gröfse. 



ist, der Theodolit aufgestellt und sein Grundkreis nach Angabe der Libelle mittels der 
3 Stellschrauben wagerecht gemacht war, wurde das Fernrohr auf die Spitze des Turmes 
d«r Marienkirche gerichtet und die Lage der Linie AM an der Grundkreisteilung, die durch 
zwei gegenüberstehende Vernier halbe Minuten angiebt, abgelesen; beide Angaben wurden 
aufgeschrieben. Hierauf wurde das Fernrohr auf die Spitze der Petrikirche eingestellt. 
Die wagerechte Drehung, welche der Fernrohrträger beim Übergehen aus der ersten in 
die zweite Stellung auf dem festen Grundkreise machte, also der Grundwinkel MAP^ ist 
der Unterschied der ersten und zweiten Richtungsablesung am Grundkreise. Dann wurde 
das Fernrohr nach der im Endpunkte B der Grundlinie senkrecht in den Erdboden einge- 
steckten weifsen Fahnenstange herumgewandt und der Winkel PAB bestimmt. Hierauf 
wurde der Theodolit auf dem Dreifufse um etwa 120^ herumgedreht und noch einmal 
ebenso beobachtet; dann wurde er abermals in demselben Sinne weiter herumgedreht und 
die dritte Beobachtung gemacht. Bei den Wiederholungen liefen also die Richtungen über 
andere der 360 Grade der Grundkreisteilung, und es konnte der Mittelwert der dreimal 
zwei Gröfsenangaben für denselben Winkel etwaige kleine Fehler der Grundkreisteilung 
unschädlich machen und den Minutenbruch genauer bestimmen. Am Endpunkte B der 
Grundlinie wurden die Winkelmessungen ebenso ausgeführt. 
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y = 67« 8' 46'' und für Z ^BO 8 = 12« 43' 5". Man berechne den Fufs- 
punktsabstand MO und gebe, da in der vorhergehenden Aufgabe der Winkel 
AMl^ = 158« 35' 10" (12,18") gefunden wurde, auch die Gröfse des Winkels 
FMO an. 

Ergebnis. Man erhält MO = 564,56 m und Z JPM:0 = 58« 20' 25" 
und beim Rechnen mit siebenstelligen Logarithmen MO = 564,5493 m und 
ZPiJfO = 58«20'20,91". 

3) Endlich ist noch die dritte Seite OP des Grunddreiecks MOP mit 
den beiden anliegenden Winkeln zu bestimmen aus der Grundlinie AB = s 
= 1 209,943 m. Es war für den Winkel PÄO der Mittelwert a = 7« 10' 10", 
für Z OAB ß = 72« 0' 0", für Z ABP y = 78« 43' 55" und für Z PBO d = 
1« 7' 55". Man berechne den Fufspunktsabstand OP und gebe, da in der 
ersten Aufgabe Z BPM = 37« 58' 32" (30,318") und in der zweiten Z BOM 
= 95« 11' 3" (bei 7stell. Log. 95« 10' 56,23") gefutiden wurde, auch die 
Gröfse der Winkel MPO und MOP an. 

Ergebnis, w, _ 45« = — 33« 48' 8,5" giebt für Z ÄPO = g) und 
BOP =ip 1/2 (9) — V^) = — 74« 33' 0". xi = 720,83 m und X2 = 720,81 m; 
also OP =^ X = 720,82 m. Mit siebenstelligen Logarithmen erhält man den 
Mittelwert OP ^ 720,7982 m. 5 ^^^u Logar. 7 stell. Logar. 

^MPO= 41« 48' 37" (35,33") 

Z,MOP= 79« 50' 57" (51' 3,75") 

dazu nach 2) Z,PMO= 58« 20' 25" (20,91") 

giebt zur Probe für die Rechnung 179« 59' 59" (59,99") 

und nicht voll 180«, weil beim Fortlassen des Sekundenbruchteils die letzte 

Ziffer bei keinem dieser Winkel zu erhöhen war. 

Anmerkung. Die Strecke PM bildet mit der Nordrichtung PN der 
durch P gehenden Mittagslinie NS auf deren Ostseite einen Winkel NPM 
von 12^/8 Grad.*) Daher kann man an eine auf dem Zeichenblatte von 
oben nach unten gezogene Gerade NS im gewählten Punkte P mit dem Winkel- 
messer den Winkel NPM wenig über I2V2«, mit der Öffnung nach rechts 
oben, antragen und ebenso den Winkel NPÖ wenig unter 54V2«, und auf deren 
Schenkeln für die Strecken PM und PO z. B. den 20000sten Teil der^ 
berechneten wirklichen Gröfse (also für PM 41,7 mm und für PO 36,0 mm)" 
abtragen. Dann hat man das Dreieck MOP auch in richtiger Kartenlage 
als Ausga^^g für eine ^Planzeichnung in V20000 der w^irklichen Gröfse.^ 

3. Die Snellinssche Aufgabe.**) Die Schenkel des gegebenen Winkels y 
sind a und h Meter lang. Von einem in derselben Ebene liegenden Punkte 
aus erscheint die Strecke a unter dem Winkel a, h unter dem Winkel ß. 
Man soll den Abstand des Punktes vom Scheitel des Winkels berechnen. 

Ausführung. Der Punkt kann innerhalb oder aufserhalb des Winkels y 
liegen. 



*) Nach einer Mitteilung des städtischen Amtes zur Herstellung der Karte von Berlin 
ist Winkel NPM = 12« 37' 28". 

**) Die Aufgabe ist zuerst von Snellius behandelt im Jahre 1614 (1. T., 12, 15, 33 
unten). Deshalb ist sie nach ihm zu benennen, nicht nach Pothenot, der sie 1692 löste. 
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Erster Fall. Der Punkt L befindet sich innerhalb des Winkels OMF, 
Es sei der mit « in einem Dreiecke vorkommende Winkel LFM = q) und. 
der zu ß gehörige ^ LOM = i//. Der Sinussatz giebt 



1) 



d 



sin g) sm a 

wo d den Durchmesser des um das Dreieck MPL beschriebenen Kreises 
bedeutet und durch a : sin a bestimmt wird. Ebenso mit dem Durchmesser di 
des um das Dreieck MOL beschriebenen Kreises 

2) -^ = ^ = dl 
^ smxp smß 

und zur Bestimmung der 3 Unbekannten noch 

3) g) + V^ = 260» _ (a -1- /? 4- y). 




Figur 68 in Vmooo der wirklichen OrOfse 
(zum 1. Fall.) 



G 




21m 



Figur 54 in V40000 der wirklichen OrOfse 
(Eum 2. FaU. S. 62.) 



Um X ZU beseitigen, wird die Gleichung 2) durch 1) dividiert 

sin q) dl 

sint/; d' 

Der genaueren Rechnung wegen führt man den Hilfswinkel o) ein durch 

4) ctg w = ^ 
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und erhält wie in Nr. 2 aus 

sin q) cos w 

sin xp sin w 

tg V« (9> + V^) 
Aus 3) ist 5) V2 {cp-{-xp) = 1800 _ 1/2 (« 4. ^ 4. y) 

also 6) tg V2 {(f --xp)^ tg (w — 45«) tg V2 (« + /? + /) 

wodurch die Winkel 9? und 1// gefunden werden. Dann hat man aus 1) und 2) 

7) o; = e? sin y = d^i sin \p. 

Zweiter Fall. Der Punkt 8 steht aufserhalb des Winkels MOP. 
Hier ist der Winkel 08F a und OSM ß. Zu a gehört Z! ÖPS = g? und 
zu ß ^ OMS = xp. Zu den Gleichungen 1) und 2) kommt in diesem Falle 
eine andere dritte. Denkt man PM verlängert, so geben die Teile des 
Winkels xp durch den Satz vom Dreiecksaufsenwinkel xp = {a — /^) -f- 9P + y, 
also hier 3) xp — q) = a — /? + y. 

Da nun xp der gröfsere Winkel ist, w^erde Gleichung 1) durch 2) divi- 
diert und mit umgekehrter Ordnung der Durchmesser 

4) ctg w = — 
ai 

eingeführt. Zum bekannten Unterschiede xp — cp ist in diesem Falle die 

Summe xp -{- (p zu suchen und deshalb aus 

sin xp cos CO 

sin (p sin w 
abzuleiten gj^ ^^ 4 sin g? cos w -f" sin co 

sin xp — sin y) cos o) — sin w 
woraus hervorgeht tg 1/ (^ \ ^\ 

tg 2 y -h y j = tg (w + 450). 
tg V2 {ip — (p) ^^ ^ ^ 
Nach 3) ist 5) V2 {xp — ff) = V2 (« — /? + y) 
also 6) tg V2 (V/ + g)) = tg (w + 45«) tg 1/2 (a — /J + y). 

Die hierdurch gefundenen Winkel y und xp liefern aus 1) und 2) 
7) X =^ d ^in (f =z dl sin xp, 

Anmerkung. Um den Punkt, den gegebenen Winkeln a und j^ entsprechend, 
in die Figur zu bringen, könnte man nach Herstellung des Dreiecks MOP im ersten 
Falle (Figur 53) über PM als Sehne den Kreisbogen PLG beschreiben, welcher den 
Winkel « fafst, und über MO den Bogen OLB mit den Winkel ß, Ihr Schnittpunkt L 
ist der gesuchte Punkt. Der über OP als Sehne beschriebene Kreisbogen PEO^ 
welcher den Winkel (« -f- ß) fafst, mufs durch denselben Punkt L gehen, weil er der 
Ort aller Punkte ist, deren nach P und gehende Verbindungslinien den Winkel 
(a -j- ß) einschliefsen, und zu ihnen gehört i, da ^ PLO = a -|- /? ist. 

Bei Messungen, welche die Sekunden der Winkel a und ß nicht genau angeben 
können, ist es zur Erlangung eines möglichst zuverlässigen Ergebnisses nicht 
gleichgültig, welches Paar der drei Bogen man zur Bestimmung des Punktes L benutzt. 
Die für die Rechnung gegebenen Gröfsen der Winkel « und ß liefern Bogen, die nur 
in der Nähe der in Wirklichkeit vorhandenen- Bogen laufen. Diese können 
innerhalb oder aufserhalb der gezeichneten Bogen liegen. Nähme man zu PC den 
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Bogen FLE^ welcher bis L selber an ihm hin läuft, so würde, wenn im ungünstigsten 
Falle die wahren Bogen beide aufserhalb sind, der wirkliche Punkt L südöstlich 
(rechts unterhalb) von dem durch die Rechnung bestimmten Punkte L in nicht uner- 
heblichem Abstände sein, PL wäre also merklich zu kurz gefunden; dagegen zu grofs, 
wenn die wahren Bogen beide innerhalb liegen. Viel nachteiliger aber ist die seit- 
liche Verschiebung, da sie besonders den Winkel xp ändert. — Weit günstiger ist es 
mit dem Bogen OB, Mag der wahre Bogen OD ein wenig nach innen oder aufsen 
sich befinden, ihn schneidet der wahre Bogen PC immer in unmittelbarer Nähe von 
i, weil er fast rechtwinklig durch ihn hindurch geht; mit PE und OB ist dies 
weniger gut der Fall. Man wird also dasjenige Paar der Bogen wählen, 
welches sich nahezu rechtwinklig schneidet. 

In Figur 54 war zum Bogen OSP der flache Bogen MSF zu nehmen, weil er ihn 
unter gröfserem Winkel schneidet, als der Bogen MSG^ welcher über der Sehne MP 
den Winkel (a — ß) fafst. Die Figur 54 zeigt durch den spitzwinkligen Schnitt der 
Bogen MSG und MSF^ dafs zur genauen Bestimmung dieser Lage des Punktes 8 
nicht wieder der Winkel PMO des ersten Falles zu verwenden war. 

Beispiele. 

1) Standpunkt auf dem Turme der Luisenstädtischen Kirche zu Berlin. 

An der Westecke des Umganges oben auf dem Turme der Luisen- 
städtischen Kirche, welche südlich von der Marienkirche liegt, wurde das 
Fernrohr des Theodoliten auf die Spitzen der Petri-, Marien- und Parochial- 
kirche gerichtet. Es ergab sich aus drei Beobachtungen, wenn in der Figur 53 
der Punkt L den Fufspunkt der vom Mittelpunkte des Theodoliten auf die 
wagerechte Grundebene gefällten Senkrechten ist, der Winkel PLM a = 23® 
4' 12" und Z OLM ß = 23® 16'. Nach den Ergebnissen in 6, 2, 1) und 2) 
ist MP a = 833,565 m, MO b = 564,56 m und Z P^O y = 58® 20' 25''. 
(Bei der Rechnung mit siebenstelligen Logarithmen ist zu nehmen a = 
833,5817 m, 6 = 564,5493 m und y = 58» 20' 20,91".) Wie grofs sind 
LM, die Teile des Winkels y, LMP und LMO, die Seite LO und der Winkel 
LOM? 

Ergebnis. Es ergiebt sich für die Entfernung LM = 1311,76 m, 
Z LMP = 15® 0' 5,5" und Z LMO = 43® 20' 19,5", der Abstand LO = 
980,90 m und Z LOM= ^ = 113® 23' 40,5". (Siebenstellige Logarithmen 
liefern LM = 1311,7145 m, Z LMP = 14® 59' 58,78", Z LMO = 43® 20' 
22,13", LO = 980,8871 m und Z LOM = 113® 23' 37,87".) 

2) Standpunkt auf dem Turme der Sophienkirche in Berlin. 

An der Südwest -Ecke des unteren Umganges auf dem Turme der 
Sophienkirche, welche nordwestlich von der Marienkirche liegt, wurde ebenso, 
wie in der vorhergehenden Aufgabe angegeben ist, beobachtet. In der 
Figur 54 bezeichnet S den Fufspunkt der dort vom Mittelpunkte des Theodoliten 
auf die wagerechte Grundebene gefällten Senkrechten. Es war der Winkel 
OSP a = 30® 59' 24" und Z OSM ß = 2® l*}' 47". Nach den Ergebnissen 
in 6, 2, 2) und 3) ist OP a = 720,82 m, MO b = 564,56 m und Z MOP 
y = 79® 50' 57". (Beim Rechnen mit siebenstelligen Logarithmen ist zu 
nehmen a = 720,7982 m, & = 564,5493 m und y = 79® 51' 3,75".) Wie 
grofs ist die Entfernung OÄ, der Winkel MOS, der Abstand MS und der 
Winkel SMP, da in der Aufgabe 6, 2, 2) der Winkel PMO = 58® 20' 25" 
(20,91") gefunden wurde? 
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Ergebnis, x^ = 1281,265 m und X2 = 1281,353 m; Mittelwert 08 = 
X = 1281,31 m. Z MOS = 2^ 55' 17\ MS = 718,11 m und Z Si^fP = 
126« 52' 39\ (Siebenstellige Logarithmen liefern ÖS = 1281,2364 m, 
Z MOS = 2» 55' 15,76", MS = 717,9975 m und Z iSitfP= 126« 52' 41,85".) 

4. Anhang. 

1. Eine grofse Standlinie mitten in Berlin. 

Aus den Ergebnissen der beiden vorhergehenden Aufgaben kann nun, 

um eine für die folgenden Ortsbestimmungen günstig gelegene Standlinie 

zu -gewinnen (deren unmittelbare Messung unmög- 
A^ lieh ist), der gegenseitige Abstand der Fufspunkte 

i und S berechnet werden, und zwar aus zwei 
Dreiecken, aus LMS und LOS, (Das dritte Dreieck, 
iP/S, ist zu schmal, um einen genauen Wert zu 
liefern.) In diesen kennt man zwei Seiten und den 
Zwischenwinkel und wird zur Feststellung der Länge 
von LS die genauere Berechnungsweise, mittels des 
Tangenssatzes und der ersten Mollweideschen Formel, 
nehmen. 

Es ergab sich Z LMP = 15« 0' 5,5" und 
Z SMF = 1260 52' 39^ also ist Z LMS = 141« 
52' 44,5" ;dazuiJf= 1311,76m undikfS=718,llm. 
Ferner war Z LOM = 113« 23' 40,5 V und Z MOS 
= 2« 55' 17", also Z LOS = 116« 18' 57,5" mit 
0S= 1281,31 m^und LO = 980,90 m. (Beim Rech- 
nen mit siebenstelligen Logarithmen ist zu nehmen : 
Zi^fi^ = 141«52'40,63'S LM= 1311,7145 m und 
MS = 717,9975 m; dann Z LOS = 116« 18' 53,63", 
ÖS = 1281,2364 m, LO = 980,8871 m.) 

Ergebnis. Fünfstellige Logarithmen liefern aus 
dem Dreieck LMS LS = ci = 1928,34 m und aus 
L0SC2 = 1928,27 m, also LS = 1928,3 m. Sieben- 
stellige Logarithmen : ci = 1928,1991 m und C2 = 

1928,1984 m, also ist die Standlinie LS = 1928,199 m.*) 
Nach diesem genaueren Ergebnis 

. log iS = 3,285 1519 

werde für die folgenden Rechnungen bei fünfstelligen Logarithmen genommen 

log LS = 3,28 515. 

*) Das städtisclie Amt zur Herstellung einer grofsen Karte von Berlin ging in seinen 
Berechnungen von der Grundlinie aus, welche für die Erdmessung 1846 südlich bei Berlin 
gemessen war. Es bestimmt die Orte durch ihre Abstände von den beiden Geraden, welche 
in der wagerechten Grundebene durch den Fufspunkt der abwärts verlängerten Achse der 
eisernen Fahnenstange des Kathausturmes von Süd nach Nord und von West nach Ost 
gehen. Der Verfasser vorliegenden Buches erhielt 10 Jahre nach obiger Messung eine 
gute Bestätigung seines Ergebnisses durch die in diesem Amte soeben festgestellten Werte 
für die Standorte der Punkte M, und P. Er berechnete aus denselben die Länge seiner 
Standlinie LS aus beiden Dreiecken, LMS und LOS, mit siebenstelligen Logarithmen und 
erhielt LS = 1928,080 m 

während seine eigene Messung geliefert hatte LS = 1928,199 m 

also nur 11,9 cm mehr, 

das ist Visooo der Länge LS, Das Ergebnis ist also sehr zuverlässig. 




Figur 55 
in V40000 der wirkliohen Gröfse. 
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2. Zum Entwurf der ersten Grundlage für eine 

Karte von Berlin. 
Aus den Angaben folgender Tabelle kann man viele Aufgaben über 
Entfernungsbestimmungen bilden. Bei ihrer Berechnung ist zu nehmen 

log LS = 3,28 515. 



Nr. 


Beobachtete*) 
Richtung nach 


Von L 

nach 8 
gesehen, 


Winkel an der 
bei L 


Standlinie LS 
bei S 


1. 


Marienkirche 


rechts 


13« 17' 23" 


24« 49' 56" 


2. 


Petrikirche 


links 


9 46 49 


3 51 41 


3. 


Parochialkirche 


rechts 


36 33 23 


27 7 43 


4. 


Schlofskuppel 


links 


11H6'25" 


12« 14' 50" 


5. 


Rathauslurm 


rechts 


18 19 20 


20 41 34 


6. 


Nikolaikirche (Nordspitze) 


7j 


13 40 4 


11 9 30 


7. 


Jakobikirche 


Unks 


157 29 4 


4 31 371/2 


8. 


Hedwigskirche 


» 


32 11 2B 


33 8 22V2 


9. 


Türme auf dem | der nördUche 
Schillerplatze 1 „ südliche 


links 


43» 2' 40" 


38» 3' 7V2" 


10. 


?? 


50 42 10 


34 42 45 


11. 


Georgenkirche 


rechts 


35 26 4 


56 18 371/2 


12. 


Bartholomäuskirche 


» 


44 14 50 


82 1 52V2 


13. 


Dreifaltigkeitskirche 


links 


62 13 10 


46 4 20 


14. 


Dorotheenstädtische Kirche 


links 


40« 15' 4" 


67« 2' 10" 


15. 


Kreuzbergdenkmal 


yy 


127 20 37V2 


32 12 52V2 


16. 


Johanneskirche in Moabit 


n 


49 54 10 


104 35 34 


17. 


Borsigs Hauptschornstein 

zum Eisenhammer in Moabit 


r) 


55 27 26 


101 37 56 



Zum Plane in ^/2oooo der wirklichen Gröfse ist ein ganzer Bogen Papier erforder- 
lich. Auf seiner von links nach rechts gehenden Mittellinie ist der Punkt X 6 cm 
rechts von der Mitte anzunehmen und durch ihn die Mittagslinie nach Süd und Nord 
zu ziehen. Von ihrer Nordrichtung geht die Standlinie LS ah nach der Seite von 
Nord-Nordwest unter einem Winkel von lö^/s Grad.*) Auf ihr trägt man für iS, 

*) Die für die Winkel angegebenen Zahlen sind die Mittelwerte aus zwei Beobach- 
tungen, also aus 4 Ablesungen am Theodolitengrundkreise , der halbe Minuten angiebt 
durch zwei Vemier. Wenn bei einer Ablesung zwei Nachbar striche des Vernier gleich 
gut pafsten, also ^\k Minute zu nehmen war, so kamen im Mittelwerte der 4 Ablesungen 
Sechzehntel der Minute. Diese Sekundenzahlen wurden, um unbequemes Rechnen zu ver- 
meiden, um 1" abgerundet. Die Sekunden bei Nr. 1 — 3 sind nach der Rechnung mit 
siebenstelligen Logarithmen eingesetzt. 

**) Diesen Winkel findet man dadurch, dafs man den Winkel P3f Süd = 21 -MP Nord 
= 120 37' 28" (Anmerkung zu 6, 2, 3) vom Winkel LMP = 14« 59' 59" (Ergebnis sieben- 
stelliger Logarithmen bei der Aufgabe 6, 3, 1) abzieht, es bleibt Z LMSM = 2« 22' 31". 
Fügt man zu diesem nach dem Satze vom Dreiecksaufsenwinkel Z MLS = 13** 17' 23" 
(6, 4, 1), so hat man den gesuchten Winkel = 15® 39' 54". (Die mit fünfstelligen 
Logarithmen erhaltenen Werte geben 15^ 40' 4".) 

Marias, Baumlehre. 2. 5 
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wenn der Mafsstab ^/2oooo genommen wird, 96,4 mm ab. Diese Standlinie LS ist 
nach beiden Seiten zu verlängern, um die in der Tabelle stehenden Winkel »auf der 
angegebenen Seite der Linie in L und in S mittels des Winkelmessers mit möglichster 
Genauigkeit antragen zu können. Durch den gefundenen Schnittpunkt der Schenkel 
ist sogleich ein Kreuz, wie -{-, zu legen und der Name des Turmes in kleiner Schrift 
beizuschreiben. Zum richtigen Eintragen der Standorte für die Punkte Nr. 15—17, 
die sehr fern liegen, ist es gut, die Länge der Nebenseiten des Dreiecks in Metern 
und in Plangröfse zu berechnen und diese auf dem angelegten Schenkel mit dem 
Millimetermafse abzutragen. Der durch die ungenau gezogenen Schenkel entstandene 
Fehler ist leicht auszugleichen. Auch bei kurzen Entfernungen sind die Winkel anzu- 
tragen; man mufs nicht mit den berechneten Abständen um L und 8 Kreuzbogen 
beschreiben, weil der geringste Fehler in der Zirkelspannung den Schnittpunkt seit- 
wärts verlegt. — Man vergesse nicht, die Gröfse des Mafsstabes (1 : 20 000) auf dem 

Plane anzugeben und seine Länge, „1 Kilo- 
meter," mit Unterabteilungen zu 100 Metern, 
*^T hinzuzeichnen. 

Beispiele zum Gebrauche der 
Tabelle. 

1) Entfernung von der Dorotheen- 
slädtischen Kirche bis zur Bartholo- 
mäuskirche in Berlin. (Nr. 14 und 12.) 
H Es sei in der wagerechten Grundebene,^ 

in welcher die Standlinie LS liegt, I) der 
Fufspunkt der Höhe der Dorotheenstädtiachen 
Kirche und B der der Bartholomäuskirche. 
Die nach diesen Punkten von den End- 
punkten L und S gehenden Geraden bilden 
mit ihr die Winkel DSL a = 67^ 2' 10", 
BSL ß = 82« V 52V2". BLS y = 44« 14' 50" 
und DLS d 40« 15' 4". Wie grofs ist dem- 
nach, mit log LS = 3,28 515, der Abstand 
der Punkte J) und B^ 

Ergebnis. Aus ip ooi = 
2867,7 m, aus tp X2 2867,8 m. 
Der Abstand derHöhenfufspunkte 
beträgt 28678/4 m. Der Weg von 
der einen Kirche zur andern ist 
also 3 km. 

^2) Entfernung von der Hed- 
wigskirche bis zur Johannes- 
kirche im Berliner Stadtteile 
Moabit. (Nr. 8 und 16.) 

Es bezeichnen J und H in 

der wagerechten Grundebene die 

Fufspunkte der Höhen der Johan- 

lijtm nes- und der Hedwigskirche. Die 

Beobachtungen an den Endpunk- 

in vsoooo der wiikiichen Gröfse. tcu dcF Standlinie LS ergaben 




Figur 56 
in 1/80000 der wirklichen Gröfse. 
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^JSLa= 104« 36' 34", Z SSL ß = 33« 8' 22V2'', Z HL8 y = 32« 11' 25" 
und Z ^-Z^iS d = 49« 54' 10". Man berechne mit log LS = 3,28 515 die. 
Entfernung AT". ^ 

Ergebnis. HJ=x=^3 247,9 m. Die Entfernung beträgt schon. 3V4 km. 

5. Übungen. 

1) Ein Viereck aus den Seiten a, &, c, d so herzustellen, dafs ^ ab =^\/icd, 
wird. Man bestimme diese Winkel durch ctg^käb^ um auch die beiden andern Wink<^l 
aus ihren durch die Eckenlinie entstehenden Teilen leicht berechnen zu kOnnen. 
Beispiele: 

l)a=18, 6=12, c=17, d=l; 
2) a= 18, & = 17, c — 12, d = 7. 
Ergebnis. Mit dem Umfange 2 s wird 

ctgV.aö = ]/ s.ls-(c + d)] 

^ V [s-{b + d)][s-(a + d)] ~ r 

Im 1. Beispiele ^ad= 150« 59' 58" • 

im 2. „ Zla^=209« 0' 2,8". (Ein Zusammenhang?) 

Abschlufs. Die Seiten dürfen nicht paarweise gleich sein. (Drei Fälle. Die 
Werte cos^/saft und sin^/ea^ werdeja unbrauchbar; was für solchen Fall sehr leicht 
erklärlich ist.) 

2) Zu einem Vierecke sind eine Seite a und die beiden anliegenden Winkel 
a und /? gegeben; die drei andefn Seiten sollen gleich grofs werden. Man berechne 
diese Seiten, a =100 cm, « = 112« 26', /? = 48« 34'. Man drücke die durch « 
gehende Eckenlinie auf ^wei Weisen aus; die diircH Gleichsetzen entstehende Gleichung 
liefert den Winkel 9E) zwischen a und der Eökenlinie aus 

sin (« — 2^)) = 2 cos V2 (« + /3) sin V2 (« — /5). 
■' • ' x=. 79,066 cm. 

3) Es ist um den Kreis vom Halbmesser ^ das Viereck ABCD beschrieben. Es 

sei AB = a,BC=h,CB — c,BA = d\j^A==(i^Z,B = ß,.. . . Man soll 

die Summe zweier Gegenseiten a -\- c = s durch q und die Winkel bestimmen. 

Damit ist dann der Umfang 2 s und der Inhalt J = qs gefunden. (1. Teil, 12, 8 

und'21,-8.) ••* 

■ •' ^ . sin V2 (« + /^) sin V2 (a + y) sin V2 (a + <^ ■ 

Ergebnis. s = . ' . ., ' . ' / — . \,\ ' — - • q. 

sm V2 a sm 72 ß sm ^12 y sm ^12 o 

4) Man bestimme durch die Winkel und den Inhalt V eines umbeschriebenen 
Vierecks den Inhalt Vi des einbeschriebenen, dessen Ecken die Berührungspunkte sind. 

Fl = 2 sin ^/2 a sin V2 i^ sin V2 y sin ^/2 (^ • F. 

5) Martus, Aufgabe 371. 



Beispiele zu obiger Aufgabe 2. 

6) Abstand der Höhenfufspnnkte der Marienkirche und des Rathaus- 
turmes in Berlin. (Nr. 1 und 5 der Tabelle.). Die Fufspunkte M und B dieser 
Höhen liegen in der Grandebene beide auf dör rechten Seite der Standlinie LS. 
(Figur 55.) Es ist 2L ^SL « + /? = 24« 40' 56", Z. BSL ß = 20« 41' 34'', 
Z,^LSy-^^= 18« 19' 20" ^nd 21 MLS y = 13« 17' 23". Man berechne die 
Gröfse der Strecke MB mit log LS = 3,28 515. 

5* 
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Ergebnis. Der Abstand der Höhenfafspunkte ist 252,133 m. (Siebenstellige 
Logarithmen liefern 252,1328 m.) 

7) Entfernung vom Rathaastarme bis zam Turme der Petrikirche in 
Berlin. (Nr. 5 und 2 der Tabelle.) In der wagerechten Grandebene, in welcher die 
Standlinie LS sich befindet, sei P der Fnfspankt der Höhe der Petrikirche und E der 
der Höhe des Rathaastarmes. Die Figor entspricht der Fignr 56; es tritt P f ür 2> 
und B ftüc B nahe bei LS ein. (Vergl. Figur 56 und 59.) Die Messung ergab 
Z.LSP a = 30 61' 41", Z LSB ß = 200 41' 34", ^i?iS y = 18o 19' 20*^ und 
^ PLS (f = 90 46' 49''. Wieviel Meter erhält man demnach durch log LS = 
3,28 515 fttr die kurze Strecke PB? 

Ergebnis. Für den Fufspunktsabstand PB 
der von den Turmspitzen auf die Grundebene ge- 
fällten Senkrechten liefern fünfstellige Logarithmen 
650,61 und 650,60 m, siebenstellige 650,582 m. 
[Aufgabe 5, 5, 29.] 

8) Entfernung des Ereuzbergdenkmals 
von der Johanneskirche im Berliner Stadt- 
teile Moabit. (Nr. 15 und 16 der Tabelle.) An 
den Endpunkten der Standlinie LS wurde, wenn 
in Figur 58 J und K die in der wagerechten 
Grundebene senkrecht unter den Spitzen der 
Johanneskirche und des Ereuzbergdenkmals stehen- 
den Punkte bedeuten, gemessen ^ JSL « = 
1040 35' 34", Z ^SL ß = 320 12' 52V2", 
Z. KLS r = 1270 20' 37V2" und Z JLS S = 
490 54' 10". Man berechne mit log LS = 
3,28 515 die Entfernung JK^ indem man die an 
«/^liegenden Teile der Viereckswinkel als Unbe- 
kannte nimmt, nicht die Viereckswinkel selbst, weil 
diese zu nahe einander gleich sind. (Vgl. Anmerk. 
1 zu 6, 2.) 

Ergebnis. Aus q) xi=: 4 679,30 m und aus 
rp X2 = 4679,35 m; Mittelwert x = 4 679,32 m. 
(Siebenstellige Logar. liefern 4 679,314 m.) Die 
Entfernung ist schon über 4^/3 km. 

9) Entfernung des Ereuzbergdenkmals 
vom Bathausturme in Berlin. (Nr. 15 und 5 
der Tabelle.) In der Figur 59 bezeichnet K den 
Fufspunkt der bis zur wagerechten Grundebene 
verlängerten Höhe des Ereuzbergdenkmals und B 
den der ebenso herabgeführten Achse der Fahnen- 
stange auf dem Rathausturme. Die Beobachtungen 
an den Endpunkten der Standlinie LS ergaben 
Z S:SL a = 320 12' 52V2", Z BSL ß = 
200 41' 35", Z BLS y = 18^ 19' 20" und 
Z £^S S = 127^ 20' 37V2". Wie grofs ist 
demnach, mit log LS = 3,28 515, der Ab- 

in Vwooo der wirklichen Gröfse. Stand Ä!R? 
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Figur 60 
in Vttooo der wirklichen Gröfse. 



Ergebnis. Aus (p xi = 3 885,2 m und aus t// a?2 = 3 885,1 m; Mittelwert 
KR = 3 885,15 m. [Wer beim fünfstelligen log LS in der letzten Bruchstelle (nach 
dem Ergebnis 6, 4, 1) eine 7 nimmt, erhält 17 cm mehr.] (Siebenstellige Logar. 
liefern KB = 3885,1535 m.) Der Abstand der Punkte Kxmd B beträgt 3 885 m. 
(Vergl. 1, 9, 9 am Ende.) 

Beispiele zur Snelliusschen Aufgabe. 

10) Abstand des Turmes der Eönigstädtischen höheren Lehranstalten 
7on der Marienkirche in Berlin. Mit einem Sextanten, dessen Yemier die Gröfse 
der Winkel bis auf 10 Sekunden angiebt, 
wurde für den Endpunkt K der Achse des 
Turmes gefunden Z. MKP a = 30^ 27' 0" 
und Z; ^^0/3= 27^ 89' 50". Nach den 
Ergebnissen (siebenstelliger Logarithmen) 
in 6, 2, 1) und 2) ist MP = a = 833,58 m, 
MO=h = 564,55 m und Z OMP = 
y 58^ 20' 21". Man berechne den Abstand 
KM, — Zur Probe wurde noch von einem 
Standpunkte Ki aus beobachtet, welcher 
98 cm weiter von der Marienkirche entfernt 
ist. Dort war Z MK^P nur a^ = 30^ 25' 
50" und Z MKiO hatte sich vermindert auf 
ßi = 27« 38' 10". Man führe diese Rech- 
nung neben der ersten zugleich mit ihr aus. 

Ergebnis. KM=zx= 1167,0m und für den 98 cm weiter entfernten Standpunkt 
1167,95 m. Man sieht, wie genau das Snelliussche Verfahren durch Messen 
der Winkel a und ß den Standort bestimmt, vorausgesetzt, dafs die drei Gröfsen 
des Grunddreiecks MOP ganz richtig sind. Die Achse des Turmes der Eönigstädtischen 
höheren Lehranstalten hat von der Höhe der Marienkirche einen Abstand von 1167 m. 

11) Entfernung des Turmes der Markuskirche von der Marienkirche in 
Berlin. Auf dem Turme der Markuskirche befand sich der Theodolit an der Ost-Ecke 
um ci = 3,19 m hinter dem Mittelpunkte, so dalJs man über die Mitte der Deckfläche 
hin zur Marienkirche sah. In Figur 60 bezeichnet in der Grundebene den Lotfufs- 
punkt des Standortes. Dreimaliges Mes- 
sen lieferte Z. MCP « = 28« 13' 30" 
und Z, MCO ß = 20« 36' 0". Man be- 
rechne hieraus mittels MP = a = 
833,58 m, MO = b= 564,55 m und 
Z PMO = y = 58« 20' 2 1 " den Abstand 
der Achse des Turmes von der Höhe der 
Marienkirche. 

Ergebnis, x — d = 1405,45 m 
— 3,19 m = 1402,26 m. Der Fufspunkt 
der Höhe der Marienkirche hat von dem 
der Achse des Turmes der Markuskirche 
1402 m Abstand. 

12) Entfernung von der Marien- , . . ■■ , ., , . . ■ , 

kirche bis zur Andreaskirche in '^"* ^ o 

Berlin. Im Turme der Andreaskirche stand 
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der . Tbeödplit d == 1,4:1 m vor der Höhe des Turmes am geöffneten Fenster und 
iliefei*te, wenn der senkrecht unter seinem Mittelpunkte in der wagerechtea Grnmd- 
.el>aie Hegende Punkt in Figur 61 mit Ä bezeichnet wird, für die geradeaus erMickte 
'.Mm^ükiirche ^ MAP a = 24« 27' 30'' und Z MAO ß = 3^ 23' 15". Man 
berechne hieraus mittels MP = a = 833,58 m, MO = & = 564,55 m und 
Z OMP = y = 58« 20' 21" den Fufspunktsabstand der Höhen der Andreas- und 
Marienkirche. 

Ergebnis, ij = x -{- d = 2 012,59 m + 1,47 m = 2 014,06 m. Der Fufs- 
pui&tsabstand der Höhen beider Kirchen beträgt 2 014 m. Die Luftlinie von der 
Marien- zur Andreaskirche ist also gerade 2 km. 

13) Höhe des Museums am Lustgarten in Berlin. In der Vorhalle des 
Museums beträgt die Entfernung von der westlichen Seitenwand ^ bis zur Grund- 
fläche der letzten Säule C (einschliefslich) BC = 
a = 79,280 m und von dieser bis zur östlichen 
Seitenwand A AG = 6 = 2,707 m. In einem 
im Lustgarten mehr nach der Ostseite gewählten 
Standpunkte S wurden die Grundwinkel BSC 
a = 55« 22V4' und A80 /? = 2« 39V«' gemes- 
sen, und die Richtung zu dem gerade vor dem 
Beobachter befindlichen Punkte der obersten 
Kante des Gebäudes, auf welcher die Adler sitzen, 
hatte den Steigungswinkel y = 17« 38', dessen 
Scheitel S in einer Höhe von h = 1,010 m über 
der Erweiterung der Ebene der Granitplatten vor der Freitreppe des Museums sich 
befand. — Für eine zweite Berechnung des Abstahdes SD ist statt der ersten Strecke 
die Entfernung :^i (7 von der ersten bis zur letzten Säule (beide einschliefslich)*) 
ai = 76,554 in mit dem Grundwinkel BiSC fti = 54« 24^/4' zu nehmen. — Wie 
hoch über der Grutidebene ist die oberste Kante der Vorderseite des Museums und 
wie grofs sind die Säulen, da für die gerade vor dem Beobachter stehende die Richtung 
zur obersten Kante dto' Steigungswinkel d = 14^ 18' und di« zur unterste^ Kante 
€= 2^28' hatte? - 

Ergebnis. Für die Höhe des Museums ergiebt sich ^1 = 19,470 m und 
>2 = 19,467 m, und für die Gröfse der Säulen zt = 12,301 m und 2^3 = 12,300 m. 

Das Museum ist 19,47 m und die Raulen 
sind 12,30 m hoch. 'Nebenbei findet man, 
dafs der Fufsböden der Säulenhalle 3,512 m 
über dem Bürgersteige vor der Freitreppe 
ist. (Das iöt etwas mehr, als die Höhe eines 
Wohnzimmers.) 

14) Höhe der Werderschen Kirche 
in Berlin. Die Vorderseite der Werderschen 
Kirche hat eine Grundlinie AD von a = 
20,350 m Länge ; davon kommt auf die Breite 
AB und CD jedes der beiden Türme die 
Strecke b = 6,185 m. Die Türme haben 
keine Spitzen, sie sind oben flach. Die Lot- 
Figur 63. fufspunkte E und F der äufseren Ecken der 

*) Dreimaliges Messen der Strecke BiC ergab 76,541 m, 76,567 m und 76,555 m. 
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Deckflächen liegen im Gmndrifs hinter AB und OD, so dafs ^ EÄB und FDC 45^ 
betragen. Im Standpunkte vor der Kirche war Z. AOB « = 33® 0V2', ^ ÄOB 
ßz=z9^ 56 Va', Z -^0J5; = 0® 56', Z 1>0J^ = 0« 46' und der Steigungswinkel der 
Richtung zur westlichen Ecke (über E) 6 z=: 46® 25V2' und der zur östlichen (über 
F) € = 46® 16', deren Scheitelpunkt h = 1,300 m hoch über der Ebene vor dem 
Eircheingange sich befand. Man berechne hieraus die beiden in E und F stehenden 
Höhen der Türme. 

Ergebnis. Für E t/i = 39,089 m und für Fya = 39,020 m. (Siebenstellige 
Logarithmen liefern ganz dasselbe.) Die Höhe der Werderschen Kirche ist wenig 
über 39 m. 

Anmerk. Die Verschiedenheit der Ergebnisse kann hauptsächlich herrühren 
von geringer Unsicherheit in der Richtung OB, die nicht so scharf zu beobachten war, 
wie die nach den sich deutlich vom Hintergrunde abhebenden äufseren Rändern bei 
A und D. In dem hier vorliegenden Falle (wo der Winkel zwischen den Strecken 
a und h null ist) schneiden sich die über ihnen als Sehnen zu beschreibenden Kreis- 
bogen, welche « und ß fassen, (Figur 53 und 54 in 6, 3.) unter sehr spitzem 
Winkel. (Anmerk. zu 6, 3.) Bei zu kleinem Werte von ß verlegt der Bogen des zu 
kleinen Winkels den Schnitt auf dem zu a gehörigen Bogen rechts neben den 
wahren Standort und darum mufs der beobachtete Steigungswinkel den rechts stehen- 
den Turm durch die Annäherung zu klein und den linken durch den vergröfserten 
Abstand zu grofs ergeben, 

15) Höhe des Rathaustnrmes in Berlin. Weil das Messen einer ausreichend 
langen Standlinie in der Nähe des Rathauses unausführbar ist, wurde zur Bestimmung 
der grofsen Höhe eine nahe davor stehende andere Höhe benutzt. Es wurde auf dem 
Rathausturme von dem mit 
dem vergoldeten Geländer 
umgebenen Standorte aus 
das Fernrohr des Theodo- 
liten auf die Fufspunkte 
A, B, von drei Laternen 
auf dem Neuen Markte ge- 
richtet. Es ergab sich, 
wenn F den Fufspunkt der 
vom Standorte auf die wage- 
rechte Grundebene gefäll- 
ten Senkrechten bezeichnet, 
Z ^FO a = 1® 2' und 
Z-^-FC/S=ll®Ö0'30". 
Das dreimalige Messen der 
Seiten des Dreiecks ABO 
lieferte für BO a = 
35,076 m, für AO h = 
58,1 72 m und der Zwischen- 
winkel AOB, y = 80® 12' 32", wurde in der Aufgabe 5, 6, 13) berechnet. Hieraus 
findet man für den Punkt F, welcher innerhalb des Winkels AOB sich befindet, die 
Abstände FO und FA. Doch werde FO nur aus dem Winkel FAO = ip bestimmt, 
nicht auch aus FBO, weil dieser Winkel (p bei fünfstelligen Logarithmen ungenaue 




Figur 64. 
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Werte giebt.*) Aus den Abständen FC und FÄ geht dann die Hilfshohe ^ des oberen 
Randes vom vergoldeten Geländer über der Grundebene durch den Senkangswinkel 
der Richtung nach Cyi = 15^ 41'/«' und nach A a^ =z 16^21^2', deren Scheitel- 
punkt sich um ^ = 0,150 m über dem Geländerrande befand, leicht hervor, nachdem 
aufser t noch in Abzug gebracht ist ho = 0,102 m und Ha = 0,355 m; denn um so 
viel liegen die Punkte C und A unter der Grundebene. — Bei der andern Messung 
trat der Fufspunkt ^i einer andern Laterne statt Ä ein, so dafs nun zu rechnen ist 
mit a=1^2\ß=: 6« 22' 30^ a = 35,076 m, & = 31,395 m, y = 94« 11' 55"; 
yi = 15« 41 V2', «1 = 15« 42 V4', t = 0,150 m, ho= 0,102 m und Hm = 0,197 m. 
— Aus diesen beiden Messungen erhält man drei Werte für die Höhe ^. Um aus der 
Mittelgröfse derselben, y = 79,036 m, die gesuchte Höhe js der Spitze der eisernen 
Fahnenstange auf dem Rathausturme über der Grundebene zu bestimmen, wurde in 
einem auf dem Neuen Markte gerade vor dem Rathausturme gewählten Standorte 
der Steigungswinkel der Richtung zur Mitte des Geländerrandes G S = 22« 12' und 
der zur Spitze S der Fahnenstange b = 25« 28^/«' gemessen, wobei der Scheitelpunkt 
dieser Winkel ä = 1,023 m über derselben Grundebene H war. Der äuTsere Rand 
des vergoldeten Geländers ist ein regelmäfsiges Achteck von s = 2,177 ra Seite, 
durch dessen Mittelpunkt die abwärts verlängerte Achse der Fahnenstange geht. Die 
Ablotung des Achtecks auf die durch den Beobachtungspunkt gehende wagerechte 
Ebene ist in Figur 64 gezeichnet. — Die Gegenmessung hierzu wurde von einer Stelle 
P der Strafse „Hoher Stein weg" ausgeführt, die so gewählt war, dafs ein Eckpunkt 
des Geländerachtecks vor der Verlängerung der Fahnenstange gesehen wurde. Hier . 
war der Steigungswinkel der Richtung zum Eckpunkte G S = 33« 8' und der zur 
Stangenspitze S f = 37« 4', deren Scheitel h = 1,535 m hoch über der Grundebene 
war. Diese ist der Bürgersteig der Eönigstrafse vor dem Rathause an der Mündung der 
Jüdenstrafse. Wie hoch ist demnach der Rathausturm bis zur Spitze der Fahnenstange? 

Ergebnis. Man erhält aus der ersten Messung ^(7= 79,050 m und aus der 
zweiten ^c= 79,051 m; bei der ersten i/a = 79,022 m, bei der zweiten z^ai = 
79,034 m. Diese drei Werte geben die Mittelgröfse t/ = 79,036 m. Der obere 
Rand des vergoldeten Geländers an der Spitze des Rathausturmes ist 79,036 m über 
der Grundebene. Aus dieser Hilfshöhe (die deshalb nicht abgerundet angegeben wird) 
ergiebt sich die ganze Höhe des Rathausturmes aus der Beobachtung in ^0 = 
93,354 m und aus der in P ^p= 93,375 m. Demnach befindet sich die Spitze der 
Fahnenstange auf dem Berliner Rathausturme 93,36 m über dem Bürgersteige in der 
Eönigstrafse. 

Zugabe. Höhe der Marienkirche in Berlin. Aus der Höhe des Rathaus- 
turmes läfst sich schnell die der Marienkirche bestimmen durch eine auf dem Umgänge 
am Petriturme ausgeführte Winkelmessung. Dort hatte die Richtung zur Spitze der 
Fahnenstange des Rathausturmes den Steigungswinkel « = 3«37V4' und die zur 



*) Der Winkel FBC müfste aus dem Dreieck ABC und, bei der andern Messung, 
aus ^ AiBC gleich grofs gefunden werden. Siebenstellige Logarithmen liefern aus ABC 
,p = ITl^'SS' 17,75'' und aus AiBC IIV 39' 17,15", also nur um 0,6'' verschieden. Folg- 
lich ist die Messung gut. Fünfstellige Logarithmen aber geben y aus ^ ABC um 2" zu 
grofs und aus ^ AxBC um 2" zu klein. Diese geringe üngenauigkeit, welche gewöhnlich 
ganz unbeträchtlich ist, übt hier erheblichen Einfkifs, weil der kleine Sinus stark veränder- 
lich ist. Die durch deren Logarithmen in FC gebrachte Abweichung von 4,6 cm, welche 
bei siebenstelligen Logarithmen nur 5,6 mm beträgt, würde für die zu berechnende Höhe 
falsche Werte geben. 
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Spitze der Marienkirche ß = 2^ 31^/2'. Der Abstand des Petriturmes von der Höhe 
des Rathausturmes ist a = 650,58 m (6, 5, 7) und von der Marienkirche b = 
833,58 m (6, 2, 1). (Der Standpunkt zur Seite des Turmes lag so, dafs von diesen 
Entfernungen nichts abzuziehen ist.) Wie hoch ist demnach die Spitze der Marien- 
kirche über der erweiterten Ebene des Bürgersteiges in der Königstrafse? 
Ergebnis. Die Höhe der Marienkirche beträgt 88,95 m. 



7. Qlied. Anhänge. 

A. Newtons Beihen für Sinus und Kosinus. 

B. Der Moivresche Satz nebst Lösung der reinen Gleichung nten Grades. 

C. Auflösung der Gleichungen dritten Grades. 

A, Hilfssätze 1 bis 5. 

Eine aus positiven und negativen Gliedern zusammengesetzte Summe kann 
gleich Null werden entweder dadurch, dafs eine genau hinreichende Menge von 
Gliedern ne gativ ist, oder dadurch, dafs jedes Glied selbst null ist. Der folgende 
Satz sagt, dafs unter der festgesetzten Bedingung bei der für ihn aufgestellten Summe 
nur der letzte Fall möglich ist. 

1. Soll eine nach steigenden Potenzen der Zahl x fortschreitende Reihe 

a -f- 6a? -|- cic^ 4" ^^ -{- ex^ -\- 

für jeden Wert von x gleich Null sein, so mufs j|ede der Zahlen a, ft, c, e?, 

Null sein. 

Beweis. Zunächst möge die Beihe nur aus zwei Gliedern bestehen. Es soll 
für jeden Wert von x 

a -|- hx = sein, also für einen andern Wert ^ auch 

a -f- &^ = sein. Zieht man die zweite Gleichung von der ersten ab. 



so folgt h{x — y) = 0. Ein Produkt ist null, wenn wenigstens einer der Faktoren 
null ist. Da ^ eine andere Zahl als x sein sollte, so ist der zweite Faktor (x — t/) 
nicht null. Also mufs der erste Faktor 6 = sein. Und nun folgt aus a -|- • o; = 
auch a = 0. 

Jetzt bestehe die Reihe aus drei Gliedern. Es soll für jeden Wert von x 
hx -\- cx^ = sein; also für eine andere Zahl t/ 

a + 6y + c^^ = und für noch eine andere Zahl -e^ 

a "\- b£f -\- cjs^ = 0. Durch Abziehen der zweiten von der ersten Gleichung 



folgt b {x — 1/) + c (x^ — y^ = oder {x — y) [6 -[" ^ (^ + v)] = 0. Der erste Faktor 
ist nicht null; also mufs 

6 -f- c {x'^y) = sein. Ebenso kommt durch Abziehen der dritten von der 

ersten Gleichung 
6 -f- c (x -]- £i) = und wenn man wieder abzieht 

c (y — 0) =z 0. Da y und £^ verschiedene Zahlen sein sollten, ist 
(y — ^) i^cht null, und es mufs c = sein. Damit giebt 

b -\- * (x -\- y) = auch & = und die erste Gleichung 
a'\'0*x-^0'x^ = auch a = 0. 
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Hat die gegebene Reihe vier Glieder 

a -{- bx -{- cx^ -{- dx^ = 0, so ist sie mit vier verschiedeoen Zahlen anfzu' 
stellen. Das Abziehen giebt . 

b+ c{x + y) + d(x^-\-xy + t^') = 

b -\- c (x-^- js) -\- d {x^ -\- xz -[- z^) = 0, woraus 



c {y — z) + d [x(t, — z) + [2^^ — z^)-] = 
d[x -\- p -}- z] = und die 
d [x -]- y -\- u] =^ 0; daher 



c4- d[x -\- y -\- z] = und die vierte Gleichung mit der Zahl u statt z bringt 



d[z — w] = 0, mithin d = und, wenn man in den Gleichangen 
zurückgeht, c = 0, & = 0, a = 0. 

So kann man beliebig weit fortfahren. Stets läXst sich (x — y) als Faktor her- 
ausziehen aus dem Unterschiede gleich hoher Potenzen, (a;** — y^). Denn durch Aus- 
multiplizieren findet man 

Somit ist erwiesen, dafs eine Reihe, wenn sie für jeden Wert von x gleich 
Null sein soll, lauten mufs 

+ 0.a; + 0.a;2 + 0.a;3 + 

Dieser Satz wird zum Beweise des folgenden wichtigen Lehrsatzes gebraucht. 

2. Sollen zwei nach steigenden Potenzen von x fortschreitende Reihen für jeden 
Wert von x einander gleich sein, 

a^hx-^-cx^-^dx^-j- = A-{'Bx-}'Cx^ + l)x^'\',.,, 

so müssen die Vorzählen gleich hoher Potenzen gleich sein; also 
A = a, B = h, C = c, D = d, 

Beweis. Bringt man alle Glieder von rechts nach links, so entsteht die Reihe 
{a—A) + {b—B) X + {c—C) x^ + {d—D) o;» -f . . . . = 
welche nach Voraussetzung für jeden Wert von x gleich Null ist. Daher mufs 
nach dem vorhergehenden Satze 

a — ^ = 0, b — B = 0, c— 0=0, 

also A = a, B = b, C = c, . . , . sein. 

Anwendung. Den Ausdruck zweiten Grades, 3 -{- 2x — Sx^, in ein Produkt 
zweier Faktoren ersten Grades zu zerlegen. 

Sind a, &, o, d zu bestimmende Zahlen, so soll werden 

3 + 2a; — 8aj^ = (a + bx) (c + dx) 
welchen Wert x auch haben möge. Multipliziert man die Klammern aus, so soll 

3 '^2x — Sx^ = ac-\- (bc + cid)x + bd x^ 
für jeden Wert von x sein; also mufs 

ac = 3, bc -{- ad =^ 2, bd = — 8 

8 3 

sein. Setzt man eZ = — — und c = — in die mittlere Gleichung ein, so hat man 

b a 

b a b 

3 8 — = 2, oder, mit — multipliziert, 

ab a 



/bV b 

31 — 1 — 2 8 = 0, woraus hervorgeht 

1) b = 2a 2) b = — */sa; 

4 6 

dies macht 1) d = und 2) d ^ —. 
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Setzt man die Ausdrücke in die Ansatzgleichung ein, so hat man 

3-^2x — 8x^ = {a-{- 2ttx) (- _ ^A = (1 + 2x) (3 — Ax) 

oder = (a — ^kax) ^- + -x\ = (3 — 4kx) (1 + 2x) 

also das erste Ergebnis mit Umstellung der Faktoren. Das Auflösen der Klammern 
bestätigt die Richtigkeit der gefundenen Zerlegung. 


3. Über den Ausdruck — . 

In der abschliefsenden Betrachtung zur Aufgabe 6, 5, 1) zeigte sich, dafs 
cos ^Udb und sin ^Izah für die beiden besonderen Fälle a ^= c^ h =^ d und a = (?, 

6 = c in die Form — übergehen und keinen Wert für den Winkel ab liefern. Der 

Winkel mufste unbestimmt bleiben, weil im ersten der beiden besonderen Fälle 
jede Kaute mit den Seiten a = c, & = ^ die Gegenwinkel gleich hat, und im andern 
in jedem gleichschenkligen Vierecke mit a = c?, & =: c die Gegenwinkel ah und cd 
gleich sind. Hier gab die Mathematik mit dem Ausdrucke : an, dafs die Aufgabe 
für diesen Fall unbestimmt und selbstverständlich sei. 

Wird aber die Aufgabe für den besonderen Fall nicht unbestimmt, so hat der 

Ausdrück — einen ganz bestimmten Wert, der auf anderem Wege erst noch zu 

ermitteln ist. Zum Beispiel bei der aus n (Hiedem bestehenden Summe 

s=:za'\-ab-{-db^-\-ab^-^ + fl*»-^ J^ «jn-i 

welche die Eigenschaft hat, dafs der Bruch aus jedem Gliede und dem vorhergehen- 
den = h ist (weshalb sie eine Bruchreihe heifst), findet man den Wert der Summe, 
wenn ma» die Gleichung mit h multipliziert, und, im Falle & <C 1 ist, die Gleichung 
hs von der Gleichung s abzieht, 

1 — ft« 

&*» — 1 

umgekehrt aber, wenn ft >> 1 ist; doch geht das Ergebnis s = — — • aindie 

erste Form über, wenn man den Zähler und Nenner mit — 1 multipliziert ; so dafs, 
mag h kleiner oder gröfser als 1 sein, stets ist 

1—5« 

Für & gleich 1 wird 



Die Aufgabe ist in diesem Falle nicht unbestimmt; die Summe ist 
s.= a -f-'« -\-a-{-a'^,,,,-\-a-\-a. 
Da sie aus.n Gliedern besteht, wird s = w • a. Also ist 

in diesem Falle — = w. 



Hatte die Reihe 7 Glieder, so ist — = 7; bestand sie aus 89 Gliedern, so ist — 

keine andere Zahl als 89; also in jedem Falle ein ganz bestimmter Wert. 
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4. Allgemeiner, als das eben behandelte Beispiel, ist die Gleichung, welche aus 
der am Ende von No. 1 stehenden hervorgeht, 

X — y 

Sie hat rechts n Glieder. Läfst man y so groüs werden wie x^ so ergiebt sie 

x^ — x"" 

= — = wo?"-^. 

X — X 

5. In dem mit dem Längenmafse beschriebenen Kreise wurde der Bogen AE = x 
kleiner als 90^ genommen. Die vom Endpunkte ge^te Senkrechte EF, deren Mafs- 

zahl den Wert sina; liefert, ist bis zum Schnitt in Ei ver- 
längert. Weil der auf der Sehne EEi senkrechte Halb- 
messer MA die Sehne und den Bogen halbiert, ist die 
Mafszahl von EFEi 2sinir und die von EÄEx 2x, Da 
der gerade Weg EFEt der kürzeste von E nach Ei ist, 
so hat man 2sina; <C 2 a;, also 

sin X <Cx, 
Die Verlängerung des Halbmessers ME schneidet von 
der an A gelegten Berührungslinie die Strecke AT ab, 
deren Mafszahl igx heifst. Von T ist die zweite Berührungs- 
^^" linie TJ an den Bj-eis gezogen und man hat aus dem gleich- 

schenkligen Viereck ATJM den Grund für JE = EA, Von den Wegen AEJ und 
AT J ist der zweite der gröfsere Umweg, 2 a; -< 2tgÄ;, also 

X << tgÄJ. 

Wenn man sina; = sina; = sina; 

durch die Ergebnisse sina? -< x <C tga; dividiert, so folgt 

sina; 
1 > j> cosa;. 

X 

Läfst man den Bogen x kleiner werden, so nähert sich die untere Grenze, cos a?, 
der fest stehenden oberen Grenze 1 und wird auch zu 1 bei a; = 0. Da ist 

Also beim Verhältnis g-^^^g q 

— ist — = 1. 

Bogen 

6. Um für jeden beliebigen Bogen x den Sinus und den Kosinus auf bequeme 
Weise berechnen zu können, stellte sich Newton*) die Aufgabe: 

Für sina; und cosa? Reihen zu entwickeln, welche fortschreiten nach 
den Potenzen der Mafszahl x vom Bogen mit dem Halbmesser 1. 

Ausführung. Bezeichnen a, &, c, c?, . . . . Zahlen, welche durch die Unter- 
suchung zu bestimmen sind, so soll w^den 

sina; ^= a -{- bx -\- cx^ -\- dx^ -|- . . . . 
Die vielen Zahlen a, &, c, (?,... . sollen so bestimmt werden, dafs sie für jeden 
positiven und negativen Wert von x gelten. Zunächst für x = 0: 

sin = a, also a = 0. 
Es fordert a; = 0, dafs die Reihe kein von x freies Glied besitze; sie mufs lauten 
sina; = hx -\- cx^ -\- dx^ -|- ea;* -|- . . . . 

*) Isaak Newton, geb. am 25. Dez. 1642, gest. am 20. März 1727 in London. 
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Da sie auch für negative Bogen gelten soll, so werde nun ( — x) für x geschrieben: 

sin (— a?) = — bx-{- cx^ — dx^ -^ ex^ — A?^ + 1 

Dieser Ausdruck und der für siax selbst werden eingesetzt in die Gleichung (2, 6) 

sin ( — x) = — sina; 

—bx+cx^—dx^+ex^—fx^+gx^ — {-... = — bx—cx^—dx^—ex^—fx^—gx^ .... 

Dadurch hat man zwei Reihen, die für jeden Wert von x einander gleich sein 
müssen; also sind, nach Nr. 2, die Vorzählen aller gleich hohen Potenzen von x 
gleich: 

+ c = — c giebt 2c = 0, c = 0; 
+ ^= — e 2e = 0, 6 = 0; 

-f-^' = — g 2^ = 0, ^ = 0; und so fort: 

alle Vorzahlen der Glieder mit geraden Gradzahlen müssen = sein. 

Die Reihe für sin a? schreitet nach Potenzen mit ungeraden Grad- 
zahlen fort: 

sin a? = 5ic + cÄa;^ + /a^ö + Äa;' + fcr» + 

Von der durch x dividierten Reihe 

^J^ = l,J^dx' + fx^+.... 

X 

fordert x = sin , , - , . . i. kt k 

— -— = ft, dafs & = 1 sei nach Nr. 6; 

also 

I. sina; = x -{- dx^ -^ fx^ -{- hx'' -{- kx^ -{- 

Die Reihe lautet für einen andern Bogen ^ 

sin^ = ^ + ^/ + />^ + %' + %® + 

Zieht man diese von jener ab, so folgt 

2cosV2(a;+y)sinV2(^— y) = (^— ^)+^(^'— /)+A^'— ^')+^(^'— ^') + ---- 
und wenn man sie durch {x — y) dividiert und die 2 in den Nenner bringt, so hat man 

^^ ^k{x—y) x—y '^ x—y x—y x—y 

Im links stehenden Bruche ist ein Sinus durch seinen Bogen dividiert. Dieser Bruch 
wird, wenn man y gleich x werden läfst, nach Nr. 5 zu 1, und die Werte der rechts 
stehenden Brüche iXix y ^= x kennt man aus Nr. 4: 

II. cosa; = 1 + ^dx^ .+ bfa^ + 7 Aa;« + 9*a;» + . . . . 
Diese Reihe lautet für den Bogen y 

cosy = 1 + Sdy^ + 5/y* + Ihy^ -f 9*y« + . . . . 
Zieht man diese von jener ab, so bekommt man, wenn man links 
cosa; — cosy als — (cosy — cosa?) nimmt, (Formel 21 in 3, 5) 

— 2sm'l2ix+y)sin^l2{X'-'y) = 3d{x^—y^)-]-bf(x^—y^) + lh(x^—y^) + ..., 
und, wenn man durch — (x — y) dividiert, 

' ^^ Va(a?— y) X—y -^ x—y x—y x—y 

Aus dieser Gleichung geht fiXry = x hervor 

III. sin^ = — 2'3dx — 4:' bfx^ — G - 7hx^ — 8 - 9kx'^ — .,., 

In ni und I hat man zwei Reihen, die für jeden Wert von x einander gleich sind, 

— 2'3dx — 4:'bfx^ — 6' lJix^ — 8'9kx''—.... = x-^dx^-{-fx^-{-hx'^-\-.... 
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also mufs sein 

— 2.3d = 1, d = — — 



— 6.7Ä=/, h = — 



2-3 

1 
2-3. 4-5 

1 

2 • 3 •4- 5- 6 

1 



~ 2. 3. 4. 5. 6-7-8. 9 
uod so immer weiter. 

Von den als Nenner auftretenden Produkten der ganzen Zahlen (vom kann 1 mit 
hinzugesetzt werden) braucht man nur anzugeben, bis wie weit sie gehen. Man spricht 
bei dem von Je ^bis 9" und schreibt 9 ! 

Setzt man für die eingeführten Buchstaben die gefundenen Werte in I und II ein, 
so hat man 

Newtons Beihen 

nftO /yO /V.7 /y.9 

3! ^ 5! 7! ^ 9! ~ 

/y»C /m4 /y.6 /yO 

Da hinter 45® die Werte von Sinus und Kosinus sich wiederholen, so braucht 
man nur J? < V4 7r, a; -< 0,7854 zu nehmen. Die Potenzen des echten Bruches 
werden immer kleiner und sind durch die immer stärker wachsenden Nenner zu 
dividieren. Daher werden die Glieder der Eeihen ziemlich bald so klein, dafs die 
folgenden auf die zu berechnende Anzahl der Bruchstellen von sin x oder cos x gar 
keinen Einflufs mehr haben und unberechnet fortbleiben. 

1. Beispiel, sin 6® 36' durch verkürztes Multiplizieren zu berechnen auf 
6 Bruchstellen. 

Ausführung. Im Kreise vom Halbmesser 1 sind 
180® = n — 3,1416 
also 6® = 0,104 720 

0,6® = 0,010 472 
X = 0,115192. 
Da die erste Bruchstelle eine niedrige Zahl ist, braucht man zur Berechnung 

des x^ von x nur 4 Bruchstellen zu nehmen. Es wird x^ = 0,01 327 und — = 

x^ 3i 

0,00 221 ; daher - , = 0,000 254. 

Ol 

Weil f- = 0,000013 und x^ = 6,01 ist, so wird ^ = 0,000 0001, hat also 
5! 5! • 

auf 6 Bruchstellen keinen Einflufs, und die folgenden Glieder um so weniger. Demnach 

X = 0,115 192 . 



3! 



^ = 0,000 254 



sin x= 0,114 938. 
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Schlägt man zu dieser Zahl den Logarithmns auf, so findet man 

log sin 6® 36' = 9,06 046 — 10, wie er in der Tafel steht. 

2. Beispiel, cos 0^ 3' 27" auf 9 Bruchstellen zu berechnen. 
Ausführung. Es ist 0« 3' 27" = 0,0575«. 

TT : 60 = 0,314 1593 : 6 = 0,052 3599 
1« = TT : 180 = 0,017 4533 
für 0,0575« also ir = 0,001 003 565. 

Das Glied — = 0,000 000 504 allein giebt 

cos 0« 3' 27" = 0,999 999 496 
dessen Logarithmus auf sieben Bruchstellen ist 9,999 999 8 — 10, also in einer 
fünfstelligen Logarithmentafel noch nicht abweichend von log 1 angegeben werden 
kann. 

3. Beispiel, sin 25« 42' auf 6 Bruchstellen zu berechnen. 
Ausführung. Der auf 7 Bruchstellen zu nehmende Wert der Länge von 1« 

x^ 
giebt für 25,7« x = 0,448 550. Man findet — = 0,033 533. Dies wird mit x 

öl 

multipliziert (nicht umgekehrt, weil dabei wegen 3 • 5 auf 7 Bruchstellen gerechnet 

x^ 
werden müfste.) Man erhält — = 0,015 041. Stets wird erst der Nenner besorgt; 

o! 

hier ^ = 0,000 752; hiermit wird x^ = 0,201 multipliziert; giebt ^ = 0,000 151. 
5! 5! 

Hieraus ^ = 0,000 004, liefert mit x^ = 0,2 — = 0,000 001 und damit bricht 

7! 7 ! 

die Berechnung ab. Es war 

X = 0,448 550 — = 0,015 041 
o l 

%- = 0,000 151 %- = 0,000 001 
5! 7! ' 



S^ = 0,448 701 S2 = 0,015 042 

^2 = 0,015 042 



sin X = 0,433 659. 
Der Logarithmus dieses Bruches, log sin 25« 42' = 9,63 715 — 10 ist in Überein- 
stimmung mit der Angabe in der Logarithmentafel. 

4. Beispiel, cog 42« 15' auf 6 Bruchstellen zu berechnen. 

Ausführung. 1^, auf 7 Bruchstellen genommen, giebt 42« =: 0,733 039 und 
V = 0,004 363, also für 42« 15' x = 0,737 402. Es wird 



1 + — = 1,012 319 — = 0,271 881 

4 ! f ■ ^l 

X^ /p6 

- = 0,000 002 - 



= 0,000 002 |- = 0,000 223 



Si = 1,012 321 S2 = 0,272 104 

S2 = 0,272 104 



cos a; = 0,740 217. 
Davon ist log cos 42« 15' = 9,86 936 — 10, wie er in der Tafel steht. 
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7. Über Eosinns, Sinus and Tangens sehr kl)3 in er Winkel. 

1) Bis zu welchem Winkel, von 0^ 0' an, mofs in einer Tabelle, welche die Werte 
der Winkelfunktionen bis auf Millionstel angiebt, der Kosinus = 1 gesetzt werden? 

Der letzte würde sein cos x = 0,999 999 5, weil nach Fortlassen der 5 noch 

Erhöhung der vorangehenden Ziffer eintreten muTs, was ihn auf 1 bringt. Da in 

Newtons Eeihen bei kleinen Bogen x die folgenden Glieder immer in einigen Bruch* 

steUen weiter Nullen erhalten, so kommt die 5 in der siebenten Bruchstelle nur von 

x^ 
dem zweiten Gliede — her. Es ist also x zu bestimmen aus 

^ ! 

x^ 

- = 0,000 000 5. 

Die Lange des Bogens ist x =K 0,000 001 = 0,001. 

1 ftOO' 
Es sind n Längeneinheiten = 180^ = 10 800', also eine und 

10 8' 
X = 0,001 des Langenmafses ist — ^= 3,438' = 3' 26". 

In der Tabelle, welche die Werte bis auf Millionstel angeben soll, mufs also 
stehen 

cosO<>3'26" = 1,000 000 
cos 0^3'27'' = 0,999 999. 

[VergL.das zweite Beispiel in Nr. 6.] 

2) Bis zu welchem Winkel stimmt der auf 6 BruchsteUen anzugebende Sinus 
noch mit dem Bogen ganz überein? 

Hier mufs — < 0,000 000 5 bleiben, 

ö ! 



X < y 0,000003, X < 0,014 422 

:z:<0M9'35". 

In einer Berechnung, deren Genauigkeit nicht über sechs zuver» 

lässige Ziffern hinauszugehen braucht, ist für den Sinus eines Winkels^ 

der kleiner als 0^49' 35" ist, der Bogen zu nehmen; und bei einem, der 

kleiner als 0® 3' 27" ist, auch für Tangens der Bogen. 



B; Vorbereitungen 8 bis 10. 

8. Erklärung. Eine Zahlengröfse , welche aus einem reellen und einem 
imagi nären Gliede besteht, heifst eine zusammengesetzte Zahl, z. B. 3 — 4i^ 
wo K — 1 mit i bezeichnet ist. 

9. Lehrsatz. Sollen zwei zusammengesetzte Zahlen einander gleich sein: 
a -|- fti = « -|- ßi^ so kann nur das Reelle dem Reellen, das Imaginäre dem Imaginären 
gleich sein : a = a^b = ß. 

Bw. Aus der gegebenen Gleichung folgt a — « = (/? — V) i\ also ist (a — a)* 
= — iß — ^y «od (a — «)^ -\-{ß — by = 0. Die Summe zweier positiver Zahlen 
ist nur dann = 0, wenn jeder der Posten null ist. Daher mufs sein a = «, & = /9, 
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10. Von besonderer Eigenschaft sind die zusammengesetzten Zahlen von der 

Form I . . 

cos« + i sin«. 



Beispiele: 'hVs + 'hi, V'h — V— V2, V2 - V2 K- 3. 
Für sie gilt der 

11. Moivresche Satz*): Fttr jeden ganzen oder gebrochenen, positiven oder 
negativen Wert von «ist 

(cos« + i sina)« := cos«« + i sin««. 

Bw. Durch Auflösen der Klammern, in welchen entweder die oberen, oder die 
unteren Vorzeichen gelten sollen, erhält man 

(cosrt + * si^««) (cos/? + i sin/?) = cos(« + /?)+* sin(« -|- ß) 
also eine zusamnrengesetzte Zahl derselben Form. Nach diesem Ergebnis kann 
man rechts sogleich das Produkt angeben, wenn man beide Seiten mit cosy + i sin y 
multipliziert: 
(cos« + isin«)(co8/? + ^'S^°Ä(cos7 + *sin/)==cos(«--j-/?-|-/) + *sin(a--}-^ 

So kann man beliebig viele solcher Faktoren aneinander reihen und zusammen- 
ziehen. Sind es «Faktoren und wählt man, als besonderen Fall, jeden Bogen gleich «, 
so ergiebt sich 

I. (cos« + i sin«)^ =^ cos«« H~ i sin««. 

Da «hier eine Anzahl war, so bedeutet « nur eine positive ganze Zahl. Der 

Satz gilt aber auch, wenn « einen Bruch bedeutet. Es sei « = — , woi? und q positive 

ganze Zahlen sein sollen. Nach I wird, da q eine positive ganze Zahl ist, (und dieser 
Ansatz ist recht zu beachten !) 

(cos — « + * sin — «)« = cos « + i sin « 
potenziert man mit — und schreibt die rechte Seite der Gleichung zuerst, so hat man 

- 1 1 

(cos « + i sin «) « := cos — « + i sin — « 
. — ^ 9. — q. 

und wenn man dies mit der positiven ganzen Zahl p potenziert, (nach 1) 

II. (cos« + i sin«)« = cos — « + i sin — « 

-^ q ^ q 

P 

und das ist der Moivresche Satz mit — statt «. 

a 
Ist nun « = — m, wo m eine ganze oder gebrochene Zahl sein kann, so 

wird wegen a~"* = — im Nenner der rechten Seite nach I oder II 

(cos« + i sin tt)""*" = i — r— 

— cos ma + i smma 

und, wenn man den Bruch im Zähler und Nenner mit cosm« + i sinw« multt- 

cosmaMi sinnia 
pliziert = — 

und hierfür kann man schreiben wegen cos(-r- ß) = cos/? und sin( — ß) = — sin/? 



*) de Moivre lebte von 1668—1754. 

Mar tu 8, Baumlehre 2. 
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in. (cos « + * sin «)"" •* = cos ( — w) « + * sin ( — m) «, 
wo überall — m statt des obigen n steht. 

Beispiele. (cos3<^ + i sin 3^)^^ = VaKs + V2 i 
(cos 10*^ — i sin 10^)** = — i 
(cos 15« + i sin 15«)-* = V2 — V2K^=T 
(cos 36« — i sin 36«)- «^ = — 1. 

12, Es ist besonders hervorzuheben der Fall, dafs der Exponent — ist: 

n 

[cos(a + Ä; • 2 71) + isin(«-4-]fc» 2n) \n = cos(— -}-Ä; • — ) -f-isinj— -l-Ä; • — ) 
J \n n / \n n / 

Die links stehenden Funktionen sind, wenn k eine positive oder negative ganze Zahl 

bedeutet, nichts anderes als cosa und sina. Daher ist die Moivresche Formel 

für Wurzeln 

Kcosa + i sin« = cosl — -}- Ä • — 1 + i sin j_ -|- ä; • — |. 
\w n / \n n / 

Sie liefert n Werte. Denn erst wenn Je 0, 1, 2, 3, bis n — 1 durchlaufen hat, 
kommt man bei ä = n wieder auf den ersten Wert, heik = n-\-l auf den zweiten, 
und so wiederholt es sich fort. 

13. Unter einer reinen Gleichung «ten Grades versteht man eine solche, 
welche die Unbekannte nur in der nten Potenz besitzt: 

iT** = a. 
Man löst sie dadurch, dafs man setzt 

ic = r (cos « -j- * sin «) 
80 dafs man mit Anwendung des Moivreschen Satzes hat 

r" (cos « « -[- i sin n a) = a. 
Diese Gleichung zerfällt nach dem Lehrsatze Nr. 9 in zwei Gleichungen 

r"* cosw« = a und r** sin»« = 

welche zur Bestimmung der beiden eingeführten Gröfsen r und « erforderlich sind. 
Um r zu finden sind die Winkelfunktionen durch Quadrieren und Addieren der 
Gleichungen zu beseitigen: (r** )^ = a^ giebt den aus 

r'* = a 

n 

mit Logarithmen zu berechnenden Wert r = |/a 

und nun hat man aus der ersten der beiden Gleichungen mittels Dividieren durch 

r« = a 

cosn« = 1 

2 n 
also ist n a = k • 2 n und u = k • — . 

Mithinist p ^ 2.-1 

X =: y a • I cos A; • \- t smh* — 1 

und dieser Ausdruck stellt n Werte dar. Sie hinzuschreiben, setzt man nach Ä = 

71/ 

sogleich Ä = + 1, + 2, . . . ., wenn n eine gerade Zahl ist, bis 4" -^^ ^^^ ^®^° '* 
ungerade ist, bis + — - — . 
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Die Gleichung äj'* = — a 

wird ebenso behandelt. Hier giebt r** cosn« = — a beim Dividieren durch r** = a 

coswa = — 1 
also « « = (2 Ä -f- 1) ^ ^öd damit 

0? = V^ • Tcos (2 Ä; + 1) ^ + i sin(2 Ä; + 1)-^1. 

Die Entwicklung hat gelehrt: die «*® WurzeJ aus jeder Zahl hat nWerte^ 
von denen sind, wenn n eine gerade Zahl ist, bei positiver Zahl a zwei reelle und 
{n — 2) zusammengesetzte Zahlen, oder bei negativer Zahl alle zusammengesetzte 
Zahlen; bei ungeradem n eine reell und (» — 1) zusammengesetzt. 

Beispiele. 1) Die sechs Werte der sechsten Wurzel aus 1 anzugeben. Es liefert 
Tcz= ;ci = cos 0* + i sin 0® = 1 

h= + l a;2 = cos 60^ + * sin 60^ = V2 + V2K3 • i 

8 _ 

h= + 2 iC4 = cos 120« + isin 120« = — V* ± VsKS • i 

5 
h= 3 ÄJß = cos 180« + tsin 180« = — 1. 

2) Die neun Werte der neunten Wurzel aus 1 nach der Logarithmentafel auf- 
zustellen. 

iCi = 1 

^2 = cos 40« + i sin 40«= 0,7660 + 0,6428« 
3 
x^ = cos 80« + i sin 8Ö« = 0,1736 + 0,9848 i 

xq = cos 120« + i sin 120« = — 0,5 + 0,8660 i 

7 
jcg = cos 160« + i sin 160« = — 0,9397 + 0,3420 i. 

9 

3) Die vier Werte der vierten Wurzel aus — 1 sind 

(1 + i) VY2 und (— 1 ± VT2 

worauf die Probe leicht zu machen ist. 



C. Behandlung der Gleichungen dritten Grades. 

14. Es seien ^1, X2^ xq bestimmte einfache oder zusammengesetzte Zahlen, x aber 
eine Unbekannte. Die Gleichung 

(X—Xi) {X—X2) (x — Xs) = 
hat die Wurzeln Xi^ X2^ xs. Denn setzt man z. B. X2 für x^ so wird das Produkt durch 
den zweiten Faktor zu Null. 

Löst man die Klammern auf, so wird die geordnete Gleichung 
I. x^ — {xi -{- X2 -\- Xs) x^ -\- {:x^ X2 -\- X2 Xs -f- Xs Xi) ä; — iPi 0:2 ä^s = 0. 
Das zweite und das vierte Glied lehren: 

in einer geordneten Gleichung dritten Grades ist die Summe der 
Wurzeln mit umgekehrtem Vorzeichen die Yorzahl des quadratischen 
Gliedes, und das Produkt der Wurzeln mit umgekehrtem Vorzeichen ist 
das von x freie Glied. 
Hat man demnach ftlr die Gleichung (deren Vorzeichen der Gleichung I ent- 
sprechend genommen sind) 

x^ — ax^ + 6a? — c = 

6* 
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eine Zahl, die als Faktor des Freigliede& — o eine Wurzel der Gleichung sein kann, 
durch die Probe als x^ bestätigt^ so kennt man 

•^2 + ^3 = « — ^1 = 2 s und 0*2 • a;3 = — = p 
und kann nun auch die beiden andern Wurzeln finden durch Ansetzen und Auflösen 
der Hilfsgleichuiig ^^-2sx+p.= 0. 

Beispiel, x^ -\^ 4: x^ — 5^ — 14 = 0. Öer Faktor 2 von 14 kann eine 
Wurzel der Gleichung sein. Nimmt man a? = 2, so wird die linke Seite der Gleichung 
wirklich zu Null; also ist ari = 2 die erste Wurzel der Gleichung. Diese giebt 
•^2+^3 = — 4— -2= — 6 und icg • iPa = 7, Hiermit setzt man die Hilfs- 
gleichung an __ 
x^ -\-6x-{-l = und findet X2 = — 3 + V2. 

• • 3. - 

Stellt man mit diesen Wurzeln xi^ X2y xs die Vorzahlen der Gleichung I auf, so er- 
scheint die gegebene Gleichung, die also die Wurzeln wirklich besitzt*; 
Andere Beispiele Martus, Aufgaben 1066 — 1088. 

15. Das Beseitigen des zweiten Grades der Unbekannten. 
Jede Gleichung dritten Grades kann geschrieben werden in der Form 
x^ — 3ax^ -}- 3ßx — 2y = 0. 
Denn lautet z. B. das zweite Glied, wie in der eben behandelten Gleichung, + 4a?^, 
so ist « = — ^/a. 

Man setze x = y-\-jsi ein und stelle, zum Ordnen nach fallenden Potenzen von ?/, 
die . aus den folgenden Gliedern hervorgehenden unter die zugehörigen. Das 
Zusammenfassen ergiebt 

/+3(^ — «)^2_j.3(^2_2«^ + /?)i/ + ^3 — .3«^^ + 37?^ — 2;/ = 0. 
Beim Setzen :c = y -}- ^ kann man dem ^ jeden beliebigen Wert geben, 
dann erhält y einen bestimmten, so dafs die erforderliche Gröfse des x herauskömmt. 
In obigem Beispiele xi ^= 2 ^==i/-\- kann man nehmen ^ = 7, dann ist y = — 5 ; 
wählt man £r =: — 8^/3, so mufs ^ = lO^/s sein. Diese Freiheit in der Wahl des ^ 
ermöglicht, aus der letzten Gleichung das Glied ^^ verschwinden zu lassen; seine 
Vorzahl, 3 (;s — «), mufs zu Null werden, was bei ^ = a eintritt, und « war ein 
Teil der Vorzahl — 3« von x^. Daher die Vorschrift: 

Man zerlege die Unbekannte x in eine Summe, deren zweiter Posten der 
mit umgekehrtem Vorzeichen genommene dritte Teil der Vorzahl 
von x^ ist. 
Durch die Wahl z = a vereinfacht sich die letzte Gleichung in 
p^ + 3(—a^ + ß)^—2a^+3aß—2y = 
welche auch geschrieben werden kann , . 

/ - 3 («^ - /?)-^ — 2 («^ ~ 3/2 «/5 + y) = 0. 
Zur Abkürzung sei 

«^ — ß = a und ' «^ — ^l2 aß -\- y = b; 
dann lautet das Ergebnis 

IL j^ — 3 ajr —2b = 0. 

In dieser Schreibweise hat die einfache Gleichung dritten Grades die 
gesetzmäfsige Form. (Die Vorzeichen und Vor zahlen mufs man sich genau 
merken!) 
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Beispiel. Die Gleichung x^ -]- 9 x^ -{- 2 x — 48 = zu vereinfachen und 
dadurch aufzulösen. 

Es giebt y (p^ — 25)= Ö durch ^i = und 1/2 = + ^ 

3 
die drei Wurzeln ^n = — ^, ä*2 == 2, 0:3 = — 8. 

Andere Beispiele: Martus, Aufgaben 1089^-1098. 

Anmerkung. Ebenso verfährt man, um aus der Gleichung »ten Grades 
o;** — nax"^^^ -^ ßx'^~^ — , . . . -\- (px — '(p =^ 
das Glied vom {n — l)ten Grade verschwinden zu lassen. Die Entwicklung von 
{y -\- ^Y — w « (1/ + <2^)'*""^ nach dem binomischen Satze, wobei man nur die beiden 
ersten Glieder zu schreiben braucht, liefert ^"^ + w (-8^ — «) y**""^ -|- . . . . Soll 
der (n — Ijte Grad nicht vorhanden sein, so .wählt man ^ = a^ das ist der mit 
umgekehrtem Vorzeichen genommene^nte Teil der Vorzahl von a?**"^. 

16. Die Cardanische Formel. *) 

Für jeden Wert von p und q ist, weil die rechte Seite der Gleichung nur eine 
Formveränderung der linken ist, , , 

ilso fitets 

m. {p + qf - Spq (p-{- q) - (l»' -f «') = 0. 

Hiermit vergleiche man die einfache Gleichung dritten Grades (II) 

/ _— ^3 a y —2b =0, 

Es entspricht i, , iisj^t. 

p -f" g dem y^ pq dem a, p"^ -|- q^ dem 2 o. 

Die Gleichung III ist, in allen Fällen = 0, alsO; auch in dem, wo wir uns p und q so 

wählen, dafs , a i s « ^ 

p . qz=z a und p^ -f- q^ = 2b 

ist; und dann wird Ült t/ = p -{- q die Gleichung wirklich zu Null ; also ist t/t=ip-^q 
eine Wurzel der gegebenen Gleichung II. 

Da man von den Gröfsen p und g Summe und Produkt ihrer dritten Potenzen 
kennt, ^, _^^s ^ 2b und p^ • q^ = V 

so findet man sie durch Ansetzen der Hilfsgleichung 

v^ ^ 26t;4-a^ = 
v = b+VW^~ä' 



also p^z=:b-\- Yb^ ^ a^ und q^ = b— Yb^ — a^ ~ 

mithin 3 s ____^^___^ 

IV. ' |)=]/ö-f K2>' — a'* und q^yb — Yb^'-^d' 
dann ist ^i = i? + ö- 

Schreibt man hinter yi für |) und q die Werte (IV) hin, so hat man die Cardanische 
Formel. [Die Folge der Gradzahlen (Exponenten), 1, 2, 3, läfst die Ausdrücke 
p und q leicht im Gedächtnis behalten.] 



*) Die Formel war 1505 von Scipione dal Ferro gefunden, aus dessen hinterlassenen 
Papieren Cardano sie sich erbat und 1545 im 10. Teile seines Rechenbuches veröffentlichte, 
Auch Tartaglia hatte sie 1536 selbständig gefunden, wollte sie aber geheim halten. 
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Für die beiden andern Wurzeln ^2 i^Qd ^3 hat man ans ihrem Zusammenhange 
mit den Vorzählen der gegebenen Gleichung, nach Nr. 14, zunächst, weil in ihr ein 
Glied mit y^ nicht vorhanden ist, ^i + y» -f- ^s = 

^2 + ^3 = — yi = — (i? + g) 
und durch Viy^y^ = 2 & = jp* -4- 3^ 

Demnach erhält man y^ und ys durch Ansetzen der Hilfsgleichung 
/ + (i> + 2) ^ + (P^ — i^ff + 3^) = 

deren Auflösung ergiebt 

y2 = — V2 (P + ^) ± V2 K— 3 (j>^ - 2i)2 + ö') 

V. ^ y2 = — V2 (i> + 2) ± V2 (i> — g) K=^.' 

3 

Aufstellung von Beispielen. 1) Es soll werden yi^= 4 -f- 2; dann ist 

a = pq = 8 und 2b = 4:^ -\- 2^ = 12; damit entsteht die Gleichung 

y^ — 24.^ — 72 = 

oder in der gesetzmäfsigen Form 

^3 _ 3 . g^ _ 2 , 36 = 0. 

Die Auflösung dieser Gleichung durch Berechnen vo n p un d q (IV) ergiebt 

yi = 6, y2 = — 3±V^. 
3 

2) Es werde ^i = 4 — 2 ; also ist zu nehmen a= — 8 und 2 & = 64 — 8 = 56. 
Hiermit wird die Gleichung 

^3 + 24^ — 56 = oder / — 3 - (— 8) y — 2 > 28 = 

welche ergiebt ^1 = 2 und ^2 = — 1 + 3 K — 3. 

3 

3) Es solt herauskommen yi = 1 — 5. Da ist a = — - 5 und 2b = — 124; 
also die Gleichung 

y^ + Iby + 124 = oder / — 3 • (— 5)^^ — 2 • (— 62) = 0. 

Man findet ^1 = — 4 und ^2 = 2 + 3 K — 3. 

3 

Anmerkung 1. Eine Gleichung dritten Grades hat zwei gleiche ViTurzeln, 
wenn a^ gleich b^ ist. Denn dann verschwindet in der Gardanischen Formel die 
innere Wurzel und es wird g = i?, also ^2= — ^/a (jp + ä') + = — i?, während 

3j 3 3 

dann yi = 2p ist. _Dabei ist p = ]/^b^ p^ = K^^ = Y^ = a, also p = KcT. 
Demnach ^1 = 2 K» und ^2 = ^3 = — K«- 

Anmerkung 2. In obigen Beispielen lieferte die Gardanische Formel für y2 
und ys immer zusammengesetzte Zahlen, deren imaginärer Bestandteil nur in dem 
eben behandelten Falle verschwand, wodurch j/2 und y^ gleich wurden. Es fragt 
sich, wie die Cardanische Formel sich gestaltet, wenn man weifs, dafs die gegebene 
Gleichung drei ungleiche einfache Zahlen als Wurzeln hat. 

Die aufzustellende Gleichung soll die Wurzeln — 9, 6 und 3 besitzen. Sie wird 
nach Vorschrift der Gleichung I unter Nr. 14 gebildet und lautet 

x^ — 63x+ 162 = oder x^ — 3 ' 21a; — 2 • (— 81) = 0'. 

3 3 

Es wird p = ]/— 81 + 30 K— ~3 und q = — j/si + 30 V— 3. 

Die Cardanische Formel tritt auf in imaginärer Gestalt und scheint zu ver- 
sagen. Die Wurzelausziehung gelingt aber mit Hilfe der Moivreschen Formel, 
wie nun gezeigt werden soll. 
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17, Berechnung der Gardanischen Formel mittels Hilfswinkel. 
Es sind drei Fälle zu unterscheiden: 

1) a ist positiv und a^ gröfser als ft^, 

2) a ist positiv und a^ kleiner als ft^ 

3) a ist negativ. 

Man zieht aus der inneren Wurzel stets die gröfsere Zahl heraus. 

18. Erster Eall. Da hier a^ > 6^ sein soll, so zieht man in 

3 



das a^ aus h^ — a^ heraus: »* ( -3 — 1 ), also 

3 

und setzt den echten Bruch -3 = cos^a, also cos« = + 77=^. 

Um den Hilfswinkel a immer aus dem ersten Kreis viertel nehmen zu können, wählt 
man von + das Minuszeichen, wenn h negativ ist; so dafs stets gerechnet 
wird nach 

1) cos« = .— 

_ ay a. 

Indem man hiernach auch h = (K^^)' • cos« in die Formel einführt, hat man 



p = y~ä • 1/ cos « -|- Kcos^ « — 1 

3 

oder ^ =:= |/^ • j/cos« -j" *sina 

und nun vollzieht sich die Zerlegung der dritten Wurzeln der Cardanischen 

Formel durch die Moivresche Formel für Wurzeln (Nr. 12) 

i? = Ya • [cos (^/s « 4" ^ ' ^/s Ti) -[- «* sin (^/s « -|- ifc • ^/s 71)] 
und g = Y a • [cos (^/s « -|- ä; • Vs ^) — i sin (^/s « + ^ ' ^/s ^)J 

folglich ^ = 2> -[- g = 2 K» • cos ( Vs « -j- ^ * ^Z» ^) 
unter Fortfallen des imaginären Bestandteils. 
Daher wird hei ä = 0, 1 , 2 _ 

yi = 2 ]/ » • cos Vs « 
. ^2 = 2Kä . cos (V3 « + 120<^) = -- 2 Kä . cos (60^ — Va «) 

//3 = 2 Kä . cos (Vs « + 180^ + 60^) = — 2 K« • cos (60^ + Vs «). 
Man rechnet also nach _ 

oN 1^1 = 2 K« • cos Vs « 

^^ y2 = — 2Ya • cos(60^ + Vs«) 

3 
wenn & positiv ist, und mit umgekehrten Vorzeichen, wenn b negativ ist, weil 
dahei das negative Zeichen der K^t genommen werden sollte. 

Beispiel. Wir nehmen das Beispiel der Anmerkung 2 unter Nr. 16: 



X 



— 3-21a?— 2 .(— 81) = 0. 
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Es ist von der Zahl 21 das Minaszeichen der gesetzmäfsigen Form (Nr. 15, II) 

y'— 3ay — 25=0 
nicht umgekehrt, also ist hier a positi? und die Aufgabe gehört, weil a^ > b^ 
ist, dem ersten Falle an. Letzteres zeigt man bequemer durch aKä> b. Es ist 
K2T> 4, also 21 K2r > 84 > 81. (Es sollte b ohne Vorzeichen in die Rechnung 
treten!) [Überhaupt kann das Ausrechnen der dritten Potenz von a meist ver- 
mieden werden. Man nimmt statt a eine kleinere bequeme Zahl, etwa wie 10, und 
sagt: da schon 10^ = 1000 gröfser ist, als &^, (wobei statt b eine gröfsere Zahl 
in Vergleich gestellt werden kann) so ist um so mehr a^ > &*.] 

81 

Man kürze nicht den Bruch cosoe = — :rj= und fange die logarithmische 

21K2I 
Rechnung mit dem Nenner an. Es liefert der Hilfswinkel Vs« = 10® 53V12' die 
drei Wurzeln, da die Formeln 2) wegen des negativen b mit umgekehrtem Vor- 
zeichen zu nehmen sind, 

iCi = — 9, X2 = 6, X3 = 3,00007 statt 3, 
wie beim Aufstellen der Gleichung in Anmerkung 2 unter Nr. 16 vorgeschrieben wurde. 

Anmerkung 1. Es ist nachdrücklich daraufhinzuweisen, dafs, wiewohl 
alle drei Wurzeln des ersten Falles mögliche Werte sind, für eine vorliegende Auf- 
gabe doch nur eine oder zwei brauchbar sein können. Da wird man die unbrauch- 
bare Wurzel, ohne sie erst auszurechnen, sogleich durch Überlegung aus- 
scheiden. Weil der Hilfswinkel a aus dem ersten Ereisviertel genommen wird, ist 
Vs« << 30^ also 2 cos Vs« > V^, mithin ^i >> 1,7 Ka. Dies kann für die vor- 
gelegte Aufgabe offenbar viel zu grofs sein. — Es ist erst cos 60** = ^/s, also 
2 cos (60® — Vs«) > 1, deshalb der Zahlenwert von ^2 ^K«- Dadurch kann, 
wenn 1/2 negativ ist, die Hauptunbekannte X2 = y2 -\- ^ negativ werden. Ist dies un- 
zulässig, so bleibt der kleinste Wert ^3 also die einzige für die Aufgabe passende 
Wurzel und ist allein auszurechnen. 

Anmerkung 2. Die Grenze zwischen dem ersten und zweiten Falle, a^ gleich 
fe^, ist die Stelle, wo die Gleichung dritten Grades zwei gleiche Wurzeln besitzt. Da 
wird cos« = 1, a ==; 0, 3/1 = 2 K^, ^2 = ^3 = — K«^ wie auch in Nr. 16 
Anmerkung 1 gefunden wurde. 

19. Zweiter Fall: a ist positiv und a* << b^. 
Jetzt wird ft^, als die gröfsere Zahl, herausgezogen: 



i^=]/^ + ^l/l 



Hier mufs man setzen _ 

1) sin« = — --— 



und das Minuszeichen von V^henutzen, wenn b negativ ist. 

Stellt man auch b = — : ein, so wird 

sm« 3 



^ = Kft (1 + cos«) = l/-V^' • 2 cos Va« 
^ ' r sin« 



3 



also ' p = Vä~' Kctg V2« 



3 



und q = Ya • j/tg V2«. 
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Der genaueren logarithmischen Rechnung wegen führt man noch einen zweiten Hilfs- 
winkel ß ein durch 3^ 

2) tgV2/? = .Ktp/^ 

dann ist j/^ = ^ -j- g = Ya (ctg ^kß + tg V2 ß) 

3) yi = -^-^ 

smp 

und mit negativem Vorzeichen, wenn h negativ ist. 

Da i> - 3 =Kr(ctgV2/9 - tgV2/5) = 21/^. '^'^ - ^ ^"^ 



sin/? tg/? 

ist, so wird die Gleichung V unter Nr^l6 mit Benutzung von yi und K3^= tg60^ 

3 smp — tgi^ 

und, wenn 6 negativ ist, mit umgekehrten Vorzeichen. 

Weil die beiden letzten Wurzeln zusammengesetzte Zahlen sind, braucht man 
sie bei keiner Aufgabe aus der Raumlehre oder der Physik zu berechnen, sondern 
nur bei einer Gleichung aus der Zahlenlehre, 

20. Dritter Fall: aist negativ. Dies verändert die gesetzmäfsige Form 
der einfachen Gleichung dritten Grades (II unter 15) in 

^^ + 3ay — 2b = 



und i) in p = |/ & -[- |/ö^ -|- a^ 

Bei der Summe ist es gleichgültig, ob b^ oder a^ herausgezogen wird. Da aber der 
dritte Fall dem zweiten näher verwandt ist, als dem ersten,, so werde b^ genommen: 



^=l/4'+i/'+i:} 



E3 sei 1) tga = — - — 



wo wieder — K«~ benutzt wird, wenn b negativ ist, um a aus dem ersten Kreisviertel 

b 
entnehmen zu können. [Wer a^ herauszieht, kommt mit ctg« = ,^— zu denselben 
^ ' a V a 

Ergebnissen.] 

Steilt man auch b = ein, so wird 

tg« 8 



und 



r tg« L ' cosaj V sm« 

y sma \ sm« 
Noch mehr als beim zweiten Falle ist hier, wo p -f- ^ zum Rest wird, erforder- 
lich, dafs eingeführt werde 3 

2) tgV2/?=^Ktg'/2« 

dadurch wird ^^ = p -j- g = Yo, (ctg ^Wß — tg V2 /?) 

3) yi — 



tgß 
und mit negativem Vorzeichen, wenn b negativ ist 
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Dazu noch, falls eine Aufgabe aus der Zahlenlehre vorliegt, 

^2- = — —-TT ±tya * -^r-^. 
3 tgp — smß 

21. Übungen, a) zur Auflösung einer Gleichung 3. Grades 

1) durch die Cardanische Formel unmittelbar: Martus, Aufgaben 1099a — 11066. 

2) y^ — 21,8484^ — 21,22 416 = 0. 

3) Die. Winkel eines Dreiecks zu bestimmen, bei welchem ihre Kosinus sich wie 
1 : m : n verhalten. Die entstehende Gleichung soll für m = 2 und n = 3 auf- 
gelöst werden. (Statt cos « = a; führe man nachher — =i t/ ein. Dadurch wird das 

X 

beschwerliche Vereinfachen der Gleichung umgangen und das Zahlenergebnis genauer.) 
Ergebnis. « = lb^bb*U'\ß= 60^ 54' 20'', y = 43^ 9' 59"; ihre Summe 
ist um 3" zu grofs. (Siebenstellige Logarithmen liefern bei « 43,95", bei ß 19,60" 
und bei y 56,45".) Der Bedingung, dafs die drei Winkel zusammen 180^ betragen 
sollen, wird noch durch eine zweite Gruppe entsprochen; es ist aber bei ihr der erste 
Winkel negativ: «i = — 108® 11' 55" (55,34"), ft = + 128^39' 17" (17,29"), 
Yt = + 159® 32' 37" (38,14"). Eine dritte Gruppe giebt es nicht. 

4) Der gröfseren von zwei Dreiecksseiten, deren Verhältnis v gegeben ist, soll 
ein Winkel gegenüber liegen, der viermal so grofs ist, als der Gegenwinkel der 
kleineren. Man berechne die Winkel solches Dreiecks. 

Beispiele: l) v = 1,6 und 2) v = 1,04. 

Ergebnis bei 1) /? = a; = 31® 4' 46" (43,80"), « = 4äj = 124® 19' 5" 
(18' 55,20"), y = 24® 36' 9" (21,00"); und bei 2) /? = oj = 35® 40' 3" (3,03"), 
a = 4:x= 142® 40' 13" (12,10"), y= 1®39'44" (44,87"). Esmufssein 1 <t;<4. 
An der Grenze zwischen dem ersten und zweiten Falle, bei v = ^U K6^= 1,089, 
steht ein Dreieck, dessen Gestalt durch das einfache Verhältnis h : c ausgezeichnet 
ist; es hat b = 9c, und die Winkel (genauer aus C084ic) «= 141® 3' 28" (27,21"), 
ß = 35® 15' 52" (51,80"), y = 3® 40' 40" (40,99"). 

5)J)as Verhältnis v zweier Dreiecksseiten ist gegeben. Ihre Gegenwinkel sollen 
sich wie 4 : 3 verhalten. Man berechne die Winkel solches Dreiecks, t; = 1,2. 

Ergebnis. « = 4aj = 66® 20' 24" (19,68"), /? = 3a? = 49® 45' 18" (14,76"), 
y = 63® 54' 18" (25,56"). Grenzbedingung: 1 <«?<*/3; das Verhältnis v der 
Seiten mufs kleiner als das der Winkel bleiben. 

6) Beispiele für den ersten Fall: Martus, Aufgaben 1110 — 1113, 1119, 
1121—1123. 

7) Beispiele für den zweiten oder dritten Fall: M., Aufgaben 1134 — 1136. 



Es mögen hier (für spätere Behandlung) Aufgaben aus der Körper- 
lehre Platz finden. 

8) Welche Höhe mufs ein Kugelabschnitt erhalten, wenn sein Inhalt derjenigen 
Kugel gleich werden soll, die man dem andern Teile der Kugel einbeschreiben kann? 

[x = 4tr cos 80® = 0,6946 r.] 
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9) Eine Kugel soll durch eine Ebene in zwei Abschnitte zerlegt werden, die sich 
wie p : q verhalten {p > q). Welchen Abstand vom Mittelpunkte mufs die schnei- 
dende Ebene erhalten? Beispiel: ^ = 81, ^ = 44. 

[Abstand x = 0,2 r.] 

10) In eine Kugel eine Walze zu beschreiben, so dafs jeder der Abschnitte wmal 
so grofs wird, wie der Ring, welcher die Walze umgiebt. Beispiel: n = ^/e. (Ver- 
gleiche M., Aufgabe 560 a.) 

[Mittelpunktsabstand der Grund- oder der Deckfläche der Walze x = 0,70573 r.] 

11) M., Aufgaben 1114a— 1118, 1120, 1124—1126; 1127—1133; 1137, 
1138, und zu letzteren beiden noch 

12) In einem abgestumpften geraden Kegel soll der Durchmesser der Deckfläche 
gleich der Seitenlinie s des Kegels sein und der Inhalt möglichst grofs werden. Wie 
grofs sind die Winkel des Achsenschnittes und der Halbmesser des Grundkreises zu 
nehmen? [x = 46« 56' 19'', r = 1,18 2785.] 



b) Anweodung von Newtons Sinus- und Kosinus-Reihe. 

13) Man denke beim Kreise vom Halbmesser r die Seiten des umbeschriebenen 
regelmäfsigen n-Ecks denen des einbeschriebenen gleichlaufend gelegt. In welchem 
Abstände laufen die entsprechenden Seiten neben einander her? Um wieviel ist der Um- 
fang des umbeschriebenen länger als der des einbeschriebenen, und wie grofs ist die 
zwischen ihnen liegende Fläche, wenn r = 1 m und n = 1000 ist? — In der Ent- 
wicklung sind die Potenzen von a?, welche den dritten Grad übersteigen, zu unter- 
drücken, und wegen des Nenners werde der Bruch im Zähler und Nenner mit 
1 4" ^kx^ multipliziert. 

Ergebnis. Trotz der Gröfse des Kreises laufen die Umi^nge der Tausend- 

Ecke überraschend nahe bei einander her; ihr Abstand, t/ = ^/e —^r, ist noch nicht 

^/aoo mm. Auch der Unterschied ihrer Umfange, m = — ^ r, bleibt sehr gering, 

0,031mm. Da aber die zwischenliegende Fläche rmal so grofs ist, F = -jr^^ 

11 

kommt sie schon auf 31 qmm. Also, trotzdem die Fläche nur den achten Teil der 

Feinheit eines Kopfhaares breit ist, steigt sie auf fast Vs qcm. 

14) Im Kreise von d = 1 Meter Durchmesser denke man zu einem 1 mm 
grofsen Bogen die Sehne gezogen. Wie klein ist die Höhe dieses Abschnittes, und 
um wie wenig ist der Bogen länger als seine Sehne? 

Antwort. i/ = ^Ux^ • d; u = ^jex^ • d. Die Höhe des Abschnitts ist nur der 
viertausendste Teil eines Millimeters. (Vergl. die Aufgabe 3, 11, 8.) Dann denke 
man ein Millimeter in sechs Millionen gleiche Teile zerlegt; um eines dieser 
Teilchen ist der Bogen länger als seine Sehne. 

15) Beim Kreise von d = 1 Meter Durchmesser werden an den Endpunkten 
eines 1 mm grofsen Bogens die Berührungslinien bis zu ihrem Schnittpunkte gezogen. 
Wie nahe bleibt der Schnittpunkt dem Kreise, und um wieviel ist die Summe der Be- 
rührungslinien länger, als der von ihnen umschlossene Bogen? Bei der Entwicklung 
ist zu verfahren, wie zur Aufgabe 13) angegeben wurde. 

Antwort, js = ^Ux^ • d\ u = ^Ux^ • d. Für den Abstand des Schnittpunktes 
vom Kreise erhält man ^/looo mm. Die Berührungslinien zusammen übertreffen den 
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Bögen Qm ^'soooooo Millimeter, also am doppelt so viel, als der Bogen seine Seline. 
Wiewohl in dem von der Sehne und den Berührungslinien gebildeten gleichschenkligen 
Dreiecke die Höhe ^/2ooo mm beträgt, ist die Summe der Schenkel nur um V2000000 mm 
gröfser, als die dritte Seite. 

Anmerkung. Aus dem Zahlenergebnis in dieser und der vorhergehenden Auf- 
gabe darf man nicht schliefsen, dafs der Abstand des Schnittpunktes der Berührungs- 
linien vom Kreise der Höhe des Abschnitts gleich sei. Bei kleiner werdender Sehne 

z 1 

nähern sie sich der Gleichheit; denn ihr Verhältnis ist — = , Der Abstand z 

y cos« 

des Schnittpanktes ist also immer noch gröfser, als die Abschnittshöhe y. Bei dem 

noch 1 mm grofsen Bogen ist der Abstand um Vi »»9 »99 der Höhe gröfser. — 
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Korperlehre. 

(Stereometrie.) 



I. Abschnitt. 

Ebenen und gerade Linien im Räume. 

8. Glied. Eine Ebene und gerade Linien. 

1. Einleitung. Zunächst ist hier zu wiederholen, was im 1. Teile, 
1, 6—8 gesagt wurde über Raum, Fläche, Linie, Punkt; namentlich die 
Begründung der Sätze: 

1) Durch einen Punkt im Räume sind unzählig viele gerade Linien 
möglich; durch zwei Punkte nur, eine einzige. 

Zwei gerade Linien können sich nur in einem Punkte schneiden. 

2) Durch zwei Punkte im Räume sind unzählig viele Ebenen möglich, 
durch drei nicht in gerader Linie liegende Punkte nur eine. 

Zwei Ebenen schneiden sich in einer geraden Linie. 

Liegt eine gerade Linie mit zweien ihrer Punkte in einer Ebene, so 
liegt sie ganz darin. 

Eine Ebene ist eine Fläche, in welcher man von jedem Punkte nach 
allen Richtungen, die in ihr möglich sind, gerade Linien ziehen kann. 

Durch eine Gerade und einen aufserhalb derselben liegenden Punkt ist 
die Lage einer Ebene bestimmt. 

Zwei sich schneidende gerade Linien liegen in einer Ebene. 
Hierauf folgt nun: 

3) Zwei Ebenen können bei unbegrenzter Erweiterung sich schneiden 
oder nicht. Im ersten Falle haben sie eine gerade Linie gemeinsam, im 
zweiten (wie Fufsboden und Decke des Zimmers) sind sie gleichlaufend. 

Für die möglichen Lagen einer Ebene und einer geraden Linie sind 
drei Fälle zu unterscheiden: die Gerade kann in der Ebene liegen, oder 
sie kann dieselbe schneiden oder sie treffen sich nicht, soweit man auch 
die Linie verlängern und die Ebene erweitern mag. Im zweiten Falle heifst 
der der geraden Linie mit der Ebene gemeinsame Punkt ihr Fufspunkt 
in der Ebene. Im dritten Falle sind sie gleichlaufend» 

Zwei gerade Linien im Räume können entweder in einer Ebene 
liegen oder nicht» Befinden sie sich in einer Ebene, so können sie bei 
unbegrenzter Verlängerung sich schneiden oder gleich gerichtet sein. Liegen 
sie nicht in einer Ebene, so heifsen sie sich kreuzende Linien. (Solche 
sind z. B. die Gerade, in welcher die Vorderwand und die Decke des 
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Zimmers sich trefTen, und die, in welcher eine Seitenwand auf dem Fufs- 
boden steht.) Eine Gerade, welche eine Ebene schneidet, kreuzt jede Gerade, 
die in der Ebene nicht durch ihren Fufspunkt geht. 

Anmerkung. Im Räume brauchen zwei gerade Linien, die sich 
nicht schneiden, noch nicht gleichlaufend zu sein. — Will man zeigen, 
dafs zwei gerade Linien sich schneiden, so mufs zunächst bewiesen werden, 
dafs sie in einer Ebene liegen. 

Erklärung. Soll eine Ebene durch eine gerade Linie gelegt 
w^ er den, so verlangt man, die Ebene so anzubringen, dafs die Gerade 
ganz in der Ebene liegt. Von einer die Gerade schneidenden Ebene 
sagt man, sie sei durch einen Punkt der Geraden gelegt, 

o. Die Ebene und die gerade Linie schneiden sich. 

a. Die Gerade steht senkrecht auf der Ebene. 
2. Erster Lehrsatz. Eine Oerade, die auf zwei Oeraden einer Ebene 
senkrecht steht, steht auf jeder durch ihren Fufspunkt in dieser Ebene 
gezogenen Oeraden, daher auf der Ebene senkrecht. 

Voraussetzung: EF JL FA 
EF _L FB 
Behauptung: EF _L FC, 
Zum Beweise ziehe man in der Ebene 
MN eine Gerade AB^ welche die beiden ge- 
gebenen Geraden und die beliebige dritte, FC, 
schneidet, verlängere die auf den beiden ersten 
senkrecht stehende Gerade EF nach der andern 
Seite der Ebene, trage vom Fufspunkte F aus 
auf ihr nach beiden Richtungen gleiche Strecken, 
EF = FJ, ab und verbinde E und J mit den 
Schnittpunkten A, B und C. 

AE = AJ\ 
BE = BJ, 




Figur 66. 

Dann stimmt A AFE ^ AFJ, also ist 

^ ABFE^BFJ, „ „ 

Daraus folgt, dafs A ABE^ABJ, „ ,, 



ebenso 



Dies bringt 
und nun stimmt 



A CBE ^ CBJ, 
A CEE ^ CFJ, 



Z. ABE = ABJ oder 
Z CBE = CBJ. 

CE = CJ 
Z. CEE — CFJ und diese be- 



tragen als Nebenwinkel zusammen zwei Rechte; mithin ist Z. CEE = 1 R. 
Auch für den Fall, dafs FC hinter FJ. oder vor FB liegt, pafst der Beweis. 
FoigUch steht EF auf jeder Geraden, die durch F in der Ebene MN läuft, 
senkrecht und deshalb darf man sagen, sie steht auf der Ebene MN senkrecht. 
Zusätze. 1) In einem Punkte einer Ebene läfst sich auf ihr nur eine 
Senkrechte errichten. 

Bw. Könnte in F noch eine zweite Gerade FX auf 
der Ebene MN senkrecht stehen, so würde die Ebene 
des Winkels EFX, weil sie mit MN den Punkt F ge- 
meinsam hat, diese in einer geraden Linie GL schneiden, 
auf welcher dann in einer Ebene GEL zwei Gerade 
senkrecht ständen, was nicht möglich ist. Also kann in 

* einem Punkte auf der Ebene nur eine Gerade senkrecht 

Figur 67. stehen. 



m 



M 
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8, 3, 



/ 



K 



X^F 



Figar 68. 




Figur ( 



2) Von einem Punkte aufserhalb einer Ebene ist auf 
sie nur eine Senkrechte zu fällen. 

Bw. Könnte man vom Punkte Tl noch eine zweites 
Lot, iJX, auf die Ebene hinablassen, so würde die Ebene 
FEX ein Dreieck mit zwei rechten Winkeln geben. Da 
dies unmöglich ist, so ist nur eine Senkrechte auf die 
Ebene zu fällen. 

^ 3) Die von einem Punkte auf eine Ebene gefällte Senk- 
rechte ist die kürzeste von allen Linien, die von dem 
Punkte aus nach der Ebene gezogen werden 
können. Unter ihnen sind diejenigen gleich 
lang, deren Fufsp unkte vom Fufspunkte* der 
Senkrechten gleich weit abstehen. Sie werden 
um so gröfser, je weiter die Fufspunkte vom 
Fufspunkte der Senkrechten sich entfernen. 

Der Beweis ist leicht. 

4) Die ümkehrung dieses Satzes. . 

Erklärung. Unter Abstand eines Punktes von einer Ebene versteht 
man die Länge der Senkrechten von ihm auf die Ebene. 

3. Umkehrung des ersten Lehrsatzes. Stehen auf einer Oeraden 
in demselben Punkte mehrere Gerade senkrecht, so liegen diese in einer 
Ebene. 

Bw. Es stehen auf EF im Punkte F die Gera- 
den FA, FB, FC, FD, FQ senkrecht. In der durch 
die beiden ersten bestimmten Ebene AFBN müssen 
auch die übrigen sich befinden. Läge FC nicht in 
der Ebene AN, so würde die durch FC und FE 
bestimmte Ebene EFC, weil sie mit der Ebene AN 
den Punkt F gemeinsam hat, diese in einer andern 
Geraden FX schneiden, auf welcher EF nach dem 
ersten Satze senkrecht stehen müfste. Als rechter 
Winkel wäre EFX = EFC, der nur ein Teil von 
ihm ist, wenn FC oberhalb der Ebene AN gedacht ist, umgekehrt, wenn die 
dritte Gerade, wie FCi unterhalb der Ebene AN hegen könnte. Also mufs 
FC, ebenso FD und jede solche Gerade in derselben Ebene mit FA und FE 
laufen. 

Zusätze. 1) Dreht man einen rechten Winkel 
um einen seiner Schenkel, so beschreibt der andere 
eine Ebene. 

2) Auf einer geraden Linie kann in einem 
ihrer Punkte nur eine Ebene senkrecht stehen. 

Bw. Könnte in P auf GL aufser MN noch 
eine andere Ebene MO senkrecht stehen, so würde 
man durch PL eine Ebene PQ legen, welche beide 
in zwei verschiedenen Linien, PA und PX, schnei- 
det, und es wären, als rechte Winkel, LPA und 
LPX gleich, was nicht mögUch ist. Figur 71 




Figur 70. 
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Figur 73. 



4. Ls. Oerade, welche auf derselben Ebene senkrecht stehen, sind 
gleichlaufend. 

Bw. Man verbinde die Fufspunkte 
A und C der auf MN senkrechten Ge- 
raden AB und CD, errichte in A auf AC 
in der Ebene MN die Senkrechte AE und 
schneide auf ihr und CD gleiche Strecken, 
AE und CD ab; dann werden auch die 
VerbindungsUnien^Cundi)-4 gleich, weil 
A GAE ^ AGB Zieht man nun auch 
noch BE, so stimmt A EAB ^ BGE, 
also ist 2L E^I> = BGE = R, mithin 
stehen in A auf EA die drei Geraden AB^ AD und AC senkrecht, liegen 
also in einer Ebene, in welcher auch die zweite Senkrechte GB sicji be- 
findet, da die Ebene zwei ihrer Punkte, D und C, besitzt; und in dieser Ebene 
BAGB ist AB \\ CB^ weil beide auf AG senkrecht stehen. 

5. Umkehrung. Steht eine von. zwei gleichlaufenden Geraden auf einer 
Ebene senkrecht, so thut es auch die andere. 

Bw. Es ist die auf MN senkrechte AB gleichlaufend CD, also hegen 
sie in einer Ebene. Diese schneidet MN\ daher trifft auch BG die Ebene 
MN, und es ist Z, BAC -f- BGA = 2 R, von denen Z. BAG = R, also auch 
Z, BGA = R ist; dazu erhält man noch Z BGE i= R durch dieselben 
Hilfsdreiecke; mithin steht auch OB nach dem ersten Lehrsatze auf MN 
senkrecht. 

6. Ls. Sind im Räume zwei Gerade einer dritten gleich gerichtet, 
so sind sie selbst gleich gerichtet. 

Bw. Durch einen Punkt der dritten Geraden lege man die auf ihr 
senkrechte Ebene und wende Nr. 5 und 4 an. 

Auch im Räume sind Winkel mit gleichgerichteten Schenkeln 

Bw. Man schneide vom Scheitel aus auf den 
gleichgerichteten Schenkeln gleiche Strecken ab, AB 
= AiBi, sowie AG=^ AiC^ verbinde die entsprechen- 
den Punkte und ziehe noch BG und BiGi. Als gleich- 
\^ gerichtete Gerade liegen AB und A^Bi in einer Ebene, 
' also ist ABBiAi ein ebenes Viereck, in welchem zwei 
Seiten gleich und gleichgerichtet sind. Daher ist es 
— % u. s. w. (Nr. 6.) 

Zs. Ist ein Paar der Schenkel entgegengesetzt, 
das andere gleich gerichtet, so ergänzen sich die 
Winkel zu zwei Rechten. Sind beide Paare der Schenkel entgegengesetzt 
gerichtet, so sind die Winkel gleich. 

ß. Die gerade Linie steht schief auf der Ebene. 

8. Ls. Läfst man von beliebigen Punkten einer auf einer Ebene schief 
stehenden geraden Linie Lote auf die Ebene hinab, so liegen deren Fufs- 
punkte in einer Geraden, welche durch den Fufspunkt der schief stehenden 
Linie geht. 




Figur 73. 
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Figur 74. 



Bw. Die von A und B der schief stehen- 
den geraden Linie LF auf M'N gefällten Lote AC 
und BD liegen nach Nr. 4 in einer Ebene. In 
ihr liegen die Punkte A und B^ also die ganze 
Gerade LABF. Die Fufspunkte C, D, J^ gehören 
beiden Ebenen an, befinden sich also in ihrer 
Schnittlinie CF\ 

Anmerkung. Da von allen Punkten der 
LF dasselbe gilt, so ist FC die Ablotung der 
schief stehenden Geraden in ihrer Grundebene. 
Man kommt also immer auf dieselbe Gerade FC 
und braucht, um die Ablotung zu finden, nur von 
einem Punkte die Senkrechte auf die Ebene zu 
fällen und deren Fufspunkt mit F zu verbinden.*) 

9. Ls. Unter allen Winkeln, welche eine auf einer Ebene schief 
stehende gerade Linie mit den in der Ebene durch ihren Fufspunkt gehenden 
Geraden bildet, ist der mit ihrer Ablotung gebildete der kleinste. 

Bw. Die Strecke FB der Ablotung, welche man 
vom gewählten Punkte A her erhält, trage man auf 
irgend einer Geraden FC^ die in MN durch F geht, 
ab und verbinde den erhaltenen Punkt C mit A. 
Dann sind in den Dreiecken AFB und AFC zwei 
Seiten entsprechend gleich, die dritten Seiten aber 
ungleich. Mithin hat die kleinere, AB^ den kleineren 
Gegenwinkel, Z. AFB < AFC, (1. T., 7, 2.) Da 
FC eine beUebige Gerade war, so ist ^ AFB kleiner 
als jeder andere, also der kleinste unter diesen 
Winkeln. 

Erklärung. Dieser kleinste Winkel heifst der ITeigpangswinkel 
schief stehenden geraden Linie gegen die Ebene. 

Zusätze. 1) Der Nebenwinkel des Neigungswinkels ist der gröfste 
unter den Winkeln, welche die schiefe Linie mit den durch ihren Fufspunkt 
in der Grundebene laufenden Geraden bildet. 

Zum Beweise zeichne man auch den Nebenwinkel von AFC 




Figur 75. 



der 



2) Je zwei von F aus zu beiden Seiten von FB 
welche mit der Ablotung gleiche Winkel einschliefsen, 
bilden auch mit der schief stehenden Geraden gleiche 
Winkel. 

Bw. Man schneide auf den beiden Geraden 
FC und FB von F aus gleiche Strecken ab und 
verbinde die Endpunkte C und D mit B und A. 
Dann zeigen 3 Paare von deckbaren Dreiecken die 
Richtigkeit der Behauptung. 

3) Mit derjenigen Geraden 6rZ, welche mit der 
Ablotung FB rechte Winkel einschliefst, bildet auch 
die schief stehende Gerade rechte Winkel. 



in MN laufende 




*) Senkrecht projizieren ist abloten, Projektion Ablotung. 

Martus, Baumlehre 2. 
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4) Umkehrung. Fällt man von einem Punkte A aufserhalb einer Ebene 
JfF zwei Senkrechte, die eine, AB, auf die Ebene, die andere, AF, auf eine 
in der Ebene liegende Gerade QtL, so geht die Verbindungslinie ihrer Fufs- 
punkte, BF^ rechtwinklig zur Geraden 6rX. 

ft. Die Ebene und die gerade Linie sind gleichlaufend. 

10. Ls. Eine Gerade ist mit einer Ebene gleichlaufend, wenn sie 
einer Linie in der Ebene gleichgerichtet ist. 

Bw. Als gleichgerichtete 
Gerade liegen AB und OB in 
einer Ebene. Könnte AB die 
Ebene MIl schneiden, so würde 
der Schnittpunkt X beiden Ebenen 
angehören, müfste daher in ihrer 
Schnittlinie GB sich befinden. 
Figur 77. Also würdcu AB und CB sich 

schneiden, was gegen die Voraussetzung ist. 

11. Umkehrung. Ist eine Gerade mit einer Ebene gleichlaufend, so 
ist sie denjenigen Geraden in derselben gleichgerichtet, welche mit ihr in 
einer Ebene liegen, und diese sind mit einander gleichlaufend. 

Bw. Ebenso und durch Nr. 6. 

Zusätze. 1) Alle Punkte einer Geraden, die mit einer Ebene gleich- 
laufend ist, haben gleichen Abstand von der ElDcne. 

2) Sind eine Ebene und eine Gerade gleichlaufend und w^ifs man von 
einer dieser gleichgerichteten Geraden, dafs sie einen Punkt in der Ebene 
hat, so liegt sie ganz darin. 

Bw. Man lege durch die erste Gerade und den Punkt eine Ebene und 
wende Nr. 11 und 6 an. 

3) Ist eine von zwei gleichgerichteten Geraden mit einer Ebene gleich- 
laufend, so ist auch die andere mit der Ebene gleichlaufend oder liegt ganz 
in ihr. 

12. Ls. Gegen eine Ebene haben gleichgerichtete Gerade gleiche 
Neigungswinkel. 

Bw. Nach Herstellung der Neigungswinkel sind in den entstandenen 
rechtwinkligen Dreiecken die beiden andern Winkel gleich wegen Nr. 4 
und 7; also sind auch die dritten Winkel gleich. 

Anmerkung. Dieser Satz läfst sich nicht umkehren. Vergl. Figur 69. 

c. Anwendung auf bildliche Darstellung. 

13. Vorbemerkung. Am Fenster stehend, wird man einen draufsen 
erblickten Gegenstand so, wie man mit einem Auge ihn sieht, auf einer 
Ebene darstellen können, indem man mit Farbe an der Fensterscheibe die- 
jenigen Stelleni angiebt, durch welche die Strahlen von den Grenzlinien des 
Gegenstandes her ins Auge kommen. 

Es sei ein Auge des in P stehenden Zeichners, GrT die bis zur Grund- 
ebene erweiterte Bildfläche (Glastafel), AB eine Grenzlinie des erblickten 
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Gegenstandes. Die Lichtstrahlen, welche von Punkten der Linie AB her ins 
Auge gelangen, 
laufen in der Ebene 
ABO] sie schneidet 
die Bildfläche in der 
Linie ab. Zieht der 
Zeichner auf der 
Bildfläche die Linie 
aö, so senden die 
Punkte der Linie 
ab ins Auge Licht- 
strahlen, welche 
ganz so im Räume 
vor der Bildfläche 
laufen, wie die 
GrenzUnie AB sie 
dem Auge lieferte; 
und wenn er eine 
andere Grenzlinie 

CD auf der Bildfläche als cd nachzieht, sowie ac und bd^ so ist äbdc die 
getreue Wiedergabe des Doppelquadrates ABBG, 

14. Erklärungen. (Figur 79.) 1) Die vom Auge auf die Bildfläche 




Figur 78. 




l 



Figur 79; 

gefällte Senkrechte OH giebt den Hauptpunkt Ä 2) Die durch das Auge 
wagerecht gehende Ebene OAH schneidet die Bildfläche in der wagerecht 
laufenden Geraden AHA^, welche Horizontlinie genannt wird, weil sie 
den in äufserster Ferne hinter der Bildfläche liegenden Teil des freien 
Horizontes darstellt. 3) Trägt man den Abstand des Auges von der Bild- 
fläche, OH^ von H aus auf der Horizontlinie nach links oder rechts ab, so 
erhält man den Abstandspunkt A (oder A{). 

15« Die drei Orundlehrsätze für Schaubilder, nach welchen man alle 
Darstellungen ausführen kann, lauten: 

1) Die der Bildfläche gleichlaufenden Linien erleiden in ihrer Dar- 
stellung keine Eichtungsänderung. 

7* 
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2) Die Barttellungen der Geraden, welche rechtwinklig gegen die 
Bildfläche gerichtet sind, laufen zum Hauptpunkt. 

3) Die Darstellungen wagerechter Linien, welche unter einem halben 
Eechten gegen die Bildfläche gerichtet sind, laufen zum Abstandspunkt. 

Beweis zu 1). Es ist in Figur 78 die Gerade AB mit der Bildebene gleich- 
laufend, also schneidet die Ebene GAB die Bildfläche in einer Geraden a6, welche 
nach dem Lehrsatze Nr. 11 der AB gleichgerichtet ist. 

Zu 2). Figur 79. MQ soll rechtwinklig gegen die Bildfläche gerichtet sein; die 
vom Auge aus auf die Bildfläche gefällte Senkrechte OH ist es auch; daher sind 
MQ und OH gleichlaufend (Nr. 4) und liegen als solche Gerade ineinerEbene. In 
dieser Ebene ONQM befinden sich alle Strahlen, welche von Punkten, E^ K^ der 
Geraden ins Auge gelangen. Die Stellen, in welchen die Strahlen durch die Bild- 
fläche BF gehen, gehören daher zu den Punkten, die beide Ebenen, MN und BF, 
gemeinsam haben, und dies sind die Punkte der Schnittlinie MH. Der Punkt k der- 
selben liefert dem Auge den Strahl £0, der Punkt e der Bildfläche den Strahl EO 
und die zwischen h und e liegenden die Strahlen der Strecke KE\ mithin ist he im 
Bilde die Darstellung von KE^ welche dem Auge denselben Eindruck giebt. Die Dar- 
stellung der bis ins unendliche verlängerten Geraden KQ würde bis an den Haupt- 
punkt H herankommen. — Von d^ Punkten der auch rechtwinklig zur Bildfläche 
gerichteten Geraden WR gilt dasselbe. Die Darstellung ihrer Strecke SB ist sr auf 
der Schnittlinie WH der Ebene WN mit der Bildebene. Daher sind die Darstellun- 
gen Äe und sr der Gleichlaufenden KE und SB im Bilde nicht gleichgerichtet, sondern 
kommen im Hauptpunkte H zusammen. 

Zu 3). Figur 80. Von den wagerechten Linien, für welche die dritte Behaup- 
tung aufgestellt ist, sind WY und MG in der Grundebene selbst gezogen. Sie sollen 

von W und M aus für den 
Zeichner OF nach halblinks 
so ablaufen, dafs sie mit der 
Grundlinie der Bildeböne, 
also auch mit den rechtwinklig 
abgehenden Linien WS und 
MK^ einen halben Rechten 
bilden. Die von aus in 
gleicher Richtung gezogene 
Gerade OA läuft auch wage- 
recht, liegt also in der durch 
wagerecht gehenden Ebene, 
und trifft deshalb die Bild- 
fläche in einem Punkte A der 
Horizontlinie. Es schliefst 
OA mit OH den Winkel AOH 
ein, welcher den Winkeln 
VWS und CMK gleich ist, als Winkel mit gleichgerichteten Schenkeln; also ist auch 
er ein halber Rechter und macht das Dreieck OHA gleichschenklig. Mithin ist der 
Treffpunkt ^ der Abstandsp unkt. Die Ebene OulFTFder Gleichlaufenden schneidet 
die Bildebene in der Geraden WA^ und Wv ist die Darstellung von TFF, so auch 
Mc die Darstellung von MC\ und diese Darstellungen Wv und Mc gleichlaufender 
Geraden kommen im Abstandspunkte A zusammen. 




Figur 80. 
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Znsatz. Die DarstelluDgen aller gleichlaufenden Geraden von irgend welcher 
Richtung treffen sich immer in einem Punkte, welcher ihr Fluchtpunkt heifst. Der- 
selbe kommt bei wagerechten Gleichlaufenden auf die Horizontlinie. 

Die Begründung ist ganz dieselbe, wenn die Winkel mit wagerechten Schenkeln, 
VWS und CMK, also auch AOH, die Gröfse « haben. Den Fluchtpunkt (statt A) auf 
der tlorizontlinie findet man beim Zeichnen dadurch, dafs man das Dreieck ÄOH in 
die Bildfläche niederklappt, also von H aus, rechtwinklig gegen Ali, die Gerade nach 
unten (oder oben) zieht, auf ihr den Abstand HO abschneidet und im Endpunkte U 
nach links (erforderlichen Falls nach rechts) den Winkel o anträgt; sein Schenkel 
giebt in ÄÄi den Fluchtpunkt an. — Haben die Gleichlaufenden WV und MC keine 
wagerechte Richtung, etwa schräg* aufwärts, so giebt die von aus ihnen gleich- 
laufende Gerade auf der Bildfläche ihren Fluchtpunkt aufserhalb der Horizontlinie 
ÄÄi an. 

Anmerkung. Zu beachtende Yorschriften! 1) Die Horizontlinie ist 
nicht zu hoch über der Grundlinie der Zeichnung anzunehmen. 2) Den 
Abstand HA wählt man am besten gleich der drei- bis vierfachen Breite 
des Bildes, 

16. Beispiele. 1) Die Figur 81 zeigt einen aus würfelförmig behauenen 
Steinen aufgeführten Thorbau. Der Leser halte das Bild möglichst fem (bis fast an 




Figur 81. 

die Grenze der Erkennbarkeit). Dann sieht man, dafs die Richtung der Thorwand aus 
dem Vordergründe rechtwinklig ab nach hinten hin geht, auf einer Grundebene, die 
wie eine weite Wüste erscheint, und dafs deren Grenzlinie AH die Bezeichnung 
„Horizontlinie" mit Recht führt. 

Die mit der Bildfläche gleichlaufenden Kanten der behauenen Steine sind auch 
in der Zeichnung senkrecht, beziehungsweise wagerecht, gemäfs Lehrsatz 1. 

Diejenigen Kanten, welche von der Yorderfiäche rechtwinklig ablaufen, sind 
im Bilde alle zum Hauptpunkte^ gerichtet, wie es nach dem zweiten Lehrsatze 
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sich darstellen mufs. Die Würfelkante wurde für die Figur als Längenmafs genommen 
und auf der im Eckpunkte lotrecht stehenden Geraden OY sechsmal abgetragen, 
sowie auf der Grundlinie OX, auch von aus, viermal. Dadurch ist der Höhen- xind 
der Breite nmafsstab im Vordergrunde erhalten. Die Würfelkante OL ist gleich 
der Mafsstrecke Ol, also ist das Dreieck LOl in Wirklichkeit ein gleichschenklig 
rechtwinkliges Dreieck und Winkel OlL ein halber Rechter. Deshalb mufs (nach 
dem 3. Lehrsatze) im Bilde die Richtung IL zum Abstandspunkte Ä gehen. Das- 
selbe gilt von den in der Grundebene folgenden Linien bis 40. Die vier wirklich 
gleichen Strecken von bis C erscheinen, je weiter sie in die Tiefe des Schau- 
bildes kommen, um so kürzer. 

Die Thorpfeiler werden oben verbunden durch einen Quaderstein, welcher gleich 
3 Würfeln ist, während die Öffnung des Thores 2 Würfel breit genommen wurde; der 
Deckstein reicht also von ^/2 bis 3^/2. Von diesen Teilpunkten der OC aus mufste 
lotrecht aufwärts gegangen werden, um über der Linie H4: die auf OG senkreckten 
Kanten des Decksteines zu zeichnen bis zur Linie Hb, Ebenso ist bei der quadra- 
tischen Fläche des Decksteins die linke Kante von ihrem Lotfufspunkte in der Grund- 
ebene aus hinaufgezogen bis zu der wagerechten Grenzlinie seiner oberen Fläche. Die 
beiden obersten, die Fortsetzung des Thorbaues andeutenden Würfel sind in gleicher 
Weise von der Grundteilung aus aufgesetzt. 

Solche Zeichnung ist mit gut gespitztem Bleistift fein zu entwerfen, um den 
Teil einer Linie, welcher über den noch unbekannten Schnittpunkt mit einer folgen- 
den hinausgezogen wurde, mit Gummi fortreiben zu können. 

Anmerkung. Zieht man von Jf, der Mitte des Abstandes HÄ, durch G die 
Gerade, so trifft sie die Grundlinie OX (nach dem Verhältnissatze) im Teilpunkte 2, 
mitten zwischen und 4, und ML stöfst auf ^/2. Man erhält also auf OH die Punkte 
G und L auch durch die Geraden von M nach 2 und nach ^/2. Dies lehrt; 

Hat man auf dem Zeichenblatte für den ganzen Abstand nicht ausreichend 
Platz, so kann man mit dem halben Abstände arbeiten, indem man die 
halben Strecken wie ganze Längen zählt. Auch V4 oder Vö des Abstandes 
kann man in entsprechender Weise benutzen. 

2) Einen wagerecht liegenden Kreis mittels des ihm umbeschriebenen 
Quadrats und der Kreisschnittpunkte seiner Eckenlinien in senkrecht stehen- 
der Bildfläche darzustellen. 

Ausführung. Man denke den Kreis mit dem ihm umheschriebenen Quadrate 
in der Grundebene der Figur 80 nahe hinter der Bildfläche BF so, wie er mit quer- 
laufender Grundlinie des Quadrates vor dem Zeichner liegen soll, wirklichhinge- 
zeichnet zwischen MK und WS, und diese Figur, durch Drehen um die Grundlinie 
JPTF, hinabgelassen, so dafs sie die nach unten gehende Fortsetzung der Bild- 
fläche wird. Dann hängt sie, wie in Figur 82, an der Grundlinie GL der Bildfläche, 
in welcher die Darstellung ausgeführt werden soll. 

Zunächst wird die Horizontlinie ÄH gezogen. Ihr Abstand von der Grundlinie 
GIj ist gleich dem Kreisdurchmesser genommen. In ihr wurde der Hauptpunkt H 
über der Mitte des nach rechts gehenden Kreishalbmessers gewählt und von H aus 
nach links als Abstand HÄ eine Strecke, gleich dem doppelten Durchmesser, abge- 
tragen. 

Da in der ursprünglichen Lage des Quadrates (vergl. Figur 79) seine Neben- 
seiten BE und CD, sowie die Sehnen SF und JQ^ welche die ihnen nächsten Kreis- 
punkte der Eckenlinien verbinden, rechtwinklig gegen die Bildfläche stiefsen, so 



Digitized by 



Google 



— 103 



8, 16. 



sind ihre Darstellungen in der Bildfläche von den Treffpunkten in GL aus nach dem 
Hauptpunkte H zu ziehen. Die Eckenlinie BD traf die Grundlinie der Bildfläche 




Figur 82. 

unter einem halben Rechten, wie MG in Figur 80, deren Darstellung Mc nach A 
lief. Also hat man auch hier den Treffpunkt M mit dem Abstandspunkte A zu ver- 
binden und erhält dadurch auf den nach H gehenden Linien die Lage der Bildpunkte 
d und h von B und B, Von h und d zieht man wagerechte Gerade bis zu den Dar- 
stellungen der Nebenseiten des Quadrates und findet dort die Bildpunkte c und e von 
G und E\ so dafs das wagerecht liegende Quadrat im Bilde erscheint als Trapez. 
Seine Eckenlinie ec liefert auf den zum Hauptpunkte gehenden Linien die Bildpunkte 
f und i. Die Berührungslinien bei F und J laufen wie BB^ also zieht man Af und 
Ai als Berührungslinien des zu zeichnenden Kreises. Sie schneiden die Verlän- 
gerungen seines wagerechten und senkrechten Durchmessers in Ä;, n und j?, und dies 
sind drei Eckpunkte eines zweiten umbeschriebenen Quadrates, dessen Seiten in der 
ursprünglichen Figur den Kreis in jP, 5, J und Q berühren. Mithin wird Jcp und nq 
noch ein Paar von Berührungslinien des zu zeichnenden Kreises. Seine elliptisch 
erscheinende Darstellung kann man nun mit Sicherheit ziehen, da man von ihr acht 
Punkte und acht Berührungslinien hat. Diese letzteren sind es hauptsächlich, 
welche die flach zu nehmende oder runder auszuführende Biegung leiten. 

Anmerkung. Zu beachten ist, 1) dafs die Darstellung des Kreises 
links und rechts keine Spitzen hat. Man darf also, wenn man zur genauen 
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Ausführung nicht Zeit hat, anstatt um den wagerechten Durchmesser die 
Ellipse mit Bleistift aus freier Hand zu zeichnen, nicht mit dem Zirkel 
zwei flache Kreisbogen beschreiben; die dort an ihren Schnittpunkten scharfe 
Ecken liefern würden. Ferner 2) dafs die vordere Hälfte des Kreises 
gröfser erscheint, als die hinter Ten liegende. (Vergl. die Breite der Seiten- 
flächen von den beiden Pfeilern in Figur 81; OL erscheint gröfser, als die 
Würfelgrundkante vor G) Namentlich 3): das Auseinandergehen der 
Berührungslinien He und Hd bringt die breiteste Stelle, die grofse Achse 
der Ellipse, nicht auf Tcn^ sondern vor den ftuerdurchmesser des Kreises. 
Die Kreishälften fallen im Bilde um so mehr verschieden aus, je kürzer der 
Augenabstand HA genommen wird. Um die notwendig vorhandene Ungleichheit deut- 
lich bemerkbar zu machen, ohne die Figur unschön werden zu lassen, wurde für HA 
nur die 2V2fache Bildbreite angesetzt, während in der Anmerkung zu Nr. 15 ange- 
geben ist, dafs der Abstand am besten gleich der drei- bis vierfachen Breite des Bildes 
zu wählen sei. 

3) Eine auf dem Fufsboden in farbigen Fliesen ausgeführte Stern- 
figur in seitlich schräger Ansicht auf senkrechter Bildfläche darzustellen. 

Ausführung. Der Zeichner habe sich so hingestellt, dafs die quer vor ihm 
laufende Grundlinie der Bildfläche einen Winkel von 36^ bildet mit der vorderen 




Figur 83. 
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Seite des Quadrates, welchem die Sternfigur eingelegt ist. Denkt man wieder die 
Ebene der wirklichen Figur hinuntergeklappt, dafs sie unter der Grundlinie GL der 
Bildfläche hängt, so stellt sie sich wie Figur 83 dar. Die Quadratseite ED bildet mit 
GL den Winkel EKG = 36®. Das Übertragen der der Wirklichkeit entsprechenden 
Zeichnung BCBE nach oben in die Bildfläche ist sehr leicht auszuführen. Man 
braucht nämlich nur von einem einzigen Eckpunkte des Quadrates die Lage seines 
Bildpunktes zu bestimmen. Dazu wird man den von GL fernsten Eckpunkt B 
wählen, weil zwei nahe bei einander stehende Punkte die Lage des Lineals nicht 
sicher genug bestimmen. Man trägt also die auf GL gefällte Senkrechte BBx nach 
links bis G ab; dann erhält BG^ wegen ^ BGL = V2 jR, im Bilde die Richtung GA 
zum Abstandspunkt und schneidet BiH im Bildpunkte h. Bei den Punkten, in welchen 
die verlängerten Quadratseiten die Grundlinie GL treffen, fangen die Bildlinien an ; 
(vergl. M und "FT in Figur 80) Mb giebt c auf GxH und Wh e auf EtH\ mit diesen 
hat man durch Ke den vierten Eckpunkt d auf BxH und Je mufs durch denselben 
Punkt d gehen. Die Teilung des Bildvierecks hcde in sechsmal 6 Felder erfolgt sehr 
bequem mittels der Fluchtpunkte. Die den Quadratseiten BE und CD gleich- 
laufenden Teilungslinien müssen im Bilde mit eh und de denselben Fluchtpunkt J^^ auf 
der Horizontlinie haben. (Nr. 15, Zs.) Man verlängert also eh bis HA\ den Schnitt- 
punkt ^F mufs auch die Verlängerung von de treffen. Nun zieht man von den 6 Punkten 
zwischen W und J) in welchen die den Seiten BE und GL gleichlaufenden Teilungs- 
linien anstofsen, nach F hinüber, sowie von denen zwischen M und K nach dem 
Fluchtpunkte, in welchem eh und de auf der verlängerten AH sich schneiden (der hier 
im Buche nicht mehr Platz fand). Schliefslich hat man, entsprechend der Vorzeich- 
nung BCBE^ auf den Teilungslinien diejenigen Strecken stärker nachzuziehen, welche 
die Stemfigur darstellen. 

Anmerkung. Eine recht ansprechende Figur entsteht, wenn man einen ganzen 
Fufsboden (nicht zu weit ausgedehnt) mit aneinander gereihten Quadraten oder regel- 
mäfsigen Sechsecken getäfelt (oder mit dunklen Dreiecken oder Quadraten zwischen 
den Seiten der benachbarten regelmäfsigen Sechsecke) in gerader oder schräger An- 
sicht darstellt. 

17. Übungen. 

1) Wie viele senkrechte Linien lassen sich im Räume auf einer Geraden in dem- 
selben Punkte errichten, und wie viele von einem aufserhalb derselben gegebenen 
Punkte auf sie fällen? 

2) Durch einen gegebenen Punkt einer Geraden die auf ihr senkrechte Ebene 
zu legen. 

3) Durch einen aufserhalb einer Geraden gegebenen Punkt die auf ihr senkrechte 
Ebene zu legen. 

4) Auf eine Ebene von einem aufserhalb derselben 
gegebenen Punkte die Senkrechte zu ftillen. 

Ausführung. Man ziehe in der Ebene MN eine Ge- 
rade ABj denke sich durch sie und den gegebenen Punkt P 
die Ebene und fälle in dieser von P BJiiAB die Senkrechte 
PC. Dann emchte man in C auf AB in MN die Senkrechte 
CD, lege durch sie und P eine Ebene und fälle in dieser 
von P auf OB die Senkrechte P§, so ist sie die verlangte. 

Beweis. Man ziehe in JfiY QE || CA. Es steht CA 
senkrecht auf der Ebene PCQ^ also auch QE; daher ist 

j^ EQP = R, U. S. W. Figur 84. 
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5) In einem Punkte einer Ebene die Senkrechte auf ihr zu errichten. 
Ausführung. Von einem Punkte P aufserhalb der Ebene MN fällt man die 

Senkrechte PQ, legt durch sie und den gegebenen Punkt C die Ebene und zieht in ihr 
CS II ÖP, so ist sie die verlangte. (Nr. 5.) 

6) Durch einen aufserhalb einer Ebene gegebenen Punkt eine mit ihr gleich- 
laufende Ebene zu legen. 

7) Gehen von einer Geraden, die mit einer Ebene gleichlaufend ist, bis zu dieser 
gleichgerichtete Gerade, so sind sie gleich lang. 

8) Giebt es für zwei sich kreuzende Linien eine Ebene, auf welcher beide senk- 
recht stehen? 

9) Durch eine von zwei sich kreuzenden Geraden die der andern gleichlaufende 
Ebene zu legen. 

10) Eine mit zwei sich kreuzenden Geraden gleichlaufende Ebene durch einen 
gegebenen Punkt zu legen. 

11) Eine gerade Linie zu ziehen, die gleich weit entfernt bleibt von drei gleich- 
gerichteten Geraden, welche nicht in derselben Ebene sich befinden. (Man lege eine 
auf diesen senkrechte Ebene.) 

12) In einer Ebene zieht man vom Fufspunkte einer gegen sie unter 45^ ge- 
neigten Linie eine Gerade auch unter 45^ gegen deren Ablotung. Wie grofs ist der 
von der Geraden und der gegebenen Linie eingeschlossene Winkel? (Man errichte in 
der Ebene auf der Ablotung im Fufspunkte einer ablotenden Geraden die Senkrechte.) 



Aufgaben zur Darstellung von Schaubildern. 

13) An den in Figur 85 angegebenen, aber erheblich gröfser zu zeichnenden 

gotischen Bau (von welchem die Seiten- 
ansicht der Pfeiler und Bogen noch nicht 
sogleich mit zu übertragen ist) einen 
ebensolchen Seiten- 
flügel , entsprechend 
der Figur 81, anzu- 
fügen. Die Horizont- 
linie werde durch die 
höchsten Punkte der 
Thorbogen gelegt, der 
Hauptpunkt von der 
Kante an der Ecke aus 
gleich der IV2 fachen, 



Figur 85. 

der Abstand HÄ gleich der dreifachen Breite der Hauptzeichnung 
genommen. Um im Seitenflügel den Spitzbogen die richtige Biegung 
zu verschaffen, sind bei der Vorderfigur in V4.und ^U der Thorbreite 
die Senkrechten bis zum Bogen zu errichten. 

14) Einen Obelisken darzustellen, durch dessen Höhe die Bild- 
ebene so geht, dafs sie die linke und rechte Seite des Grundquadrates 
halbiert. Der Höhenschnitt wird in der Bildfläche punktiert vor- 
gezeicLnet (vergl. Figur 120 in 10, 20), fast doppelt so grofs, 
als Figur 86 angiebt. Die Horizontlinie werde so tief genommen. 




Figur 86. 
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dafs sie zu sein scheint die Fortsetzung der oberen Grenzlinie des fast quadratischen 
Teiles. 

15) Eine Steinplatte zu zeichnen, deren Grundfläche ein regelmäfsiges Sechseck 
ist und deren Seitenflächen Quadrate sind. Das Hilfssechseck habe eine Seite in der 
Grundlinie GL der Figur 82. 

16) Eine mit der Grandlinie der Bildfläche gleichliegende Walze von seitwärts 
angenommenem Standpunkte aus mittels ihrer beiden Grenzkreise darzustellen durch 
Verbinden der bestimmten 8 Punkte, sowie der äufsersten Grenzpunkte der Kreise. 

17) Eine auf quadratischer Steinplatte stehende Säule zu zeichnen. Der Durch- 
messer ihres oberen Grenzkreises werde gleich ^/s von dem des Grundkreises genom- 
men. Nur die äufsersten Punkte der Grenzkreise sind zu verbinden zur Darstellung 
der Säule. Sie kann oben durch ein ringförmiges Stück mit aufgelegter Steinplatte 
abgeschlossen werden. 

18) Einen durchsichtigen Würfel darzustellen, bei welchem jede Ecke bis zur 
Mitte ihrer Kanten abgestumpft ist. Seine Stellung sei, entsprechend der Figur 83 
so, dafs ^ EKG = 20^ ist. Der Eckpunkt D werde in der Linie GL angenommen. 
Nachdem die Figur mit Bleistift fein gezeichnet ist, sind die nur durch den Körper 
sichtbaren Grenzlinien mit Tusche (Tinte) fein nachzuziehen und die vorn um so kräf: 
tiger, je mehr sie in den Vordergrund treten. Dann werden die Bleistift-Hilfslinien 
mit Gummi weggerieben, so dafs nur die Kanten des von 6 Quadraten und 8 gleich- 
seitigen Dreiecken begrenzten Körpers zu sehen sind. (Vergl. Figur 169 und 171.) 

19) Ein flaches Arbeitskörbchen zu zeichnen, dessen Boden ein regelmäfsiges 
Fünfeck von 2 cm Halbmesser ist. Der Rand ist ein gleichliegendes regelmäfsiges 
Fünfeck von 4 cm Halbmesser und die Höhe des Körbchens (der Abstand der Mittel- 
punkte) sei 1 cm. Für die Hilfsfigur legt man um einen Punkt nrittels des Winkel- 
messers 5 Winkel von je 72^, beschreibt um den Punkt Kreise mit 4 und 2 cm Halb- 
messer und zeichnet die beiden regelmäfsigen Fünfecke fertig. Dann zieht man einen 
beliebigen Durchmesser des grofsen Kreises. In diesem soll die Bildfläche auf der 
Ebene der Hilfsfigur senkrecht stehen. Man fällt also auf ihn von allen Eckpunkten 
die Senkrechten, durch deren Niederlegen der Standort der Eckpunkte in der Bild- 
fläche zu bestimmen ist, und zwar zuerst für den Rand. Nachdem eine wagerechte 
Linie gezogen ist, die jenen Durchmesser bedeuten soll, wähle man den Mittelpunkt 
und nehme 5 cm darüber den Hauptpunkt an und für den Abstand 15 cm. Die Lage 
jedes Eckpunktes im Bilde wird nun nach dem 2. und 3. Satze bestimmt und jeder 
folgende Bildpunkt sogleich mit dem vorher gefundenen verbunden. Die in den Vor- 
dergrund kommenden Fünfecksseiten werden um so mehr verstärkt, je weiter sie in 
den Vordergrund treten. Dann legt man 1 cm unter der ersten Wagerechten die für 
den Hilfsdurchmesser des Bodenfünfecks und ermittelt die Lage der Eckpunkte von 
seinem senkrecht unter dem ersten liegenden Mittelpunkte aus ; die Seiten dieses Fünf- 
ecks aber ziehe man nur so weit, als sie von den Wänden des Körbchens nicht ver- 
deckt werden. Hat man endlich noch die Kanten der Seitenflächen gezogen, so zeichne 
man unter dem Körbchen eine quadratische Tischplatte, deren ferne Grenze die erste 
Wagerechte ist und deren vorderer Rand wieder 1 cm tiefer gelegt wird. Dadurch 
hebt sich die beliebig entworfene Stellung des zierlichen Körbchens schön hervor. 

Weiteres über die Herstellung der Schaubilder 10, 19 und 20. 
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Figur 87. 



9. Qlied. Zwei Ebenen. 

a. Die beiden Ebenen schneiden sich. 

1. Erklärung. Wenn von einer geraden Linie zwei Ebenen auslaufen, 
so bilden sie einen Flächenwinkel. Die Ebenen sind seine Schenkel- 
ebenen, die gerade Linie seine Scheitellinie. Er- 
richtet man auf der ScheitelUnie LM in einem Punkte 
derselben in beiden Schenkelebenen Senkrechte, AB und 
AC^ so bilden sie einen ebenen Winkel GAB, welcher 
der Neigungswinkel der Schenkelebenen genannt 
wird. 

In welchen Punkten der Scheitellinie man die 
Schenkel des Neigungswinkels errichten mag, überall 
sind die entstehenden Winkel als Winkel mit gleichge- 
richteten Schenkeln einander gleich. (8, 7.) Die Ebene 
des Neigungswinkels steht auf der Scheitellinie senk- 
recht. (8, 2.) 

2. Ls. Flächenwinkel mit gleichen Neigungswinkeln sind gleich. 

Bw. Bringt man die Neigungs- 
winkel zur Deckung, so fallen auch 
die Schenkelebenen aufeinander. 
(8, 2, 1.) 

3. Umkehrung. Gleiche Flächen- 
winkel haben gleiche Neigungswinkel. 

Bw. durch Deckung der Flächen- 
winkel. 

4. Ls. Flächenwinkel verhalten sich wie ihre Neigungswinkel. 

Man lege den kleineren Flächenwinkel so in den gröfseren, dafs die 
Scheitellinie, sowie eine Schenkelebene zusammenfallen, und zeichne bei 

demselben Punkte S die Neigungswinkel 
für beide Flächen winkel; dann liegen 
deren Schenkel SA, SB, SO in einer 
Ebene, die auf der Scheitellinie SJ senk- 
recht steht. 

BSE ASB 
Bh. 





DSF ASG' 
Beim Beweise sind zwei Fälle zu 
unterscheiden: entweder haben die Nei- 
gungswinkel ein gemeinsames Mafs, 
oder nicht. 

Im ersten Falle führe man in der 
Ebene ASO der beiden Neigungswinkel 
mit dem gemeinsamen Mafse, dem Winkel ASG, a, die Messung aus. Es 
habe zl ASB p a und ^ ASG q a, also 

ASB _pa ASB^ _ p 

qa ^ ASG ~ q 



Figur 89. 



ASG 
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Nun lege man durch die Scheitellinie SJ und jeden Schenkel der Winkel a, 
S6r, SH, . . . eine Ebene; dann entsteht eine Figur, die aussieht wie ein 
aufgeblättertes Buch. Je zwei benachbarte Ebenen schliefsen einen Flächen- 
winkel ein, für welchen der betreffende Winkel a der Neigungswinkel ist. 
(8, 2.) Alle diese Flächenwinkel sind daher gleich grofs, (Nr. 2) und man 
kann einen von ihnen, KSB, dessen Gröfse mit W bezeichnet werden möge, 
als Mafs für die gegebenen Flädhenwinkel nehmen. Da zu jedem der ein- 
getragenen Winkel a ein Flächenwinkel W gehört, so besitzt der Flächen- 
winkel DSE pW und DSF qW\ mithin 

BSE _pW BSE _ p 

BSE ~ qW ' BSE ~" q' 

Aus 1) und 2) folgt die Behauptung. 

Zweiter Fall. Haben die Neigungswinkel ÄSB und ÄSC kein gemein- 

BSE _ ÄSB 

BSE ~~ ÄSC 
Wären die Brüche nicht gleich, so könnte 

BSE ^ ÄSB . -, ... r> X. A 

-=rT— >> -7-— 7 sem. Den zu kleinen Bruch der 

JJoJf ÄoO 

Neigungswinkel könnte man um so viel vergröfsert 
denken (durch Vergröfserung des Zählers ÄSB um 
den Winkel BSX), dafs er dem andern gleich wird, 
so dafs 

^ BSE ~~ ÄSC 
Nun könnte man den Winkel ÄSC mit einem ^'^' ^°- 

Winkel messen, welcher in ihm aufgeht. Das leistet jeder einfache Bruch- 
teil desselben, Vn ^SC. Deshalb darf noch die Bedingung gestellt werden, 
dafs der gewählte Winkel kleiner ist, als die Zugabe BSX, Das Abtragen 
des gewählten, vielleicht sehr kleinen Winkels in der Ebene SÄBC beginnt bei 
SÄ und schreitet fort, wie in Figur 89 a, a, a . . . Dabei kann kein einge- 
legter Schenkel in SB kommen, denn dann würden, da das Eintragen in SC 
schliefst, die beiden Winkel ÄSB und ÄSC doch ein gemeinsames Mafs haben, 
den eben gebrauchten Winkel. Vom letzten Schenkel vor SB (etwa SN) kann 
der nächste nicht in SZ, oder gar dahinter, fallen, weil sonst der Mafswinkel 
gröfser wäre, als BSX. Also mufs der nächste zwischen SB und SX zu 
liegen kommen. Legt man nun durch diesen oder einen andern von den 
dazwischen fallenden, es sei SO, und durch die Scheitellinie SJ die Ebene, 
so entsteht ein Flächenwinkel BSP, welcher mit BSE ein gemeinsames Mafs 
besitzt, den Flächenwinkel, dessen Neigungswinkel der gebrauchte Mafswinkel 
ist. Für sie ist also nach dem ersten Falle 

^ BSE ~ ÄSC 
Die in den Gleichungen 3) und 4) übereinstimmenden Nenner fallen fort, 
wenn 3) durch 4) dividiert wird; dadurch käme 

BSE _ ÄSX 

BSP ~ ÄSO ' 
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Das ist aber ein Widerspruch; denn — -- ist ein echter Bruch, also -< 1; 



aber 



ÄSX 
ÄSO 



BSP 

ein unechter Bruch, also > 1. Sie können nicht gleich sein. 



Daher ist die Annahme, 



DSE 



ÄSB 



DSF ^'^^" ^''^^'^' ^^' ASG 



, unrichtig. 



Es kann aber auch nicht < J sein. Denn dann würde man 

den zu grofsen Bruch der Neigungswinkel durch Verkleinern des Zählers 
ASB um so viel vermindert denken, dafs er dem andern gleich wäre; hierauf 
ebenso verfahren, und käme dann auf dieselbe Ungereimtheit, dafs ein unechter 
Bruch einem echten gleich sein müfste. Daher sind die Gröfsenverhältnisse 
auch einander gleich, wenn die Winkel kein gemeinsames Mafs haben. 

Anmerkung. Das Messen eines Flächenwinkels, welches doch 
nur mit einer gleichartigen Gröfse, mit einem Flächenwinkel, vollzogen 
werden könnte, braucht mithin so nicht ausgeführt zu werden. Man mifst 
bei jedem Flächenwinkel seinen Neigungswinkel mit einem ebenen Winkel 
in gewöhnlicher Weise, und hat in deren Verhältnis das der Flächenwinkel. 

Ein Flächenwinkel, dessen Neigungswinkel ein rechter Winkel ist, heifst 
ein rechter. Ein Flächenwinkel ist spitz, stumpf, gestreckt, überstumpf, 
wenn sein Neigungswinkel spitz, stumpf, gestreckt oder überstumpf ist. 

Auch die Winkelmessung durch Grade, Minuten und Sekunden läfst 
sich nun auf das Messen der Flächenwinkel übertragen. Der Flächen- 
winkel, dessen Neigungswinkel ein ebener Winkelgrad ist, wird als Flächen- 
winkelgrad genommen. Seine Sechzigstel sind Minuten, und deren Sechzigstel 
Sekunden. Ein gegebener Flächenwinkel hat so viel von diesen Graden, 
Minuten und Sekunden, wie sein Neigungswinkel Winkel- Grade, Minuten 
und Sekunden besitzt, deren Anzahl man auch durch Bogen-Grade, Minuten 
und Sekunden finden kann. 

Erklärung. Erweitert man bei einem Flächenwinkel die eine Schenkel- 
ebene über die Scheitellinie hinaus, so entsteht sein Nebenflächenwinkel; 
die Erweiterungen beider Schenkelebenen über die Scheitellinie bilden seinen 
Scheitelflächenwinkel. 

Zusätze. 1) Nebenflächenwinkel sind zusammen gleich zwei Rechten. 
2) Scheitelflächenwinkel sind gleich. 

5. Ls. Jede Ebene, welche 
durch eine auf einer Grundebene 
stehende Senkrechte gelegt wird, 
steht auch auf der Grundebene 
senkrecht. 

Man zeichne im Fufspunkte 
A der Senkrechten AB den 
Neigungswinkel der gelegten 
Ebene PQ gegen die Grund- j^ 
ebene MN, 





Figur 91. 



Figur 92. 



6. Ls. Auf einer Ebene kann in einer ihrer Geraden nur eine Ebene 
senkrecht stehen. (Figur 92.) 
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7. Ls. Errichtet man in einer von zwei aufeinander senkrechten Ebenen 
auf der Schnittlinie eine Senkrechte, so steht sie anf der andern Ebene 
senkrecht. 

Bw. wie zu Nr. 5. (Figur 91.) 

Zs. Durch eine einer Grundebene gleichlaufende Gerade ist nur eine 
Ebene rechtwinklig zur Grundebene zu legen. 

Bw. Wäre durch BQ (Figur 91) noch eine zweite Ebene senkrecht 
auf 3IN möglich, so könnte man, wie BA auf PjR, auch BA^ auf die Schnitt- 
linie PiBi der zweiten Ebene fällen, die dann beide .... 

8. Umkehrung. Errichtet man anf einer von zwei aufeinander senk- 
rechten Ebenen in einem Punkte der Schnittlinie die Senkrechte, so liegt 
sie in der andern Ebene. 

Käme sie vor oder hinter die Ebene, so könnte man in dieser auf 
der Schnittlinie in demselben Punkte die Senkrechte 
Ab errichten (Figur 91) und fände durch Nr. 7 
Widerspruch mit 8, 2, 1. 

9. Ls. Stehen zwei sich schneidende Ebenen 
auf einer Grundebene senkrecht, so steht auch ihre 
Schnittlinie auf der Grundebene senkrecht. 

Bw. Stände die Schnittlinie SL nicht auf MN 
senkrecht, so könnte man in S auf der Ebene MN 
die Senkrechte errichten. Diese müfste nach Nr. 8 
in jeder der beiden Ebenen AL und BL liegen, die dann in zwei gewrden 
Linien sich schnitten, was nicht möglich ist. 

Zusätze. 1) Durch eine auf einer Grundebene schief 
stehende gerade Linie ist nur eine Ebene senkrecht zur 
Grundebene zu legen. 

2) Fällt man von einem Punkte Lote auf zwei sich 
schneidende Ebenen, so steht deren Schnittlinie auf der 
durch die Lote bestimmte Ebene senkrecht. (Figur 94.) 
Daher ist ^ ASB der Neigungswinkel der Ebenen; er 
ergänzt den von den Loten gebildeten Winkel 
ABB zu 2 Rechten. 



y 



Figur 93. 




h. Die beiden Eb-enen sind gleichlaufend. 



Figur 94. 



10. Ls. Zwei auf derselben Geraden senkrecht stehende Ebenen sind 
gleichlaufend. (8, 3, 2.) 

Bw. Könnten sie sich schneiden, so würde 
man durch die Gerade GL und einen Punkt X der 
Schnittlinie eine Ebene legen, welche dieselbe in 
geraden Linien, AX und BX^ schneiden müfste, 
und es würde ein geradUniges Dreieck XAB mit 
zwei rechten Winkeln entstehen, was nicht mög- 
lich ist. 

Zs. Von einem aufserhalb einer Geraden ge- ^ 3: L 

gebenen Punkte kann man auf diese nur eine 

Ebene senkrecht legen. Figur 95. 



Digitized by 



Google 



9, 11. 12. 13. 



— 112 




Aufgabe. Durch einen aufserhalb einer Ebene gegebenen Punkt eine 
mit dieser gleichlaufende Ebene zu legen. 

11. Ls. Gleichlaufende Ebenen werden von einer Ebene in gleich- 
laufenden Linien geschnitten. 

Bw. Wären die Schnittlinien AB und 
CD nicht gleichlaufend, so müfsten sie, da sie 
in einer Ebene {QK) liegen, sich schneiden. 
Ihr Schnittpunkt X gehörte, als Punkt der 
Linie OD, der Ebene OP an, und als Punkt 
der Linie AB auch der Ebene MN, Die 
beiden gleichlaufenden Ebenen würden sich 
also treffen. 

^**^ ^ 12. Ls. Winkel mit paarweise gleich- 

laufenden Schenkeln haben gleichlaufende Ebenen. 

Bw. Zum ersten Winkel BAC 

sei der zweite entweder EBF oder 

sein Nebenwinkel FBM, Wäre 

mit der Ebene MN dieser beiden 

die Ebene des Winkels BAC nicht 

gleichlaufend, so könnte man 

durch seinen Scheitel A die der 

MN gleichlaufende Ebene legen. 

Diese Ebene würde die Ebenen 

^^ — — 2» AE und AF der Schenkelpaare. 

etwa in AX und AZ schneiden, 

^^^^ ^' oder wenigstens die eine in einer 

andern Linie als AB oder AC. Nach Nr. 11 wäre dann J.X || DiJ, -aber 

auch AB II BE, also müfste AX \\ AB sein. Fiele AX mit AB zusammen, so 

käme man mit AZ und AG auf diesen Widerspruch. Mithin müssen die Ebenen 

der Winkel gleichlaufend sein. 
9^ 

13. Ls. Werden zwei gleich- 
laufende Ebenen von einer Ebene 
geschnitten, so sind von den ent- 
stehenden 8 Flächenwinkeln je zwei 
gleichliegende und je zwei Wechsel- 
winkel gleich, und es sind je zwei 
entgegengesetzte und je zwei abge- 
wandte Winkel zusammen gleich 
zwei rechten Flächenwinkeln. 

Nachdem für den Flächenwin- 
kel QFN bei A der Neigungswinkel 
BAC gezeichnet ist, mufs nachge- 
wiesen werden, dafs die Erweiterung 
.seiner Ebene im Schnitt mit der 
zweiten Ebene OP bei D Neigungs- 
Figur 98. Winkel entstehen läfst. 
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Anmerkung. In die ümkehrung dieses Satzes mufs die Bedingung 
aufgenommen werden, dafs die Schnittlinien AF und DJ gleichlaufend sind. 
Bw. durch Satz 12. 

14* Ls. Ist eine gerade Linie mit einer von zwei gleichlaufenden 
Ebenen gleichlaufend, so ist sie auch mit der andern gleichlaufend oder sie 
liegt ganz in ihr. 

Bw. Man lege durch die gerade Linie und einen Punkt der ihr gleich- 
laufenden Ebene eine Ebene, so wird die Schnittlinie mit der gegebenen 
gleichlaufend. (8, 11.) Durch die Schnittlinie und einen Punkt der zweiten 
Ebene legt man wieder eine Ebene; die entstehende Schnittlinie wird der 
ersten, also auch der gegebenen Linie gleichlaufend. (Nr. 11 und 8, 6.) 
Mithin ist diese mit der andern Ebene gleichlaufend. (8. 10.) Weifs man, 
dafs die Gerade mit der zweiten Ebene einen Punkt gemeinsam hat, so 
wählt man diesen beim Legen der zweiten Hilfsebene. 

15. Ls. Schneidet eine gerade Linie die eine von zwei gleichlaufenden 
Ebenen, so schneidet sie auch die andere. 

Das Gegenteil wird durch Nr. 14 abgewiesen. 

16. Ls. Eine Gerade, welche auf einer von zwei gleichlaufenden Ebenen 
senkrecht steht, ist auch auf der andern senkrecht. 

Man lege durch die Gerade ABC (Figur 99) zwei 
Ebenen und wende den Satz Nr. 11 an. 



17. Verallgemeinerung. Eine Gerade schneidet _ 
gleichlaufende Ebenen unter gleichen Neigungs- ^ 
winkeln. 

Einen Punkt der Geraden lote man auf die 
Ebenen ab und lege durch die Senkrechte und die 
Gerade eine Ebene. 

Läfst sich dieser Satz umkehren? 




Figur 99. 



18. Ls. Gleichlaufende Gerade zwischen gleichlaufenden Ebenen siiid 
gleich. 

Figur 96 giebt an, was zu thun ist, um zu beweisen, dafs die Streqken 
AC und BD gleich sind. ; 

Zs. Gleichlaufende Ebenen haben überall gleichen Abstand. (Figur 99.) 

19. Übungen, 

1) Ist eine' Ebene einer andern gleichlaufend, so ist jede in ihr liegende 
Gerade mit der andern Ebene gleichlaufend. - . 

2) Stehen drei oder mehr Punkte, welche nicht in einer geraden Linie 
liegen, auf derselben Seite einer Ebene gleich weit von ihr ab, so liegen 
alle in einer Ebene, welche mit jener gleichlaufend ist. 

3) Zu bestimmen den Ort aller Punkte, welche von zwei gegebenen 
Ebenen gleichen Abstand haben, wenn die Ebenen a) gleichlaufend sind, 
oder h) sich schneiden. 

4) Unter welcher Bedingung- sind zwei Ebenen, die auf einer Grund- 
ebene senkrecht stehen, gleichlaufend? 

Martus, Baamlehre. 2. 8 
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5) Stehen auf einer Grundebene eine Ebene und eine gerade Linie 
(welche nicht in dieser liegt) senkrecht, so sind sie gleichlaufend. 

6) Die Umkehrung dieses Satzes mufs lauten: Sind eine Gerade und 

eine Ebene gleichlaufend, so steht eine auf 

"" der Geraden senkrechte Ebene auch auf der 
Ebene senkrecht. 

7) Die Ebene des Neigungswinkels zweier 
Ebenen steht auf diesen senkrecht 

8) Durch einen aufserhalb zweier Ebenen 
gegebenen Punkt eine Ebene zu legen, welche 

Figur 100. Ruf beiden senkrecht steht. 

9) Zwischen zwei sich kreuzenden Geraden diejenige Verbindungslinie 
zu ziehen, welche auf beiden senkrecht steht. (Figur 100.) 




10. Glied. Drei Ebenen. 

a. Drei gleichlaufende Ebenen. 

1. Ls. Sind zwei Ebenen einer dritten gleichlaufend, so sind sie selbst 
gleichlaufend. 

Bw. durch eine auf der dritten Ebene errichtete Gerade. (9, 16 und 10.) 
Zusätze. 1) Schneidet eine Ebene die eine von zwei gleichlaufenden 
Ebenen, so schneidet sie auch die andere. 

2) Durch einen aufserhalb einer Ebene hegenden 
Punkt ist nur eine ihr gleichlaufende Ebene möglich. 

2. Ls. Drei gleichlaufende Ebenen schneiden 
von zwei geraden Linien verhältnisgleiche Strecken ab. 

^^ AE . GF ^ AB CD 

Bh. -— - = -—-. auch -—- = -— — 

EB FD' AE CF 

^ AB CD * 
und — — = -— — . 
EB FB 

Bw. Man ziehe durch A die der OB gleich- 
laufende Gerade AG, Die durch AGr und AB^ und 
die durch AG und GB bestimmten Ebenen schneiden 
die gegebenen Ebenen in gleichlaufenden Geraden, 
Figur 101. woraus die Richtigkeit der Behauptung hervorgeht. 

5. Drei sich schneidende Ebenen. 

3. Ls. Pie drei Schnittlinien dreier 
Ebenen müssen entweder durch einen Punkt 
gehen oder gleichlaufend sein* 

Bw. 1) Wenn die Schnittlinien x und y 

sich schneiden, so gehört der Schnittpunkt 

als Punkt der Linie x der Ebene B an und 

Figur loa. als Punkt der Linie y auch der Ebene A. Der 
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den Ebenen A und JB gemeinsame Punkt mufs also ein Punkt ihrer Schnitt- 
linie ^ sein. Also gehen alle drei Schnittlinien durch denselben Punkt 0. 

Wenn 2) die Schnittlinien x und . 
«/ gleichlaufend sind, so kann ^, wie- 
wohl sie mit x in einer Ebene läuft, 
die Linie x nicht schneiden; denn 
sonst müfste auch y nach 1) durch 
diesen Punkt gehen, also die Linie x 
dort treffen, während sie ihr gleich- 
laufend sein sollte. 

Anmerkung 1. Zu den mög- 
lichen Lagen dreier Ebenen gehört 
noch der Fall, dafs alle drei in der- ^*^' ^«^ 

selben Geraden sich schneiden. 

Anmerkung 2. Diesem Lehrsatze über Baumgröfsen entspricht kein Satz in 
der Lehre von den Gröfsen in einer Ebene. 

4r. Erklärungen. Drei Ebenen, welche in drei gleichlaufenden Geraden 
sich schneiden, umschliefsen einen di:eiseitigen prismatischen Raum, der 
nach zwei Seiten offen ist. (Figur 103.) Drei Ebenen, deren drei Schnitt- 
linien durch denselben Punkt gehen, bilden eine dreiseitige körperliche 
Ecke. (Figur 102.) 

Legt man mehr als drei Ebenen so, dafs immer die neue Ebene durch 
eine Gerade geht, welche in der vorhergehenden Ebene mit ihrer Schnitt- 
linie gleichlaufend gezogen ist, so wird auch die Schnittlinie der letzten und 
ersten Ebene allen andern gleichlaufend (zu begründen durch die erste und 
vorletzte Schnittlinie wie bei Nr. 3, 2), und es entsteht ein mehrseitiger 
prismatischer Raum. Mehr als drei Ebenen, deren Schnittlinien von dem- 
selben Punkte auslaufen, bilden eine mehrseitige körperhche Ecke. 

Der Schnittpunkt ist der Scheitel der Ecke, die SchnittUnien heifsen 
die Kanten der Ecke oder des prismatischen Raumes, die Ebenen Seiten- 
ebenen oder kurz Seiten. 

Eine dreiseitige körperliche Ecke hat drei Seitenwinkel oder kurz Seiten 
und drei Flächen winkel oder kurz Winkel. In der kurzen Ausdrucksweise 
tritt die Übereinstimmung der Sätze über dreiseitige Ecken mit den Säi7^en 
über Dreiecke deutlich hervor. 

a) Eine drei&eitige Ecke. 
5. Ls. Gleichen Seiten einer dreiseitigen Ecke liegen gleiche Winkel 
gegenüber. 

Vs. Seitenwinkel ÄSB = ASO, 

Bh. Flächenwinkel an der Kante SC ist gleich 
dem an der Kante SB, 

Bw. Von einem beliebigen Punkte A der Kante 
der gleichen Seitenwinkel fälle man Senkrechte auf die 
gegenüberliegende Seitenebene BSC und auf ihre Kanten 
SB und SC, und verbinde 2) mit B und C, Dadurch 
entstehen die Neigungswinkel ABB und ACB der 
Flächenwinkel an den Kanten SB und SC, (8, 9, 4.) 




Digitized by 



Google 



lO,, 6. 7. 8. 9. 



— 116 — 



Dafs die Neigungswinkel, und darum auch die Flächenwinkel gleich sind, ist 
durch übereinstimmende Dreiecke mit ÄSB und ÄSC anfangend, leicht zu 
beweisen. 

Anmerkung. Man verlängere BS und CS über S hinaus als SB^ und 
SCi. Die Nebenwinkel ÄSBi und ASCi und der Scheitelwinkel B^SCi bilden 
eine neue Ecke mit zwei stumpfen Seitenwinkeln. Sind diese gleich, so 
sind auch die gegenüberliegenden stumpfen Flächenwinkel gleich; denn beim 
Beweise entsteht an der Ecke dieselbe Figur 104, von deren Winkeln man 
auf die Gleichheit ihrer Nebenwinkel schliefst. 

Zs. Eine Ecke mit drei gleichen Seiten hat auch die drei Winkel gleich. 

6. Umkehrung. Gleichen Winkeln einer dreiseitigen Ecke liegen gleiche 
Seiten gegenüber. 

Bw. ebenso, nur in umgekehrter Folge. 

Zs. Eine dreiseitige Ecke mit 3 gleichen Winkeln ist gleichseitig. 

7. Ls. Die gröfsere von zwei Seiten einer dreiseitigen Ecke hat den 
gröfseren Gegenwinkel. 

Vs. ^ ASB > ÄSa 

Nun sind die betreffenden rechtwinkligen Dreiecke nur 
zum Teil übereinstimmend. (1. T., 7, 3 und 7, 5, 2.) 

Zs. -In einer dreiseitigen Ecke liegt der gröfsten Seite 
der gröfste Winkel gegenüber. 




8. Ls. Der gröfsere von zwei Winkeln einer drei- 
seitigen Ecke hat die gröfsere Gegenseite. 
Abweisend zu verfahren. 

Zs, Dem gröfsten Winkel einer dreiseitigen Ecke hegt 
die gröfste Seite derselben gegenüber, 

9. Ls. In einer dreiseitigen Ecke ist die Summe zweier Seiten gröfser 
als die dritte Seite. 

Bw, Ist von den Seitenwinkeln a, b, c a der 
gröfste, so ist natürlich a-j- b > c und a -{- c '^ b; 
es ist nur zu beweisen, dafs die Summe der kleineren, 
6 -|- c, doch gröfser als a ist. 

Vom gröfsten Seitenwinkel a (CSB) schneide man 
den Seitenwinkel b (CSÄ) aby so dafs Zl CSE oder 
d = b ist] ziehe durch die Schenkel des Wmkels a 
beliebig die Gerade OB, welche den freien Schenkel des 
Winkels d in. E schneidet; mache SÄ = SE und ver- 
binde Ä mit B und C. 
Da A CSE ^ CSÄ, ist CE = CA\ daher wird aus AB> BC— CA 
AB> BE und darum in den nur zum Teil übereinstimmenden Dreiecken 
BSA und BSE Z. BSA odßr e > BSE, Fügt man. b = e^ hinzu, so ergiebt 
sich .6 -|- c > a. 

- Zs. In einer dreiseitigen Ecke ist der Unterschied zweier Seiten kleiner 
als die dritte. Denn aus & + c > « folgt c > a— 6 und 6 > a -^ c. 




Figur 106. 
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10. Pie Summe der Seitenwinkel jeder dreiseitigen Ecke ist kleiner 
als 4 Rechte. Allgemeiner: Die Summe der n Seiten winkel einer Ecke (die 
keine einspringenden Seitenebenen hat) ist kleiner als 4 R. 

Bw. Wir bezeichnen die Seitenwinkel der nseitigen Ecke A mit «i, «2? 
«3, . . . ofrt. Es ist zu beweisen, dafs die 
Summe aller a, oder in Zeichen 

S(a) < 4 R 
ist. Wir legen durch alle Seitenebenen der 
Ecke eine Grundebene. Die Schnittfigur wird, 
da jede Seitenebene eine Linie liefert, ein 
w-Eck. Jeder Eckpunkt desselben ist die 
Spitze einer dreiseitigen Ecke. Wir nennen 
bei jeder, auf die Spitze blickend, den rechts 
liegenden Winkel ß, den linken y und den 
Winkel des Grundvielecks d, und geben diesen Buchstaben ringsherum die 
Marken von 1 bis n. Nach dem vorhergehenden Satze ist 

ßi + 7i > ^1 

ß2 + 72 > ^2 




Figur 107. 



ßn + yn > äg 

S{ß)A-S(Y)>S{d), 
Die Summe der Winkel d desn-Ecks ist » • 2 R — 4 R, also 

S{ß) + %) > n • 2 R — 4 R, und die Summe der Winkel 
der n Seitendreiecke 

Sja) + S(ß) + S{y) = n > 2 R 

mithin S{a) < 4 R.*) 

ß) Polarecken. 

11. Vorbereitung. In Figur 94 zu 9, 9, 2) wurden vom Punkte P 
auf die Schenkelebenen eines Flächenwinkels Lote gefällt. Es zeigte sich, 
dafs auf der Ebene ÄFBS der Lote die Scheitellinie MS senkrecht steht, so 
dafs die Ebene der Lote die eines Neigungswinkels ÄSB ist, und dafs in 
dem Lotviereck ÄPBS Z -S + P = 2 R. 

Was dort für 1 Schnittlinie zweier Ebenen gemacht wurde, soll nun 
für 3 Schnittlinien dreier Ebenen ausgeführt werden. 

Die dortige Scheitellinie MS ist in Figur 108 0B\ man erkennt das 
Lotviereck in BCiPAi wieder, auf welchem OB senkrecht steht. Hier ist 



'*') Stellt man durch die gestreckten Finger einer Hand eine fünfseitige Ecke dar, 
stutzt die Fingerspitzen auf den Tisch und drückt die Hand langsam nieder, so spreizen 
sich die Finger mehr, die Winkel der Ecke werden gröfser, und erst, wenn die Hand 
platt auf den Tisch kommt, werden sie zu Winkeln um einen Punkt in der Ebene, die 
4 Rechte betragen. — Durch diesen Spafs ist obiger Satz leicht zu behalten. — Von 
einer nseitigen Ecke mit einspringenden Seitenebenen kann der Satz auch gelten. 
Beim Schliefsen eines noch senkrecht gehaltenen aufgespannten Regenschirmes werden die 
Zeugstücke zu einspringenden Seitenflächen. Die Summe der Seitenwinkel würde erst zu 
4 R, wenn die geradlinig gedachten Stangen des Regenschirmes beim Aufspannen bis in 
eine Ebene gebracht werden könnten. Wird dabei aber der Bezug noch nicht straff, so 
kann man mit dem Schirme nseitige Ecken darstellen, bei denen die Summe der Seiten- 
winkel > 4 R ist. 
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Figur 108. 



nun vom Punkte P ein drittes Lot FB^ auf die Vorderebene AOG der drei- 
seitigen Ecke gefällt. Es liefert PBi mit 
jedem der beiden ersten Lote ein solches 
Lotviereck, nämlich PA, auf welchem OA 
senkrecht ist, und PC, zu dem OC recht- 
winklig läuft. 

Die drei Lote PA^ PBi und PGi 
sind die Kanten einer dreiseitigen Ecke P. 
Für ihren Flächenwinkel an der Kante 
POi, APB, ist Z. AGiB Neigungswinkel 
und Ausgangspunkt zweier Lote OB 
und OA, die auf seinen Schenkelebenen 
senkrecht stehen, und BOACk ist das 
Lotviereck. Dazu kommt 00 als Lot zur 
dritten Seitenebene PC, und giebt für den 
Flächenwinkel an der Kante PAu BPC, das Lotviereck BOCAi, und für den 
Flächenwinkel an der Kante PBi, APC, das Lotviereck AOCBi, Für die 
dreiseitige Ecke P spielt also der Punkt dieselbe Rolle, wie der Punkt P 
für die Ecke 0. 

Jede von ausgehende neue 
Kante bringt ihr Lotviereck hinzu. 
Figur 109. 

12. Erklärung. Fällt man 
von einem beliebigen Punkte inner- 
halb einer Ecke, auf jede Seiten- 
ebene das Lot, so werden die Lote 
die Kanten einer Ecke, welche die 
Polarecke der gegebenen heifst. 

Dies pafst, wie gezeigt, nicht 

nur für den Punkt P und die Ecke 0, 

sondern auch für den Punkt und 

^^8"^<>»- die Ecke P. Also ist die Ecke P 

Polarecke der Ecke und auch die Polarecke von P. Daher 

Ls. Jede Ecke ist Polarecke ihrer Polarecke. 

13. Bei der dreiseitigen Ecke (Figur 108) bezeichnen wir den Seiten- 
winkel AÖB, welcher der Kante OC gegenüberliegt, mit c und den Neigungs- 
winkel AiCBi des Flächenwinkels an der Kante 00 mit y; entsprechend 
bei des Ecke P den Seitenwinkel AiPBi, der Kante PQ gegenüber, mit ci 
und den Neigungswinkel ACiB des Flächen winkeis an dieser Kante PCi 
mit yi. Ebenso von der Kante OA aus a und a, von PAi aus ai und 
CAiB = «i; endlich für OB (wo die Buchstaben nicht gut in der Figur 
anzubringen sind) &, ß, &i und CBiA = ft. 

Wie schon 9, 9, 2) gezeigt wurde, hat man wegen der beiden andern 
rechten Winkel im Lotvierecke 




OCt 
OAx 
OBi 



c + yi = 2 R 
a + «1 = 2 R 
ft-fft = 2R 



und in PC 
„ „ PB 



«1 
&i- 



y = 2R 
a = 2R 
ß = 2K. 
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Dies lehrt für beide Ecken: 

Jeder Seitenwinkel einer dreiseitigen Ecke wird durch den Neigungs- 
winkel an der auf seiner Ebene senkrechten Kante der Folarecke zu zwei 
Rechten ergänzt. 

14. Ls. Die Summe der Flächenwinkel einer dreiseitigen Ecke ist 
gröfser als zwei Rechte und kleiner als sechs Rechte. 

Bh. 2R<a + /? + y<6R. 

Bw. Die zweite Gruppe der Gleichungen in Nr. 13 giebt für die Neigungs- 
winkel und Seitenwinkel die Summe 

a + /? + y + ai + i^i + Ci = 6 R 
also ist a -j- /? -j- y allein weniger als 6 R, und weil die Summe der Seiten- 
winkel «1 4" ^1 4" ^1 < * ^ ^st, (Nr. 10) so bleibt beim Abziehen 

« + /^ + y > 2 R. 

Die Flächen Winkel betragen für ihr Mafs (den rechten Flächen winkel 
oder den Flächenwinkelgrad) ebenso viel, wie die Neigungswinkel für ihr 
Mafs (9, 4, nebst Anm.); also ist die Summe der Flächenwinkel gröfser als 
2 und kleiner als 6 rechte Flächenwinkel. 

Anmerkung. Während die Winkelsumme bei allen Dreiecken eine 
feste Zahl, 2 R, ist, haben die dreiseitigen Ecken keine bestimmte 
Zahl für die Summe ihrer Flächenwinkel; sie ist für jede dreiseitige Ecke 
besonders zu berechnen und es mufs mehr als 2 R und weniger als 6 R 
herauskommen. In dieser Eigenschaft der Winkelsumme entspricht die 
dreiseitige Ecke nicht dem Dreieck, und darum können in ihr auch mehr 
als 1 rechter oder stumpfer Winkel vorkommen. Die Decke und zwei Wände 
des Zimmers bilden eine dreiseitige Ecke mit drei rechten Flächenwinkeln; 
die Figur 102 in 10, 3 zeigt eine Ecke mit drei stumpfen Flächen- 
wink ein, die, wenn man die Fläche B nach hinten und A nach links mehr 
zur Grundebene niederdrückt, noch gröfser werden und erst bei völligem 
Niederlegen der Seitenflächen in die Grundebene zu gestreckten Flächen- 
winkeln werden, also dann zusammen 6 R betragen würden; aber es haben 
die bisherigen Seitenflächen A, B, C nun auf- 
gehört eine Ecke zu bilden. Kurz vorher 
waren also die drei Flächenwinkel zusammen 
weniger als 6 R. 

y) Scheitelecken. 

16. Erweitert man alle Seitenebenen ^ 4 

einer Ecke über den Scheitel hinaus, so ent- 
steht ihre Scheitelecke. Die Seitenwinkel 
beider sind paarweise gleich als Scheitelwin- 
kel; auch die Flächen winkel sind paarweise 
gleich, als Flächenscheitelwinkel, wie man au 
der in Figur 110 gezeichneten dreiseitigen Ecke 
mit den Kanten SA, SB, SC deutlich sieht, 
wenn man sich die Ebenen auch seitwärts 
gehörig erweitert denkt. Wiewohl beide Ecken 
in allen entsprechenden Stücken übereinstim- 
men, sind sie doch nicht deckbar. Be- Figur iio. 



ü/ 
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zeichnet man die Seitenwinkel der Gröfse nach j^i 1, 2, 3, so ist ihre Folge 
in der nach vorn offenen Ecke der Bewegung des ührzeigerlaufes entgegen- 
gesetzt (links herum), in der nach hinten gerichteten Ecke aber (in die man 
hineinsieht, wenn man das Blatt aufschlägt und gegen das Licht hält) ist die 
Gröfsenordnung so, wie die Uhrzeiger gehen (rechts herum). Von den Fiächen- 
winkeln a, /?, y gilt dasselbe. Wegen dieser in den Scheitelecken entgegen- 
gesetzten Richtung in der Anordnung der Stücke ist es nicht möglich, 
die Ecken zur Deckung zu bringen. Legt man einen Flächenwinkel in den 
ihm gleichen, so treten ungleiche Seitenwinkel in die Seitenebenen und die 
dritten Ebenen kommen nicht zusammen. 

Unsere Hände haben die Finger, die Füfse die Zehen in umgekehrter 
Ordnung; darum pafst der linke Handschuh nicht auf die rechte Hand. 
Ebene Figuren mit umgekehrter Richtung der Ordnung der Stücke, z. B. die 
beiden rechtwinkligen Dreiecke, in welche ein gleichschenkliges Dreieck durch 
die zur Grundseite gehörige Höhe geteilt wird, sind zur Deckung zu bringen, 
weil man sie umwenden kann. 

Bei den Raumgröfsen hat man zu unterscheiden, ob sie ganz über- 
einstimmen oder nur rückwärts stimmen. 

d) Deckbare dreiseitige Ecken. 

16. Einleitung. Die 6 Stücke einer dreiseitigen Ecke, 3 Seitenwinkel 
und 3 Flächenwinkel, lassen sich zu je drei Bestimmungsstücken verbinden 
auf folgende Weisen: 

1 Seitenwinkel und 2 Flächenwinkel, und zwar die beiden anliegenden 
oder ein anliegender und der gegenüberliegende; 

2 Seitenwinkel und 1 Flächenwinkel, und zwar der eingeschlossene oder 
ein gegenüberliegender; 

3 Seitenwinkel; endlich 3 Flächenwinkel. 

Das sind dreimal zwei, also sechs mögliche Fälle. 

Wir ordnen diese so, dafs die ersten aus den Paaren vorangehen und 
die zweiten in umgekehrter Reihe folgen. 

17. Die 6 Deckbarkeitssätze. Dreiseitige Ecken sind überein- 
stimmend oder rückwärts stimmend,"^) wenn sie entsprechend gleich haben 

1) «j ßj y? einen Seitenwinkel und die beiden anliegenden Flächenwinkel, 

2) a, 6, y, zwei Seitenwinkel und den eingeschlossenen Flächenwinkel, 

3) a, 6, c, die drei Seitenwinkel, 

4) a, ß, y, die drei Flächenwinkel, 

5) a, &, a (/?), zwei Seitenwinkel, einen gegenüberUegenden Flächenwinkel 
und wenn die andern gegenüberliegenden Flächenwinkel nicht zusammen 
zwei Rechte betragen, 

6) a, /?, a (6), zwei Flächenwinkel, einen gegenüberliegenden Seiten- 
winkel und wenn die andern gegenüberliegenden Seitenwinkel nicht zusammen 
zwei Rechte betragen. [Vergl. Nr. 18, 5) und 6).] 

Beweise. Sind die Stücke der zweiten Ecke in entgegengesetzter 
Richtung geordnet, so nimmt man ihre Scheitelecke und zeigt, dafs diese mit 
der ersten deckbar ist; dann sind die gegebenen Ecken rückwärls stimmend. 



♦) Symmetrisch ist rückwärts stimmend. 
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Figur 111. 




Um die räumliche Lage der Kanten im Blick festhalten zu können, sind in den 
Figuren die Seitenebenen der Ecken entsprechend abgegrenzt. 

Bei 1) und 2) ist leicht zu zeigen, 
dafs die Ecken S und Si sich decken, 
wenn man die eine so in die andere 
schiebt, dafs die gleichen Seitenwinkel 
öl und a zusammenfallen. 

Anmerkung. Sowohl in überein- 
stimmenden, als auch in rückwärts stim- 
menden dreiseitigen Ecken liegen gleichen 
Seitenwinkeln gleiche Flächenwinkel und gleichen Flächenwinkeln gleiche 
Seitenwinkel gegenüber, weil bei der Deckung diese selbst oder mit deren 
Scheitelwinkeln zusammenfielen. 

Bei 3) schneide man auf den entsprechenden Kanterf SÄ und SiÄi 
gleiche Strecken ab und zeichne von 
den erhaltenen Endpunkten Ä und Äi 
aus die Neigungswinkel der Flächen- 
winkel an den beiden andern Kanten. 
(8, 9, 4.) Aus übereinstimmenden 
Dreiecken erhält man 5i^i = SB und 
SiCi = SC, und nun kann man die 
beiden Vierecke -BiSiCiA und BSCB 
zur Deckung bringen, indem man ^ oi 
auf ^ a legt. Daraus hat man CiDi 
= CD für A ÄiCiBi ^ ÄCB, daher 
^ yi = y, und nun stimmen die Ecken nach 2) überein. 

4) Sind die drei Flächenwinkel a, ß, y in beiden Ecken entsprechend 
gleich, so denke man sich zu jeder Ecke ihre Polarecke. Die Seitenwinkel 
(a\ h\ &) der Polarecken ergänzen die Neigungswinkel der gegebenen Flächen- 
winkel zu zwei Rechten (Nr. 13), sind daher entsprechend gleich. Deshalb 
sind nach 3) die beiden Polarecken deckbar (oder, wenn in den gegebenen 
Ecken die Stücke in entgegengesetzter Richtung geordnet sind, rückwärts 
stimmend); mithin sind in ihnen die Flächenwinkel («', ß\ y*) entsprechend 
gleich und deshalb auch (nach Nr. 13) die Seitenwinkel a, 6, c, «i, 6i, ci 
der gegebenen Ecken; weshalb sie nach 3) übereinstimmend sind (oder 
rückwärts stimmend). 

5) Voraussetzung: oi = a, &i = 5, «i = a, ß -^ ßi 
Man stecke die zweite Ecke so in die erste, dafs der 

Scheitel Si in S kommt und an SA die gleichen Flächen- 
winkel «1 und a zusammenfallen. Wegen Gleichheit der 
Seitenwinkel hi und h kommt dabei die Kante SiCi in SC, 
Bliebe nun die dritte Seitenebene der einen Ecke unter 
der Grundfläche der andern Ecke, so entstände hier am 
Scheitel S eine schmale dreiseitige Ecke, die, wegen a^ = a, 
gleichschenkUg wäre, also die Flächenwinkel an den Kanten 
SBi und SB gleich haben müfste. (Nr. 5.) Ihre dritte 
Seitenebene BSBi ist aber die Fortsetzung der Ebene ÄSB^ 
mit welcher die Seitenebene AtSiBi des Flächenwinkels «i Figur iis. 
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zusammengelegt wurde. Daher wären an der Kante SJB zwei Nebenflächen- 
winkel, nämlich ß und der, welcher in der gleichschenkligen Ecke gleich ß 
an der Kante SBt sein müfste; also würde /? + /Ji = 2 R sein, was der 
Voraussetzung widerspricht. Es müssen auch die dritten Seitenebenen zu- 
sammenfallen; die Ecken decken sich. 

6) Es sollen a, ß, a in beiden Ecken entsprechend gleich und & -j- 6i 
^ 2 R sein. Dies sind die entgegengesetzten Stücke von denen in 5). Aut 
diese kommt man zurück durch die Polarecken der gegebenen. Wegen der 
Ergänzung zu zwei Rechten haben sie a\ b\ a* entsprechend gleich und 
ß* -\' ßi' ^2R, sind also nach dem vorigen Satze deckbar (oder rückwärts 
stimmend)" und haben deshalb auch die übrigen Stücke, a', ß\ a', entsprechend 
gleich, sowie V + &i' -^ 2 R, woraus wieder nach Nr. 13 folgt, dafs in den 
gegebenen Ecken a, 6, a entsprechend gleich sind, und ß -{- ßi ^ 2 R ist, 
weshalb auch ^diese, nach dem vorhergehenden Satze, deckbar oder rück- 
wärts stimmend sind. 

Anmerkung. Wie der 6. und 5., sowie der 4. und 3. Fall durch die 
Polarecken zusanmienhängen, sind auch der 2. und 1. miteinander verbunden. 

Frage: Welche Eigenschaft der geradlinigen Dreiecke bewirkt, dafs 
trotz sechs möglicher Fälle für sie nur vier Deckbarkeitssätze aufzustellen 
sind? (Man vergleiche die eben bewiesenen Sätze der Reihe nach mit den 
Dreieckssätzen.) 

18. Übungen. 

a) Aufgaben. 

Man denke die dreiseitige Ecke S (Figur 114 a) mit den Ebenen der beiden 
gezeichneten Neigungswinkel aus Papier dargestellt, dann in den nach A hinauf- 
laufenden Kanten aufgeschnitten und die 4 Dreiecke mit der Grundfläche in eine 




Figur 114 a. 
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Ebene nach aufsen niedergelegt; dann hat man die Figur 114 b. In ihr sind diejenigen 
Seiten, welche dieselbe Kante waren, durch gleiche Marken auffällig gemacht. Man 
soll aus dieser Figur ablesen, wie man die übrigen Stücke einer dreiseitigen Ecke 
durch Zeichnen finden kann, wenn gegeben sind (entsprechend den 6 Fällen in 
Nr. 17) die 3 Bestimmungsstücke: 

1) a, /?, y. Man beginne mit ^ A^DA^^ welcher gleich dem gegebenen Seiten- 
winkel a ist, schneide auf seinen Schenkeln beliebige, aber gleiche Strecken, 2)^2 = 
D^3, ab, trage in A^ an A^B den Winkel R — /? nach aufsen an und ebenso in A^ an 
A^B den Winkel R — y, u. s. w. Den Neigungswinkel « des dann noch fehlenden 
Flächenwinkels erhält man dadurch, dafs man die Seitenwinkel a, &, c in anderer 
Ordnung an einander legt und bei den äufseren Schenkeln beginnt. Dabei entsteht 
ein Winkel mit, der einer der beiden gegebenen Neigungswinkel sein mufs. Dies ist 
zu benutzen zur Prüfung der Zeichnung auf Genauigkeit. 

2) a, &, y. Entsprechend zu behandeln. 

3) a, &, c. Man schneidet zunächst SA = SAi ab. 

4) a, /?, y. Die Nebenwinkel dieser Neigungswinkel sind gleich den Seitenwinkeln 
der Polarecke der gegebenen. Deren Neigungswinkel cfi, /9i, yi bestimmt man nach 
der vorhergehenden Aufgabe; dann geben deren Nebenwinkel die Gröfse der gewünsch- 
ten Seitenwinkel der ersten Ecke an. 

b) tty 6, a (/?). Ausführung. Auf dem einen Schenkel des gegebenen Neigungs- 
winkels a nehme man die Strecke AC2 beliebig lang an, fälle von C2 auf den andern 
Schenkel die Senkrechte 62^, ^ 

mache die Verlängerung AC = 
AC2^ trage in G an CA den 
Winkel R — & an, dessen Schen- 
kel auf der in A auf AF senk- 
rechten . Geraden den Scheitel- 
punkt S der Ecke liefert Diese 
Länge SC schneide man auf einem 
Schenkel des über der Figur ge- 
gebenen Seitenwinkels a als SiCi 
ab, fälle vonCi auf den andern 
Schenkel die Senkrechte, be- 
schreibe mit dem Abschnitt SiB 
um den Scheitelpunkt S einen 
Kreisbogen und lege an diesen 
vom Fufepunkte F aus die Be- 
rührungslinien FB und FBi. Die 
nach den Berührungspunkten 
gehenden Halbmesser SB und 
SBi begrenzen mit SA in der 
Grundebene die gefundenen drit- 
ten Seitenwinkel für zwei Ecken, 
ASB = c und ASBi = Ci. Von 
den an SB und 8B1 liegenden 
Flächenwinkeln findet man die 
Neigungswinkel, indem man in 
die auf der Berührungslinie FB in F stehende Senkrechte FCs von B aus mit der 
Seite BCi der Nebenfigur einschneidet und BC3 zieht, und bei Bi ebenso verfährt. 
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Hier aber ist der gefundene Neigungswinkel ßi der Nebenwinkel von FB^C^ = ß. 
Richtet man die rechtshegenden Dreiecke auf, so vereinigen sich FCg, FC'^ und FC2 
2U der in F auf der Ebene des Papiers stehenden Senkrechten und in deren Endpunkt 
kommt auch G des aufgeklappten Dreiecks CAS^ sowie Ci des Nebendreiecks C^BSu 
welches man entweder bei SB oder bei SBi angefügt zu denken hat. Die beiden 
Stellungen der Ebene des Seitenwinkels a (BSiCi)^ in SB und in SBi^ begrenzen 
dann über BSBi eine gleichschenklige Ecke, um welche die hergestellte grofse 
Ecke 9.\l{ ÄSB und die schmale auf ÄSBi sich unterscheiden. Beide. besitzen die 
gegebenen Stücke a, &, a; aber die dem Seitenwinkel b gegenüberliegenden Flächen- 
winkel haben die Neigungswinkel ßi und ß^ welche zusammen zwei Rechte be- 
tragen. Um eine dieser beiden Ecken abzuweisen, mufste in dem Satze der Deck- 
barkeit (Nr. 17, 5), zu welchem diese Aufgabe gehört, die Nebenbedingung auf- 
gestellt werden. (Man sieht die Übereinstimmung mit dem vierten Satze der deck- 
baren Dreiecke. Vergl. die Figur 47 im 1^ Teile, 6, 4, Anm.) 

6) «, /?, a (6). Man beginnt mit dem Seitenwinkel a, BSCi^ nimmt SCi beliebig 
lang und kommt in bekannter Weise, nachdem ß an BF angetragen ist, auf die Strecke 
FC3. Mittels dieser holt man sich aus dem nebengezeichneten Winkel a die Strecke 
2^2-^2 und beschreibt mit derselben um F einen Kreisbogen, und zwar auf der dem 

Punkte B abgewandten Seite, 
wenn ^ a spitz ist. Von S her 
zieht man an den Bogen die 
Berührungslinie und kann an 
den zum Berührungspunkte Ä 
gehenden Halbmesser FA das 
Dreieck A2F2C2 anfügen. 
Verlängert man den Halb- 
messer FA um A2C2^ so giebt 
CS den dritten Seitenwinkel 
CSA = b; aber auch sein 
Nebenwinkel CSAi, 61 = 
2 R — 6, liefert eine drei- 
seitige Ecke, welche die ge- 
gebenen Stücke a, /?, a auch 
besitzt. Sie aufzubauen, mufs 
man SCiBCsFnm SF herum- 
klappen und in dieser Lage 
zeichnen. Dabei kommt SB als S-Biwenig unter SA und. es wird der Grund- 
winkel der zweiten Ecke, AiSBi = Ci, etwas gröfser als 180^. Richtet man die 
in Figur 116 gezeichneten 4 Dreiecke auf, so vereinigen sich die 4 Punkte (7 in einem 
senkrecht über F in der Höhe FC2 über dem Papiere schwebenden Punkte C. Richtet 
man auch die 4 Dreiecke der für die zweite Ecke entworfenen Figur auf, so kommen 
die 4 Punkte C auch zusammen in einem Punkte Ci, und dieser ist derselbe Punkt 
(7, wenn man beide Netze an der Linie AiSA zusammen gezeichnet hat (was aber die 
Figur schwer verständlich macht und deshalb hier im Buche nicht ausgeführt ist). 
Die zweite Ecke hat zwischen dem aufgerichteten Seitenwinkel A^SC = &i und der 
Grundebene des Papiers an der Kante AiS den Flächenwinkel a, dessen Neigungs- 
winkel an der Verlängerung der Kante AiS bei A gezeichnet ist. 

Eine dieser beiden Ecken mufste beim Aufstellen des sechsten Satzes der Über- 
einstimmung ausgeschlossen werden durch die beigefügte Bedingung über die Gröfse 
der beiden andern gegenüberliegenden Seitenwinkel. 
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b) Lehrsätze. 8) — 11) entsprechen DreieckssätÄen. (1. T., 14, 9, am Ende.) 

7) Die Summe der Flächenwinkel einer wseitig6n Ecke, die keine einspringenden 
Seitenebenen hat, ist gröfser als (2» — 4) Rechte und kleiner als 2w Rechte. 

(2w — 4) R < S(a) < 2n R. 
(Zu beweisen mittels der Polarecke.) [Vergleich mit der Summe der Winkel 
eines w-Ecks.] - 

8) Errichtet man in einer dreiseitigen Ecke auf den Ebenen der Seitenwinkel in. 
deren Halbierungslinien senkrechte Ebenen, so schneiden sie sich in einer einzigen 
Geraden, welche mit den Kanten der Ecke gleiche Winkel bildete (Ftlr die Figur 
nehme man den Scheitel der Ecke im Hintergrunde an und grenze vom die Ebenen 
der Ecke durch Seiten eines Dreiecks ab.) 

9) Die drei Ebenen, welche die Flächenwinkel einer dreiseitigen Ecke halbieren^ 
schneiden sich in einer einzigen Geraden, welche zu den Seitenebenen gleiche Neigungs- 
winkel hat. 

10) Wird bei einer dreiseitigen Ecke von jeder Kante aus eine Ebene recht- 
winklig zur gegentlberliegenden Seitenfläche gelegt, so schneiden sich die drei Ebenen 
in einer einzigen Geraden. (Es werde die Ecke im Vordergrunde durch eine Ebene 
abgeschlossen, die man rechtwinklig auf eine gewisse Gerade stellt.) 

11) Legt man in einer dreiseitigen Ecke durch die Halbierungslinie jedes Seiten- 
winkels und die gegenüberliegende Kante eine Ebene, so schneiden sich diese drei 
Ebenen in derselben Geraden. (Man begrenze die Ecke im Vordergrunde durch ein 
Dreieck und benutze dessen Seitenabschnitte. 1. T., 18, 11, 2.) 



Weiteres über die Herstellung der Schaubilder. 
Fluchtpunkt, nebst Teilungspunkt, und Darstellung des Schattenfalles, 

19. Diejenigen, welche mit dem Entwerfen von Schaubildern sich 
noch weiter beschäftigen wollen, sind mit einem Verfahren bekannt zu 
machen, welches die Fluchtpunkte sehr vorteilhaft zu benutzen lehrt bei 
der Darstellung eines Gegenstandes in 
Eckstellung. (Siehe Figur 118.) 

Es sei in Figur 117 CDUK der 
Grundriss eines Gebäudes, mit dessen 
Grundlinie CD der breiten Vorderseite 
die Grundlinie GL der Bildfläche BL den 
beliebigen spitzen Winkel DCG {ß) bildet. 
Zieht man vom Auge O des in P 
stehenden Zeichners die Gerade in Sich- 
tung der 6/Z), so trifft sie die Bildfläche 
in einem Punkte Fi, der Horizontlinie, 
welcher der Fluchtpunkt der Dar- 
stellungen aller geraden Linien des Ge- 
bäudes ist, die der CD gleichgerichtet 

sind; (8, 15, Zs.) und es wird der Winkel Figur 117. 

OFbE^ weil seine Schenkel denen des 

Winkels DCG beide entgegengesetzt gerichtet sind, gleich dem Winkel ß. Trägt 
man CD als CJ auf der Gründlinie der Bildfläche ab und verbindet D mit J, so 
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entsteht ein gleichschenkliges Dreieck mit dem Winkel ß an der Spitze. Jede 
Strecke der CjD, wie CW^ liefert, auf CG als GM abgetragen, durch WM auch 
ein gleichschenkliges Dreieck mit dem Winkel ß an der Spitze. Deshalb sind 
ihre Grundseiten, DJ, TOf, gleichlaufend und ihre Darstellungen in der Bildfläche 
haben alle denjenigen Fluchtpunkt, welchen man erhält, wenn man OFb auf der 
Horizontlinie abträgt als FbTb\ denn dann ist auch OFtTb ein gleichschenkliges 
Dreieck mit dem Winkel ß an der Spitze, also in den gleichlaufenden Ebenen 
0Tb II JB II MW. Dieser Fluchtpunkt Tb der Teilungslinien der Breite CD heifst 
deshalb der Teilungspunkt für die Breite. 

Trägt man die Tiefe CK des Gebäudes als CN auf der Grundlinie der Bildfläche 
ab, so entsteht durch KN ein gleichschenkliges Dreieck CKN mit dem Winkel a an 
der Spitze, und es giebt OFt \\ CK den Fluchtpunkt Ft der Darstellungen aller wie 
OiTlaufenden Tiefenlinien und FtTt = OFt den Fluchtpunkt T« für die Darstellungen 
der Teilungslinien der Tiefe; also ist Tt der Teilungspunkt für die Tiefe. 

Die Gröfse der Strecke FbFi kann man ebenso auf der Grundlinie GL vom Punkte 
P her als QB erhalten und darin die Lage der Teilungspunkte durch Abtragen der 
FQ und PR sich verschaffen. 

Zieht man endlich noch von aus die Gerade OE in Richtung der Eckenlinie 
CU^ so wird E der Fluchtpunkt der Darstellung aller Eckenlinien, die in verschie- 
denen Stockwerken des Gebäudes wie CU laufen. Da in C der in der Bildfläche 
emporgehende Höhenmafsstab beginnt, so erhält der Fluchtpunkt E für die Höhen- 
abgrenzungen hier die Bedeutung des Hauptpunktes. 

Beispiel. Die Figur 118 zeigt links ein auf drei Stufen stehendes Denkmal 
im Aufrifs und darunter die vordere Hälfte des Grundrisses CDK Durch den Eck- 
punkt C ist die Grundlinie GL der Bildfläche unter dem beliebigen Winkel BCG 
(ß = 36^) gelegt. Da auf dem Zeichenblatte nicht ausreichend Platz ist, den Stand- 
punkt des Zeichners in angemessenen Abstand von der Bildfläche zu bringen, so wurde 
er inPhalb so nahe an GL^ als beabsichtigt war, hingesetzt. FFb \\ CD und 
FFt II CZ* bilden dann mit GL ein Dreieck, wie in Figur 117 das Dreieck PQR; aber 
es sind seine Seiten nur halb so grofs, als sie nachher bei der Herstellung des Schau- 
bildes verwendet werden sollen. Wird FbP als FbTb übertragen, so hat man das gleich- 
schenklige Dreieck PFbTb mit dem Winkel ß an der Spitze und dadurch die Stelle 
Tb des Teilungspunktes für die Breite. Ebenso gelangt man durch das gleichschenk- 
lige Dreieck PFiTt zur Stelle des Teilungspunktes Tt für die Tiefe. Zieht man endlich 
PE in Richtung der bei C anfangenden Eckenlinie des Grundrisses, so hat man auch 
den Fluchtpunkt E für die Darstellungen der entsprechenden Eckenlinien aller Stufen 
des Unterbaues. 

Nach dieser Vorbereitung wurde die Horizontlinie, damit im Schaubilde die 
oberen Flächen der Stufen gut sichtbar werden, durch die Mitte der Denkmalshöhe 
gelegt und die durch die Hilfsfigur von P aus ermittelten fünf Punkte nun in doppelt 
so grofs en Abständen auf der Horizontlinie angegeben. Senkrecht unter der Stelle 
C\ die dem Punkte C auf GL entspricht, wurde auf der Zeichnungsgrundlinie OX der 
Nullpunkt für den Höhenmafsstab OY angesetzt. (Figur 81 in 8, 16.) Wollte man 
von hier aus OX zum Breitenmafsstab verwenden, so würden die flach dahinstreichen- 
den Linien OFb und ÖFt von den Teilungslinien unter sehr spitzen Winkeln geschnitten 
und die genaue Stelle der Schnittpunkte bei nicht scharfer Bleistiftspitze unsicher 
werden. Deswegen geht man mit OX so weit senkrecht herunter (bis O'X'), dafs die 
nach den Fluchtpunkten laufenden Linien des Hilfsgrundrisses sich nahezu recht- 
winklig schneiden. Hier, bei 0', entsteht nun der sogenannte Kellergrund, von 



Digitized by 



Google 



10, 20. _ 128 — 

dessen Eck- und Schnittpunkten man sich die Stellen, wo die Linien in der Haupt- 
zeichnung stehen müssen, lotrecht heraufholt, zunächst für die linke und rechte Ecke 
auf OFb und OFt. Dann trägt man auf OY die Höhe der untersten Stufe ab und zieht 
vom Endpunkte die nach Fu und Ft laufenden Kanten bis zu der von unterher mar- 
kierten Stelle, sowie eine (in der Figur wieder fortgeriebene) kurze Linie in Richtung 
zum Fluchtpunkte E der Eckenlinien, um auf ihr den Ausgangspunkt der zweiten 
Stufe aus dem Kellergrunde heraufzuholen.. Die Richtung nach E vom zweiten Punkte 
des Höhenmafsstabes aus giebt dann die durch das Zurücktreten im Bilde verkürzte 
Höhe der zweiten Stufe, und so fort. 

Erst dadurch, dafs der Leser eine derartige Zeichnung in mehr als doppelter 
Gröfse selber ausführt, kann derselbe befriedigende Klarheit über die Herstel- 
lungsweise erlangen und die Freude geniefsen, welche Selbstzurechtfinden bringt. 
Nimmt man dabei den Winkel /?, namentlich aber den Abstand der Hörizontlinie von 
der Grundlinie OX etwas anders, so treten auffallende Änderungen im entstehenden 
Schaubilde ein. 

Als Beispiele für Darstellungen, bei welchen die Bildflächengrundlinie mit der 
Vorderseite des Gegenstandes einen spitzen Winkel bildet, werden zur Auswahl 
vorgeschlagen: 

1) Der Unterteil eines Gebäudes, in Vorder- und Nebenseite entsprechend der 
Figur 85 (in 8, 17), aber mit halbkreisförmigen Bogen. 

2) Ebensolche Vorderseite ; die zweite Reihe der mit halbkreisförmigen Bogen 
überspannten Pfeiler geht nicht rechtwinklig von der ersten ab, sondern steht in 
gleicher Richtung hinter ihr, so dafs sie zwischen den Pfeilern hindurch gesehen wird. 

3) Der Unterteil eines achtseitigen Pfeilers. Die Grundfläche desselben ist ein 
Quadrat ; die in dessen Eckpunkten stehenden Kanten sind nur so grofs, wie die Hälfte 
der Quadratseite. Da beginnen schräg aufwärts gehende dreieckige Schnittflächen, 
deren Seitenlinien Winkel von 1^!% Rechten mit der Kante bilden und bis zu einem 
Punkte reichen, der über dem Endpunkte vori ein Viertel der Grundquadratseite steht. 
Erst von hier an gehen die vier schmaleren Seitenflächen des achtseitigen Pfeilerfufs- 
stücks senkrecht empor. Bei weiterer Fortsetzung des Pfeilers müfsten die Seiten- 
kanten bis zu ^/ö oder ^/4 ihres unteren Abstandes sich näher kommen, damit der 
Pfeiler schlank aussieht. 

4) Ein bedeckter Vorbau mit vier Pfeilern, zu welchem eine Treppe von vier 
Stufen hinaufführt. 

5) Ein Obelisk, wie Figur 86 (in 8, 17),- auf dessen quadratischen Unterbau an 
jeder Seite vier Stufen zwischen abgeschrägten Seitenstücken (Treppen wangen) hinauf- 
führen. (Vergl. auch Figur 10 in 1, 9.) 

20. Schlagschatten. (Figur 119.) Auf der wagerechten Grundebene ist vor 
der Bildfläche BL in P der Standort des Zeichners. Die Sonne stehe hinter ihm etwas 
nach links, so dafs seine Augenhöhe OF den Schatten FK werfen würde, während CJ 
der Schlagschatten des senkrechten Stabes CD ist. Da die Sonnenstrahlen gleich- 
laufend sind, haben auch die Schlagschatten' auf der Grundebene gleiche Richtung. 
Zieht man vom Auge die Gerade OF in der Schatitenrichtung, so trifft diese Linie, 
weil sie wagerecht läuft, die Bildfläche auf der Horizontlinie AH^ und es wird F der 
Fluchtpunkt für die Darstellungen der Schlagschatten aller senkrechten 
Kanten. Als gleichlaufende Linien befinden sich C/und O^in einer Ebene. OG 
verbindet zwei Punkte derselben. Daher sind F und der Bildpunkt c zwei Punkte 
dieser Ebene, welche folglich die Bildfläche in der Geraden Fe schneidet, die alle von 



Digitized by 



Google 



129 - 



10, 20. 




Figur llü. 

Punkten der CJ ins Ange kommenden Linien durchdringen müssen. Mithin liegt, 
vom Ange aus gesehen, der Schatten CJ hinter 6i\ und es ist auf der Bildfiäche nur 
noch der Endpunkt der zu zeichnenden Schattenlinie zu bestimmen. Zieht man von 
aus die Gerade 05, welche mit dem den Schlagschatten begreifenden Strahle DJ 
gleichgerichtet ist. so trifft sie die Bildfläche im Sonnenstrahlpunkte S (welcher 
der Schatten des Auges auf der Bildfiäche sein würde). In der Ebene der gleich- 
laufenden Linien DJ und OS verbindet OD zwei Punkte, also sind S und der Bildpnnkt 
d zwei Punkte dieser Ebene, welche folglich die Bildfläche in der Geraden Sd schneidet. 
Deshalb liegt, vom Auge aus, DJ hinter di^ und, wie vorher gezeigt, (7J hinter ci\ 
also mufs der Schnittpunkt i von dS und cF die Darstellung vom Schattenendpunkte 
J sein. Daher für das Zeichnen des Schattens der Senkrechten cdfdie Regel: 

Man verbindet den oberen Punkt d mit dem unteren Punkt S 
und den unteren c mit dem oberen F, Der Schnitt dieser Linien 
ist der Endpunkt des Schattens d. 
Es kommt also nur darauf an, die Punkte F und S auf der Bildfläche zu bestimmen. 
Der Scheitelwinkel von NPE giebt den „seitlichen Stand der Sonne" an. Dem 
Winkel NPE^ «, ist der Winkel HOF gleich gemacht, und das Dreieck FHO^ in die 
Zeichenebene BL niedergeklappt, liefert FHÜ. Man schneidet also auf der Geraden 
HU^ welche beim Hauptpunkte H senkrecht von der Horizontlinie hinabgeht, den 
Abstand des Auges von der Bildfiäche (den Abstand HÄ) ab und trägt im Endpunkte U 
nach rechts (wohin die Schatten fallen) den Winkel des „seitlichen Standes der Sonne" 
an. Der Schnitt F auf der Horizontlinie AH ist der Fluchtpunkt der Schatten 
senkrechter Kanten. — Da die Augenhöhe OP auf der Grundebene senkrecht 
steht, so ist auch die durch OP und den Sonnenmittelpunkt gehende Ebene OPEF 
auf der Grundebene senkrecht; die Bildfläche ist es gleichfalls, mithin auch ihre 
Schnittlinie J5F, die folglich vom Fluchtpunkte F rechtwinklig von der Horizont- 
linie herabgeht. Da OF wagerecht läuft, so giebt der Scheitelwinkel von FOS den 
Höhen stand der Sonne an. Das rechtwinklige Dreieck OFS wird durch Drehen um 
FS in die Bildfläche als WFS gebracht. Die abzutragende Strecke FO war aber vor- 
hin beim Niederklappen als FU schon gezeichnet. Demnach fährt man, wenn unten 

Martns, Banmlehre 2. 9 
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bei U der Winkel « angetragen ist, sogleich fort, indem man FU als FW auf der 
Horizontlinie abschneidet und in TT nach rechts unten den Höhenwinkel der Sonne 
anträgt. Dadurch kommt man in der von F senkrecht herabgehenden Linie FE auf 
den Sonnenstrahlpunkt S. 

Beispiel. In Figur 120 ist der Winkel « des seitlichen Standes der Sonne 
= 42 V2®, der Höhenwinkel der Sonne ß = 31V2®. (Beim Herstellen der Figur 119 
wurde « = 40^ und ß = 30® zu Grunde gelegt.) Die Steinplatte und der darauf 
stehende Würfel wurden aus dem mitten durch die Nebenseiten gehenden Aqhsen- 
schnttte, welcher punktiert gezeichnet ist, vom Haupt- und Abstandspunkte her dar- 
gestellt. Den auf die Grundebene fallender^ Schlagschatten zu finden, wird zuerst der 
obere Punkt C der senkrechten Plattenkante BC mit dem Sonnenstrahlpunkte S ver- 
bunden und dann bis an diese Linie CS Bc^ als Schatten einer senkrechten Linie, in 
Richtung zum Schattenfluchtpunkte F gezogen. Von der senkrechten Warfelkante GE 
WM der Schatten des unteren Teiles auf die wagerechte Deckfläche der Steinplatte in 
der Richtung nach F, Auf der Grundebene beginnt die Fortsetzung des Schattens 
beim Schatten des Grenzpunktes JD, dessen Lage in d gefunden wird durch die Höhe 
des Punktes D über der Grundebene. Dann wird c mit d verbunden. Dies ist der 
Schatten von CB und mufs zum Hauptpunkte H gerichtet sein; denn die vom Sonnen- 
mittelpunkte aus durch CB gehende Ebene, welche den Schattenkörper der Stein- 
platte begrenzt, schneidet die Grundebene in einer der CB gleichlaufenden 
Geraden. Bei der Ermittelung des Schattens vom oberen Endpunkte E könnte ein 
Irrtum sich einstellen. Es ist seine Höhe über der Grundebene, also EL^ und 
nicht die Würfelhöhe EG^ zu nehmen; von i aus ist bis an ES die Schattenlinie 
de nach F hin zu ziehen. Dasselbe gilt von der Bestimmung des Schattens der Punkte 
J und K, Die Schattenlinie ei der Kante ^J mufs, als im Räume ihf gleichlaufend, 
im Bilde zum Hauptpunkte gerichtet sein; der Schatten ik von JK erleidet in der 
Darstellung keine Richtungsänderung. 

Die so gefundene Umgrenzung des Schlagschattens, ^c^^etArn, wurde auf der 
Grundebene in Figur 120 nicht dunkel ausgefüllt, auch die rechts stehende Seiten- 
fläche der Steinplatte und des Würfels nicht abschattiert, weil dadurch die Hilfslinien 
dem Leser verdeckt worden wären. Auch der Streifen auf der Steinplatte von GB 
bis zum Buchstaben n ist dunkel zu machen, und zwar, wie der Schlagschatten auf 
der Grundebene, mehr dunkel, als die rechts stehenden Seitenflächen. Die Vorder- 
fläcben der beiden Steine sind mit zartem Grau auszufüllen; die Deckfläche des 
Würfels aber und der übrige Teil der Deckfläche von der Steinplatte bleiben weifs. 

Anmerkung 1. Um den Schlagschatten einer zur Grundebene nicht senkrecht 
gerichteten Geraden zu erhalten, fällt man von ihren Endpunkten die Senkrechten 
und bestimmt deren Schatten. Die Verbindungslinie ihrer Endpunkte ist def gesuchte 
Schatten der schrägen Kante. 

Anmerkung 2. Beim Absichattieren der Seitenebenen eines gezeichneten 
Körpers giebt man der Fläche nicht einen gleichmäfsigen Farbeton. Es sieht besser 
aus, wenn man in Figur 120 die Seitenfläche GJ des Würfels nach dem Vordergründe 
zu, also bei der Kante EG^ etwas dunkler macht, als den entfernteren Teil dieser 
Ebene. Recht erheblich ungleich aber ist die Schattierung einer runden Fläche^ z. B. 
einer Säule. Eine vom Schatten fluchtpunkte F an die krumme Fläche zu ziehende 
Berührungslinie giebt dort die dunkelste Stelle an, die vom Sonnenstrahlpunkte 
iSdie hellste Stelle. 

Von den schon angefertigten Zeichnungen kann nun eine geeignete mit Schat- 
tierung und Schlagschatten versehen werden. 

9* 
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2. Abschnitt. 

Körper. 

11- Glied. Das Prisma. 

1. Erklärung. Durch einen prismatischen Raum (10, 4) lege man 
zwei gleichlaufende Ebenen so, dafs alle Kanten geschnitten werden. Das 

nun vollständig umgrenzte Raumstück wird ein 

^^ — - — — nSj/i' Prisma genannt. Die beiden hindurchgelegten 

flj TT^'T/ '^'^^"^^^ heifsen seine Grundflächen (oder die 

/ / 1 1 1 ^^^^ ^^^ Grundfläche, die andere Deckfläche), 

/ / / / // ^^^ geschnittenen Ebenen seine Seitenflächen, 

/ / / / // alle Grenzflächen zusammen seine Oberfläche; 

/ / II J^^^ andere Ebene gleichlaufender Kanten, die 

/ / ^ I keine Seitenfläche ist, heifst Kantenebene. Die 

rJ^'''^'''''^^'^'l'^^ I Kanten des prismatischen Raumes sind die 

'^STj I ^3r Seitenkanten des Prismas, die Seiten der 

^^ — ' B^^^^ Grundflächen die Grundkanten, eine zwei Eck- 

" ^j ^ ^g^ punkte verbindende Gerade, welche nicht in 

*"*' ' einer Grenzfläche liegt, ist eine Eckenlinie des 

Körpers und der Abstand der Grundflächen die Höhe des Prismas. 

2. Ls. Alle Seitenkanten eines Prismas haben gegen jede Gri>ndfläclie 
gjeiche Neigungswinkel und sind gleich lang. (8, 12 und 9, 18.) 

Zs. Die Seitenkanten eines Prismas stehen entweder alle senkrecht 
oder alle schief auf den Grundflächen. 

Erklärung. Je nachdem die Seitenkanten senkrecht oder schief auf 
den Grundflächen stehen, unterscheidet man gerade oder schiefe Prismen. 

3. Ls. Alle Seitenflächen eines Prismas sind Rauten. 

Zs. Alle Seitenflächen eines geraden Prismas sind Rechtecke. 

4. Ls. Hat ein Körper ein Vieleck zur Grundfläche und lauter Rauten 
zu ' Seitenflächen, so ist er ein Prisma. (8, 6; 9, 12 und 14.) 

Anmerkung; In Nr. 1 wurde angegeben, wie ein Prisma entsteht. Jetzt 
kann man sagen, was far ein Körper ein Prisma ist. 

5. Ls. Grund- und Deckfläche eines Prismas sind deckbar. (Nr. 3 

und 8, 7.) 

Zs. Jede der Grundfläche eines Prismas gleichlaufende Schnittebene 
liefert ein mit ihr ganz übereinstimmendes Vieleck. 

6. Erklärung* Ein Prisma, welches auch zur Grundfläche eine Raute 
hat, also von sechs Rauten begrenzt wird, heiföt ein Rautenprisma.*) 
Ein auf einem Rechtecke stehendes gerades Rautenprisma, welches also 
von lauter Rechtecken begrenzt wird, heifst Quader. Sind seine Grenz- 
flächen Quadrate, so ist der Quader ein Würfel (Kubus). 



*) Parallelepipedon ist Rautenprisma. 
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7. Ls. Im Rautenprisma sind je zwei Qegenflächen gleichlaufend und 
deckbar. 

Nach dem Satze 9, 12 kann jede Seitenfläche als Grundfläche des 
Rautenprismas genommen werden. Nr. 5. 

8. Ls. Die vier Eckenlinien eines Rautenprismas 
schneiden sich in demselben Funkte^ weil je zwei sich 
halbieren. 

Zs. Die sechs Kantenebenen eines Rautenprismas ^ 
schneiden sich in einem Punkte. 

9. Ls. Im Rautenprisma betragen je zwei entgegen- 
gesetzte Flächenwinkel zusammen zwei Rechte und Gegen- 
flächenwinkel sind gleich. (9, 13.) 

10. Ls. Die Gegenecken eines Rautenprismas stimmen 
rückwärts. 

Sieht man aus dem Innern des in Fig. 122 dar- 
gestellten Rautenprismas von oben in die Ecke A hinein 
und zählt ihre Seitenwinkel vom kleinsten bis zum gröfsten, 
so läuft die Ordnung wie die Uhrzeiger; aber in der Gegen- 
ecke Ax ist die Ordnung gegen den Uhrzeiger lauf. Sieht 
man in die Ecke B hinein, so geht die Gröfsenordnung 
gegen den ührzeigerlauf, bei B^ mit den Uhrzeigern. So 
ist es auch bei den übrigen. 

11. Ls. Jedes schiefe Raütenprisma läfst sich in einen Quader von 
gleicher Grundfläche und Höhe verwandeln. 

Ausführung. Vom gegebenen schiefen Rautenprisma Adx erweitert 
man Grund- und Deckfläche, Vorder- und Hinterfläche nach rechts hinten, 




Figur 122. 




Figur 133. 



schneidet auf der entstandenen Verlängerung von AAx_ irgendwo BB^ = AA^ 
ab, legt durch B und Bi rechtwinklig auf JSJSi Ebenen, die auch bis in 
den Vordergrund erweitert werden, trägt hier JEJEi = IB ab und legt auch 
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durch E und Ei rechtwinklig auf EEi Ebenen bis zur erweiterten Deck- 
fläche, so entsteht ein Quader JJ/i, welcher dem schiefen Rautenprisma 
raumgleich ist. 

Bw. Dafs Efi ein Quader ist, wird leicht nachgewiesen, auch dafs seine 
Grundfläche Eei = Bbi = Aa^ ist, sowie dafs die zu diesen gehörigen 
Höhen der Körper gleich sind. Dann zeigt man, dafs Trapez ABCJD ^ 
AiBiCiBi, entsprechend im Hintergrunde, sowie in der Grund- und Deck- 
fläche; dafs Ad 02 Aldi und Bc ^ jBiCi, weifs man aus Nr. 7. Dazu kommt 
die Gleichheit gleichliegender Flächenwinkel; so dafs nun Körper dB ^ d^Bx. 
Nimmt man von beiden, das gemeinsame Mittelstück d^B fort, so bleibt Gleiches, 
Adx = Bci. Ganz ebenso ist es beim zweiten und dritten Rautenprisma. 
Daher sind das gegebene schiefe Rautenprisma und der Quader raumgleich. 

12. Ls. Jedes Eantenprisma wird dnrch eine Kantenebene halbiert. 
Bw. Bei der soeben nachgewiesenen Deckung der Körper fielen deren 

durch die Kantenebene ABiCid entstehenden Teile zusammen. Auch von 

diesen wer- 
den die ge- 
meinsamen 
Mittelstücke 
fortgenom- 
men; dann 
bleibt vorn 
das dreisei- 
tige Prisma 

dJDiA = 

cCtB und 

hinten 

diuAi = 

CibBx. Beim 

Bilden des 

zweiten 

Rautenprismas wurde durch B rechtwinklig auf BB^ die Ebene gestellt, 
also ist es ein auf der schiefen Raute BlcC stehendes gerades Rauten- 
prisma. Im geraden sind die durch die Kantenebene entstehenden Teile 
deckbar. Diesen Hälften sind die Teile des ersten Raulenprismas gleich, 
also sind auch diese beiden einander gleich, aber deckbar sind die 
Hälften des schiefen Rautenprismas nicht. Die Deckung kommt nicht 
zustande, weil die Gegenecken rückwärts stimmen. (Nr. 10.) Beim geraden 
Rautenprisma sind von den drei Seitenwinkeln jeder Ecke zwei als Rechte ein- 
ander gleich; dadurch wird ihre Ordnung mit oder gegen den ührzeigerlauf 
(a. Rechter, R. oder a, R , Rechter) dieselbe; dadurch passen sie zusammen. 

b. Inhalt. 

13. Ls. Clnader, welche drei Züsammenstofsende Kanten entsprechend 
gleich haben, sind deckbar. (8, 2, 1 und 10, 1, 2.) 

14. Ls. Clnader, welche zwei zusammenstofsende Kanten entsprechend 
gleich haben, verhalten sich, wie die dritten Kanten. 

Bh. | = i 




Figur 121. 
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Beim Beweise sind zwei Fälle zu unterscheiden. Entweder haben die 
dritten Kanten ein gemeinsames Mafs oder nicht. Im ersten Falle ist der 
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Figar 125. 



Figur 126. 



Gang des Beweises aus Figur 125 leicht zu ersehen. Auch im zweiten 
Falle, bei welchem man den kleinen Quader in den grofsen setzt, so dafs 
ihre Grundflächen zusammenfallen, (Figur 126) entspricht der Beweis ganz 
dem im 1. Teile, 21, 1 (auch dem im 2. Teile, 9, 4). [Für die Figur 125 
sind SA und SC gleich der Seite und Eckenlinie eines Quadrates genommen.] 

15. Ls. duader, 
welche in einer Kante 
übereinstimmen, verhal- 
ten sich, wie die Produkte 
der beiden andern mit 
ihnen zusammenstofsen- 
den Kanten. 

Bw. Zu den in der 
Kante a übereinstimmen- 
den Quadern (Figur 127) 
nehme man einen dritten 
Quader, welcher die Kan- 
ten a, &i und cg hat, wende 
den vorhergehenden Satz 
auf Qx und Q^, sowie auf 
Ö3 und Q2 an, (die Ord- 
nung ist zu beachten) und 
vereinige die Gleichungen 
so, dafs die Hilfsgröfse Q^ 
herausfäUt. 



Bh. ^ = 




Q. 




Figur 127. 



Cx 




«, 



^ 



Figur 128. 

16. Ls. Cluader ver- 
halten sich wie die Produkte aus drei zusammenstofsenden Kanten. 
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Bw, Figur 128. Man bilde einen dritten Quadermit den Kanten «i und 
b^ und beliebiger dritter Kante d, und verfahre ebenso. 

17. Erklärung. Wie man zum Messen der Flächen ein Quadrat 
nimmt, dessen Seiten gleich dem Längenmafse sind, so bedient man sich zum 
Ausmessen der Körper eines Würfels (Kubus), dessen Kanten gleich 
dem Längenmafse sind. Beim Gebrauche des Meters wird das Körper- 
mafs ein Kubikmeter, dessen Zeichen cbm ist. (Man messe auf und vor 
der Wandtafel einen so grofsen Würfel ab.) 

18. Ls. Die Inhaltszahl eines Qnaders ist gleich dem Produkt der 
Mafszahlen der drei znsammenstofsenden Kanten. 

Bw. Bezeichnet man den Würfel über dem Längenmafse m mit W, 
die in einer Ecke des Quaders Q zusammenstofsenden Kanten mit äji, Jc2, h, 
so ist nach dem vorhergehenden Satze das Verhältnis 

Q ÄJi * Ä^ • ^3 kl ks hs 

W m* m • m tw m , m ' 
Wie oft W in Q enthalten ist, beantwortet die Inhaltszahl J; ä^, durch m 

gemessen, liefert die Mafszahl a, — ist die Zahl b und — wird c, und man hat 

m m 

J z=z a 'h ^ c. 
Zs. 1) Das Multiplizieren der Mafszahlen a und "o liefert die Inhalts- 
zahl ö der rechteckigen Grundfläche des Quaders, und c ist die Mafszahl 
der zugehörigen Höhe. Bezeichnet man daher diese Ueber mit A, so kann 
man die Gleichung schreiben 

und kurz aussprechen: 

Der Inhalt eines Quaders ist gleich dem Produkt aus 

Grundfläche und Höhej 
man hat aber während des Rechnens Q und h als unbenannte Zahlen 
zu denken. 

2) Der Würfel, welcher beim Messen seiner Kante die Mafszahl a 
giebt, hat die Inhaltszahl a^ Es kann daher die dritte Potenz einen 
Würfel (Kubus) bedeuten, wie die zweite ein Quadrat.*) 

19. Ls. Der Inhalt jedes Eantenprismas ist gleich dem Produkt aus 
seiner Grundfläche nnd Höhe. (Nr. 11.) 

20. Ls. Anch der Inhalt eines dreiseitigen Prismas ist tT" = G-^h. 
Bw. Man verdoppele das Grunddreieck zu einer Raute, lege durch 

jede der hinzugekommenen Seiten und die anstofsende Seitenkante des 
Prismas eine Ebene bis zur erweiterten Deckfläche; dann ist das entstandene 
Rautenprisma das Doppelte des dreiseitigen Prismas. (Nr. 12.) Mit dessen 
Inhalt J und Grundfläche G ist also der Inhalt des Rautenprismas 2J = 
2a 'h, folglich J=G ' iL 

21. Der Inhalt jedes Prismas ist 
1. J=Gh. 



*) Deshalb sagte man „a-Kubus" statt „a hoch 3" 'Und „Kubikwurzel" statt „dritte 
Wurzel". 
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Bw. Von einer Seitenkante des wseitigen Prismas aus lege man alle 
Kantenebenen. Dadurch wird seine Grundfläche in Dreiecke zerlegt, deren 
Inhalte nach Messung ihrer Grundlinien und Höhen gefunden werden G^i, 
G2y . . . Gn—2' Weil die dreiseitigen Prismen alle die Höhe h des gegebenen 
Prismas haben, wird dessen Inhalt 

J = G^l . A + G^2 ' /^ + . . . + G^n-2 . Ä = (G^i + G^2 + . . . (^n-^2) ' h = G ' k, 

22. Übungen. 

1) Über der Summe der Strecken a und b einen Würfel zu zeichnen und ihn 
durch Ebenen so zu zerlegen, dafs er darstellt die Formel 

(a + &)3 = a» + Sa^ö + 3a6^ + 6^ 
Als Zeichenebene ist zu nehmen entweder die Vorderfläche oder eine Kantenebene 
des Würfels. 

2) Die Kante eines Würfels zu bestimmen, welcher gleich ist der Vereinigung 
des reinen Goldes in fünf Milliarden Frank (5000 Millionen Frank = 4000 
Millionen Mark), welche Frankreich 1871 an Deutschland als Kriegskostenent- 
schädigung zahlen mufste. Ein Zwanzigfrankstück hat 5,806 Gramm Gold vom Eigen- 
gewichte 19,3. 

Ergebnis, x = 422,1 cm, also 4 m 02 cm 1 mm! Der Würfel aus reinem 
Golde ist höher als ein hohes Zimmer. 

3) Die Oberfläche und den Inhalt eines Würfels zu berechnen^ aus seiner 
gegebenen Eckenlinie e. — Wie ist das Ergebnis J = (V3c)^«eK3 recht all- 
gemein zu deuten? 

4) Schneidende Ebene: Martus, Aufgaben 454, 637. 

5) Inhaltsbestimmungen: M., Aufg. 447, 448; 451, 452; 458, 462, 463. 

6) Schnittfigur im Würfel: M., Aufg. 636. 

7) Gleichkantiges Bautenprisma mit 3 gleichen spitzen Winkeln in einer Ecke: 
M., Aufg. 449. 

8) Der Kalkspat bildet Kautenprismen, bei welchen in einer Ecke drei gleiche 
stumpfe Winkel von « = 105^ 5' zusammenkommen, und jede Kante ist = a. 
Wie grofs sind die Flächen winkel und der Inhalt des Körpers? Man zeichne diesen 
Krystall, welcher ein Rhomboeder genannt wird, so, dafs die Ecke mit den drei 
stumpfen Winkeln an der Grundfläche hinten liegt. 

Ergebnis: cosaj = ctg« tg^/a«; «7" = a^ sin^a sina?. 

x = 110^35'41", 180^ — ar = 69^ 24' 19*'; /= 0,8727 a\. 



12. Glied. Die Pyramide. 

a. Oestalt. 

1. Erklärung. Legt man durch alle Kanten einer körperlichen Ecke 
eine Ebene, so heifst der abgegrenzte Raum eine Pyramide. Die Schnitt- 
figur, welche die hindurchgelegte Ebene lieferte, nimmt man als Grund- 
fläche des Körpers und die in den Seitenflächen der Ecke abgegrenzten 
Dreiecke als seine Seitenflächen; alle Grenzfiguren zusammen bilden 
seine Oberfläche. Der Scheitel der Ecke wird die Spitze der Pyramide, 
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die dort sich treffenden Kanten sind die Seitenkanten und die Seiten der 
Grundfigur die Grundkanten. Die von der Spitze auf die Grundfläche 
gefällte Senkrechte ist die Höhe der Pyramide. Nach der Zahl der Seiten- 
Bächen unterscheidet man dreiseitige, vierseitige, . . . nseitige Pyramiden. 

2. Ls. Ist die Ornndfläche einer Pyramide 
ein Vieleck im Kreise nnd steht ihre Höhe 
in dessen Mittelpunkte, so sind ihre Seiten- 
kanten alle gleich. (8, 2, 3.) 

1) Erklärung. Eine Pyramide mit lauter 
gleichen Seitenkanten heifst eine gerade, jede 

, ' andere eine schiefe. 

2) ümkehrung. Um die Grundfläche 
einer geraden Pyramide läfst sich ein Kreis 
beschreiben. Der Fufspunkt ihrer Höhe wird 
sein Mittelpunkt. 

3) Die Seitenkanten einer geraden Pyramide haben gegen die Grund- 
fläche gleiche Neigungswinkel. 

3. Ls. Jeder der Grundfläche gleichlaufende Querschnitt einer Pyramide 
ist der Ornndfignr ähnlich. 

Bw. Die entsprechenden Seiten der 
Vielecke sind gleichlaufend nach 9, 11. 
Deshalb sind ihre gleichliegenden Winkel 
gleich (8, 7), und man hat nach dem Ver- 
hältnissatze 

ÄiBi _ BiS_ BiCi 
AB ~ BS~ BC 
Ebenso leitet die folgende Kante mittels 
ihres oberen Abschnittes Ci8 über von 



Figar 129. 




B,C^ ^^j. OiA 



dann bringt -r^ die Ver- 



BC CB 

hältnisgleichheit des nächsten Seitenpaares, 
und so rings herum, so viele Seiten da sein 
mögen. Wegtjn Gleichheit der entsprechen- 
den Winkel und der Verhältnisgleichheit 
ihrer Seiten sind die Vielecke ähnlich. 

4. Ls. Von solchem Querschnitte und der Grundfläche verhalten sich 
gleichliegende Seiten und die Umfange wie die Abstände dieser Ebenen 
von der Spitze; ihre Inhalte aber wie die Quadrate der Abstände von 
der Spitze. 

Der Beweis wird leicht geführt durch 1. T., 18, 2, Zs. und 21, 10, 2. 

Bezeichnet man den Inhalt des Querschnitts mit Q, den der Grund- 
fläche mit ö, ihre Abstände von der Spitze mit x und ä, so ist 

^2 



Q 



a. 



Der mitten durch die Höhe gehende Querschnitt Ä2l>2 ist nur V* G\ 
derjenige, dessen Abstand von der Spitze Vioä ist, kommt auf *^/iooö, also 
noch nicht auf die Hälfte. In welcher Entfernung x von der Spitze erreicht 
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der Inhalt des Querschnitts die Hälfte der Grundfläche? — In Figur 130 
sind die Schnitte so gezeichnet, dafs ^22)2 halb so grofsen Umfang, und 
AiJDi halb so grofsen Inhalt wie die Grundfigur AD hat. 

Zs. Werden zwei Pyramiden, welche gleich grofse Grundflächen 
und Höhen haben, in gleichem Abstände von der Spitze von einer der 
Grundfläche gleichlaufenden Ebene geschnitten, so sind die Schnitttiguren 
inhaltsgleich. 2 

Denn in der ersten Pyramide ist Qi = -^ G und in der zweiten 

b. Inhalt. 

5. Ls. Pyramiden von gleichen Ornndflächen nnd gleichen Höhen sind 
inhaltsgleich. 

Bw. Die Figur 131 stellt zwei gleich hohe Pyramiden SÄBC und SiAiBiCi 
von verschiedener Gestalt dar, deren Grunddreiecke aber gleichen Inhalt haben, 
weil das ^albe 
Produkt von 
Grundseite und 
Höhe in beiden 
gleich grofs ge- 
macht ist. Die 
40 mm grofsen 
Pjramidenhöhen 
wurden in n (5) 
gleiche Teile ge- 
teilt und durch 
jeden Teilpunkt 
wurde eine der 
Grundfläche 
gleichlaufende 
Ebene gelegt. 

Von den in beiden Pyramiden entstehenden Querschnitten werden die in gleicher 
Höhe streichenden gleich grofs, EFJ= EiFiJi^ LMN =^ LiMiNx und so foyt, 
nach dem soeben bewiesenen Zusätze unter Nr. 4. 

Durch BC wurde die der Kante AS gleichlaufende Ebene BGJD bis zur nächsten 
Querebene JDEF gelegt ; dann entstand durch Erweitern der Seitenebenen SAB und 
SAC das dreiseitige Prisma ABB^ welches dem in der zweiten Pyramide ebenso her- 
gestellten Prisma AiBiBi inhaltsgleich ist, weil beide gleiche Grundflächen und 
gleiche Höben besitzen. Auch durch die Seite FiJ\ des untersten Querschnitts der 
zweiten Pyramide wurde die der Kante ^iSi gleichlaufende Ebene FiJiKi bis zur 
zweiten Querebene K^L^Mi geführt, und es entstand zwischen den Seitenflächen 
SiAiBi und SiAid das Prisma EiF^Ki^ welches dem zweiten Prisma EFK der 
andern Pyramide gleich ist, weil ihre Grunddreiecke und Höhen gleich sind. So geht 
es in beiden Pyramiden fort bis zur Spitze; die n Prismen der einen Pyramide sind 
immer entsprechend gleich den n Prismen der andern; also sind auch ihre Summen 
gleich, die beide mit Sn bezeichnet werden sollen. 

Die gelegten Seitenebenen wurden auch bis zu der darunter liegenden Querebene 
hinabgezogen. Das unter dem obersten Querschnitte OPQ entstehende Prisma 
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Figur 131. 
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OFQT ist dem darüberstehenden OPQR gleich, da beide dieselbe Grundfläche OPQ 
haben und gleiche Höhen, die eine nach oben, die andere nach unten gerichtet. So 
trägt in beiden Pyramiden jeder Querschnitt ein stehendes und ein hängendes Prisma 
von gleicher Gröfse. Die zweite Eeihe der Prismen, die ganz innerhalb der Pyra- 
miden liegen, während die der ersten mit ihren Treppenstufen aus den Pyramiden 
hervorragen^ hat ein Prisma weniger. Es ist also, wenn die Inhalte der beiden Pyra- 
miden mit P und Pi bezeichnet werden, 

Sn>P>Sn-l und Sn>Pi>Sn-i, 

Beide liegen zwischen den gleichen Summen. Die Grenzen Sn und Sn—i unter- 
scheiden sich um das unterste, auf der Grundfläche stehende Prisma ABCD oder 
drüben das ebenso grofse -4iJ5iCi2)i. 

Denkt man an die Seitenflächen SAG und SiA-iü-i daran passende, in gleicher 
Weise hergestellte dreiseitige Pyramiden angesetzt, so gehen bei den entstandenen 
vierseitigen Pyramiden an zwei Seitenflächen Treppenstufen hinauf, bei fünf- 
seitigen Pyramiden an drei, und so fort; stets ist 

Sn>P>Sn^l und Sn>Pl>Sn-l. 

Teilt man beide Höhen h nicht in 5, sondern in 500 gleiche Teile, so treten die 
Treppenstufen viel weniger heraus ; die Stufen der inneren Prismen gehen dichter an 
die Seitenflächen SBC und SiBiCt heran; die neuen Grenzen sind von beiden Seiten 
näher an P und Pi herangekommen, aber noch ist 

Sn>P> Sn-1 und Sn> Pl> S^-l. 

Der Unterschied der Grenzen, das auf der Grundfläche stehende Prisma^ ist jetzt aber 
viel kleiner. Seine Höhe ist der fünfhundertste Teil von ä =: 40 mm, nur 0,08 mm, 
das ist die Dicke eines Bogens Druckpapier. (1. T., 1, 6, unten.) Solches Papier- 
dreieck ABC (oder Vieleck) würde, zusammengedrückt, eine- kleinere Papierkugel 
geben, wenn man seine Dicke auf die des feinsten Seidenpapiers gebracht hätte. 
Man denke also die Höhen ?i lieber in 5000, oder 50000 gleiche Teile geteilt; dann 
wird der Unterschied der Grenzen sehr klein; aber beide Pyi-amiden liegen zwischen 
denselben nun schon sehr nahen Grenzen 5„ und Sn— i, die man immer noch 
näher aneinander bringen kann, (so dafs ihr Unterschied viel kleiner als ein Sand- 
korn wird) wenn man die Höhen /* in Million, Billion, Trillion . gleiche Teilchen 

zerlegt denkt. Da man also an P und Pi dieselben Grenzen ohne Aufhören näher 
bringen kann, können P und Pi an Gröfse sich nicht unterscheiden; sie sind 
gleich. 

6. Lb. Ein dreiseitiges Prisma kann durch zwei Schnitte in drei 
gleiche dreiseitige Pyramiden zerlegt werden. 

Bw. In Figur 132 wird von dem unter 1 gezeichneten dreiseitigen 
Prisma durch den Schnitt BAB die auf dem Grunddreiecfc stehende Pyramide 
AFBB fortgenommen. D6r übrig bleibende Körper ist unter 2 noch einmal 
gezeichnet. Es ist eine vierseitige Pyramide, die zur Grundfläche die Raute 
ABGL hat. Nun wird der zweite Schnitt DAC geführt. Er zerlegt die 
Raute in zwei deckbare Dreiecke. Zu ihnen als Grundflächen gehört das 
von D auf die Ebene ABCL gefällte Lot als gemeinsame Höhe. Die Stücke 
sind also dreiseitige Pyramiden von gleichen Grundflächen und Höhen und 
darum nach dem vorhergehenden Lehrsatze inhaltsgleich. Das linke 
Stück LCBA ist die an der Deckfläche des unter 3 wiederhergestellten 
Prismas hängende Pyramide. Wird nun diese fortgenommen, sa bleibt 
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unter 4 die vierseitige Pyramide mit der Spitze A. Der erste Schnitt BAB 
zerlegt sie in 2wei dreiseitige Pyramiden von gleichen Grundflächen und 




der gemeinsamen Höhe von A auf die Ebene der Raute BCBF, Das vordere 
Stück ist die auf der Grundfläche des Prismas stehende Pyramide, welche 
zuerst abgeschnitten wurde. Wird sie vom Körper 4 wieder fortgenommen, 
so bleibt das Mittelstück ABOB des Prismas, welches unter 5 noch be- 
sonders gezeichnet ist. ABCB war unter 4 gleich der stehenden Pyramide 
und unter 2 gleich der hängenden: also sind die drei Teile des Prismas 
einander gleich. '^ 

7. Ls. Der Inhalt einer dreiseitigen Pyramide ist ein Drittel des 
Produkts ans ihrer Ornndfläche nnd Höhe. 

Bw. Es sei (Figur 132) AFBB die gegebene Pyramide. Man lege 
durch die Grundkante AB die der gegenüberliegenden Seitenkante FB gleich- 
laufende Ebene bis zu der durch die Spitze B der Grundfläche gleich- 
laufenden Ebene; dann schliefsen sie mit den erweiterten Seitenflächen J.^i) 
und BFB ein auf demselben Grunddreieck stehendes Prisma ein. (8, 11.) 
Von seinem Inhalte 6r • ä ist die dreiseitige Pyramide einer der drei gleichen 
Teile; ihr Inhalt also Vs Gh, 

8. Ls. Der Inhalt jeder Pyramide ist 
2. J= 'hGh. 

Bw. wie zu 11, 21. Jede Pyramide hat nur ein Drittel des Inhalts 
eines Prismas von gleicher Grundfläche und Höhe. [Der Nenner richtet 
sich nach der Zahl der Ausdehnungen: bei den spitzen ebenen Figuren 
(Dreieck, Kreisausschnitt) ist er 2, bei den in eine Spitze auslaufenden 
Körpern ist er 3.] 

9. Erklärung. Nimmt man von einer Pyramide durch einen der 
Grundfläche gleichlaufenden Schnitt die Spitze weg, so bleibt ein Körper, 
welcher eine abgestumpfte Pyramide oder ein Pyramidenstumpf 
genannt wird. (Figur 130.) Der Schnitt ist die Deckfläche, ihr Abstand von 
der Grundfläche die Hohe des Stumpfs. 

10. Die abgeschnittene Spitze ist der ganzen Pyramide ähnlich, weil 
alle entsprechenden Grenzflächen ähnlich und die gleichliegenden Flächen- 
winkel gleich sind. 

Hat der im Abstände x von der Spitze gelegte Durchschnitt den Inhalt B 

OS 

und ist das Verhältnis -- = t? (wo h die Höhe der ganzen Pyramide be- 

n 
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zeichnet), so wird vom Pyramidöninhalt P die fortgenommene Spitze der 
Bruchteil v^P, (Nr. 4) woraus man ersieht, dafs die Inhalte ähnlicher 
Körper sich verhalten wie die dritten Potenzen der Höhen oder gleich- 
liegender Kanten. Für den Stumpf bleibt der Inhalt (1— «;*) P. 

In welchem Abstände von der Spitze der Pyramide befmdet sich der 
der Grundfläche gleichlaufende Schnitt, welcher die Pyramide halbiert? 
Antwort: x = 0,7937 ä. Der halbierende Schnitt liegt auffallend tief, unter 
^/4, fast bei ^/s der Höhe. 

11. Aufgabe. Ben Inhalt eines Pyramidenstnmpfs zu bestimmen 
durch seine Höhe 22, Ornndfläche G und Deckfläohe D.*) 

Ausführung. Setzt man auf den Stumpf die abgeschnittene Spitze von 
der Höhe x wieder auf, so sieht man, dafs der Inhalt des Stumpfes wird 

/= V3(^ (Ä + :c) — Vs-D^r = Vs \Gr-h ^(a — B) x\ 
Um X zu beseitigen, hat man durch den Satz Nr. 4 

^ — ^' 

indem man sogleich die Wurzel auszieht, ,-7= = 7-1 — 
},Yb 'K(^ ä+^ 

also X = -ry=: — rv=, desscu Nenner sofort von den Wurzeln zu 

Va — Vi) _ 

befreien ist durch Erweitern des Bruches mitK^r+K^ 

_ hVB(Vä+VB) 

Beim Einsetzen dieses Wertes in den Ausdruck J hebt sich der Nenner 
fort und h läfst sich ausschliefsen, so dafs man hat 

3. Pyramidenstumpf J = Vs Ä (ö + VGD + JD). 
Anmerknng. Das Ergebnis ist als Formel zu merken, nicht in Worten, auf 
die man kommt durch Deuten des Ausdrucks. Zunächst befremdet V GB, Aus dem 
davor und dahinter stehenden 6r und D ist zu ersehen, daf s die§e Wurzel eine Fläche 
bedeuten mufs. Sie wer^e mit Q bezeichnet. In Q = YgD erkennt man G:Q=Q:D^ 
dafs also die Fläche Q ihrer Gröfse nach zwisphen G und JD liegt und durch einen 
Querschnitt darstellbar ist. Ihn zu finden, seien von G^ Q und D gleichliegende Seiten 
a, h und c. Weil die drei Figuren ähnlich sind (Nr. 3), hat man 

^ =- -^ = - 

a^ b^ a b 

daher wegen obiger Verhältnisgleichung — = -g, also. — = — . Demnach wird 

c c 

man in Figur 130, nachdem b als Mittelglieid zu BC = a und B2C2 = c gezeichnet 

ist, die Strecke b auf BC von B aus abtragen, durch ihren Endpunkt die der Kante 

BS gleichlaufende Grade ziehen, welche CS etwa 1 mm unter Ci triift, und durch den 



*) Die kleinere Grundfläche ist nicht mit g bezeichnet, weil das Hersagen der 
Formel verlängert wird durch das nötwendige Einschalten der Worte «grofs" G und 
„klein" g; ferner weil es sehr vorteilhaft ist, zum Unterschiede von Längen die Flächen 
und Körper mit grofsen Buchstaben zu bezeichnen, um mit schnellem Blick untergelaufene 
Umformungsfehler entdecken zu können, iadem man die Glieder der Gleichung auf 
Benennung prüft, ob alle Flächen oder alle Körper bedeuten. 
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Treffpaukt die der Grundfläche gleichlaufende Ebene legen, welche den gesuchten 
Querschnitt Q wenig unter dem Schnitt ÄiJDi giebt. Mit ihm lautet der Ausdruck J 
nach Auflösen der Klammer 

J- = ö . VsÄ + C . V3Ä + 2) • ^Ish 
und dies lehrt: Man kann die beiden der Grundfläche gleichlaufenden Ebenen, welche 
die Höhe h des Pyramidenstumpfes in 3 gleiche Teile zerlegen, benutzen zur Herstellung 
dreier prismatischen Schichten, von denen die untere auf der Grundfläche G steht, 
die obere an der Deckfläche D hängt und die mittlere die Grund- und Deckfläche so 
grofs wie Q hat. Dieser dreistufige Schichtkörper ist ebenso grofs, wie der nach oben 
gleichmäfsig schmaler werdende Pyramidenstumpf. 

Beispiel. Der Obelisk von Luxor in Paris (place de la concorde) 
stand früher mit ebensolchem vor dem Palaste Luxor in Oberägypten. Dort 
wurde er im Jahre 1831 umgelegt, dann nach Paris gebracht und 1838 
auf einem Stufenunterbau mit Sockel aufgerichtet. Er besteht aus einem 
einzigen Stück Granit von der Gestalt eines vierseitigen, sehr gestreckten 
Pyramidenstumpfs, dessen Deckfläche die Grundfläche einer pyramiden- 
förmigen Spitze ist. Die Seite des Grundquadrates beträgt 2,42 m, die der 
Deckfläche 1,54 m, die Höhe des Pyramidenstumpfs 21,60 m und die der 
Schlufspyramide 1,20 m. Vor dem Fortschaffen mufste, um die Tragfähig- 
keit des Schiffes danach einzurichten und dessen Tiefgang beim Einladen 
vorher zu wissen, berechnet werden, wieviel Kilogramm dieser Obelisk 
wiegt, da das Eigengewicht des ägyptischen Granits 2,654 ist. Man berechne 
das Gewicht durch verkürztes Multiplizieren. (Er wiegt 231000 kg.) 

12. Übungen. 

1) Die gröfste ägyptische Pyramide, die des Königs Chufu, ist 146,5 m 
hoch und jede Seite der quadratischen Grundfläche ist 233 m lang. Wie 
grofs ist die quadratische Fläche, welche mit einer drei Meter hohen und 
0,3 m dicken Mauer aus den Steinen dieser Pyramide umschlossen werden 
könnte? (Der Flächeninhalt von Frankreich beträgt 530000 qkm.) 

Antwort: a;^ = 542350 qkm. Das quadratisch gedachte Frankreich 
könnte ganz umzogen werden mit einer 3 m hohen Mauer aus den Steinen 
dieser einen Pyramide. 

2) Inhalt: Martns, Aufgaben 453, 455; 430, 431, 435; 426, 413, 427; 416. 

3) Seitenflächen: M., Aufgaben 428, 406. 

4) Neigungswinkel: M., Aufgaben 407 — 410, 433. 

5) Abgestumpfte Pyramiden: M., Aufgaben 441 a, 442 — 446. 

6) Zerlegung des Körpers: M., Aufgaben 457, 401. 

7) Verbindet man bei einer dreiseitigen Pyramide jede Ecke mit dem Schwer- 
punkte des gegenüberliegenden Dreiecks, so schneiden sich diese vier Linien in 
demselben Punkte. Dieser Schwerpunkt der Pyramide teilt jede der vier 
Linien so, dafs von ihr V* heim Dreieck upd ^U an der Spitze liegen. (Man zeige 
dies zunaiÖist an zwei Dreiecken, indem man deren Schwerpunkte verbindet.) 

8) Ein schief abgeschnittenes dreiseitiges Prisma (Figur 133) ist gleich 
der Summe von drei mit ihm auf derselben Grundfläche stehenden Pyramiden, deren 
Spitzen die Eckpunkte des schiefen Schnittes sind. (Nr. 6.) Demnach ist sein Inhalt 

Es ist aber die vom Schwerpunkte des Schnittes auf diö Grundebene gefällte Sepk- 
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Figur ISa. 



rechte h der Mittelwert der drei Höhen. Daher J=G 'h, also gleich einem Prisma, 
dessen Deckfläche durch den Schwerpunkt des schiefen Schnittes geht. 

Man wende diesen Satz auf das schief abge- 
schnittene gerade Vrism^ABCDEF slü (in Figur 133) 
und auch auf seine unter die Grundebene gehende 
Fortsetzung, die dort irgendwo in beliebig anderer 
schiefer Richtung abgeschlossen wird. Die Summe 
der Ergebnisse lehrt: 

Der Inhalt eines schief abgeschnittenen 
dreiseitigen Prismas ist gleich dem Produkt aus 
dem rechtwinklig durch die Seitenkanten gehenden 
Schnitte und deren Mittelwerte oder dem gegenseitigen 
Abstände der Schwerpunkte der Endflächen. (Bei- 
spiel: M., Aufgabe 456.) 

9) Aufgabe. Eine auf einer Raute stehende 

Pyramide zu halbieren durch eine Ebene, welche eine 

Grundkante enthält. [Auf beide Teile wird der unter 

8) erhaltene Satz angewandt,] 

Ergebnis. Beide Gegenkanten der Ausgangsseite werden von der Ebene nach 

d^jn goldenen Schnitte geteilt^ so dafs der gröfsere Abschnitt an der Spitze der 

Pyramide ist. 

10) Ein Körper hat als Grundfläche ein regelmäi'siges Achteck von der Seite a, 
als Deckfläche ein Quadrat von der Seite a und als Seitenflächen abwechselnd Quadrate 
und gleichseitige Dreiecke mit der Seite a. Man bestimme den Inhalt des zusammen- 
gesetzten Körpers durch Gruppieren seiner Teile, nachdem man seine Grundfläche mit 
den erforderlichen zwei Paar Eckenlinieü besonders hingezeichnet hat. (Dieser Körper 
ist ein gutes Beispiel zur Darstellung eines Schaubildes. Man nehme über der in die 
Zeichenebene gelegten Mittellinie des Achtecks die Horizontlinie nur wenig höher 
an, als der Halbmesser des umbeschriebenen Kreises lang ist. und den Hauptpunkt 
über der Mittellinie, doch fast bei ihrem Ende.) [Dazu 21, 7, 7.] 

Ergebnis. J = (l-f ^IsVf) a^ = 1 ,9428 a\ 
11) Erklärung. Ein Prismatoid (Figur 134) 
ist ein Körper, der als gleichlaufende Grundfläche und 
Deckfläche zwei beliebige Vielecke hat und zu Seiten- 
flächen Dreiecke, die mit der einen Grundfläche eine 
Seite, mit der andern einen 
Eckpunkt gemein haben. 

Haben die beiden Viel- 
ecke n und n' Seiten, so 
besitzt der Körper » -j- n' 
Seitendreiecke, und deshalb 
hat jeder den Grundflächen 
gleichlaufende Querschnitt 
n -|- w' Seiten. Läfst man 
aber zwei Vielecksseiten, 
die zu Nachbardreiecken ge- 
hören, gleichlaufend wer- 
den, (man betrachte KÄ und LB) so kommen die beiden Dreiecke in eine Ebene 
und bilden ein Trapez, {ONB wird zu einer geraden Liniej und dann hat der Quer- 





Figur 1S4. 



Figur 135. 
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schnitt (n -\- n^ — 1) Seiten. Überhaupt bekommt der Querschnitt so viele Seiten 
weniger als n -|- w', wie Paare solcher Vielecksseiten gleichlaufend sind. In dem 
besonderen Falle, dafs bei den Vielecken je zwei Seiten gleichlaufend genommen 
werden, heilst der Körper ein Obelisk. (Figur 135.) Dessen Seitenflächen sind also 
Trapeze, die auch zu Bauten werden können. 

Man darf auch eine oder beide Grundflächen des Prismatoids in eine gerade 
Linie, oder die eine in einen Punkt übergehen lassen. 

Der mitten zwischen den Grundflächen ihnen gleichlaufend gelegte Schnitt heifst 
die Mittelfläche des Prismatoids. 

Aufgabe. Zu beweisen, dafs der Inhalt eines Prismatoids, wenn die Inhaltszahlen 
der Grund-, Mittel- und Deckfläche mit G-^ M und B bezeichnet werden, zu berechnen 
ist aus J= ^Ißh {G + 4 Jf + D). 

Diese Formel wird die Simpsonsche Regel genannt. 

Wie bei der Herleitung zu verfahren ist, zeigt Figur 134. Dabei ist zu beachten, 
dafs die Pyramide ÄBCP = 4 ÄDEP wird. 

12) Nachzuweisen, dafs in der Simpsonschen Regel enthalten, sind die In- 
haltsausdrücke folgender Körper: a) Prisma, b) Pyramide, c) schief abgeschnittenes 
dreiseitiges Prisma, [man zeichne es so, dafs eine Seitenfläche als Grundfläche dient. 
Vergl. 8) am Ende.] d) abgestumpfte Pyramide. Auch betrachte man e) zwei Gegen- 
kanten einer dreiseitigen Pyramide als die in gerade Linien ausgearteten Grundflächen 
eines Prismatoids. (Siehe auch 15, 19, Anm. und 22, 30.) 

13) Auf einem Quadrate mit den Eckenlinien 2 a (von denen die eine in der 
Zeichenebene liegt) steht eine Pyramide, deren Seitenkanten auch 2 a sind. Stumpft 
man die vier Grund-Ecken bis zu den Mitten ihrer Kanten ab, so bleibt ein Körper 
von der Gestalt einer Turmspitze.*) Welche Stellung zur Grundebene haben die 
geführten Schnitte? Wie grofs sind 1) die Kanten des Körpers, 2) seine Höhe, 3) sein 
Inhalt, ausgedrückt durch Grundfläche und Höhe, ' dann nur durch a, 4) die Ober- 
fläche, 5) der Neigungswinkel eines Vierecks gegen das Grundquadrat^ 6) oben an 
der Spitze die Kantenwinkel und die Flächenwinkel, woraus auch die zwischen einem 
Vierecke und Dreiecke hervorgehen. 

Ergebnis. — 3)J=z ^Ua^h = ^208/3= 0,866 a^ 4) -F= (l +K3 
-\-Yl)a^ = 5,18 154 a\ 5) Das Dach steigt unter einem Winkel von 67« 47' 33" 
an; 6) die Winkel zwischen den Kanten an der Spitze y = 41^ 24' 35*, der Flächen- 
winkel zwischen den Vierecken, aus cos« = — ^Z?, « = 98® 12' 48" und der 
zwischen einem Vierecke und Dreiecke ß =130® 53' 36". 



13. Glied. Die Walze. (Der Cylinder.) 

a. Gestalt. 

1. Erklärung. Legt man durch einen Punkt einer Kreislinie eine 
Gerade, die nicht in die Ebene des Kreises fallt, und führt sie in der- 
selben Richtung am Kreise entlang rings herum, so beschreibt sie eine 
Walzenfläche. Die leitende Linie konnte auch eine Ellipse oder irgend 



*) Die im 12. und 13. Jahrhundert im romanischen Stile erbauten Kirchen (z. B. in 
Andernach) haben häufig eine so gestaltete Turmspitze. 

Martus, Raumlehre. 2. 10 
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eine andere krummlinige geschlossene Figur sein. Durchsehneidet man die 
Walzenfläche durch eine der Ebene der Grundfigur gleichlaufende Ebene, 
so heifst der nun abgeschlossene Körper eine Walze. Die sie abschliefsenden 
Ebenen sind ihre Grundflächen, oder die erste die Grundfläche, die 
zweite die Deck fläche; die krumme Grenzfläche heifst der Mantel der 
Walze. Der gegenseitige Abstand der Grundflächen ist die Höhe der Walze. 
Stand die an die Grundfigur gelegte Gerade auf deren Ebene senkrecht, so 
wird die Walze eine gerade, lag sie schief zur Grundfläche, so entsteht 
eine schiefe Walze» 

2. Ls. In einer Walzenfläche läfst sich durch jeden Punkt eine gerade 
Linie ziehen. 

Bw. Als die herumgeführte Gerade die krumme Fläche beschrieb, mufs 
sie auch an den gewählten Punkt der Fläche gekommen sein. An der Stelle 
war sie die gedachte gerade Linie. 

Erklärung. Die geraden Linien in der W^alzenfläche heifsen Seiten- 
linien oder Seiten. 

Zs. 1) Alle Seitenlinien einer Walze sind gleichlaufend. 

2) Deshalb haben alle gleiche Neigungswinkel gegen die Grundflächen. 
Steht eine von ihnen auf einer Grundfläche senkrecht, so stehen alle senk- 
recht auf beiden Grundflächen. (9, 16 — 18.) 

3) Alle Seitenlinien einer Walze sind gleich lang. 

4) Durch keinen Punkt des Mantels läfst sich hoch eine zweite gerade 
Linie in der Walzenfläche ziehen. 

Bw. Durch jeden Punkt der Walzenfläche, welcher in der zweiten 
Geraden läge, ihren Schnittpunkt mit der ersten ausgenommen, ginge eine 
andere Seitenlinie des Mantels. Diese gleichlaufenden Geraden lägen also 
in der Ebene des Winkels, den die zwei Geraden bilden. Die Walzenfläche 
wäre also an dieser Stelle eben und müfste die Grundfläche in gerader 
Linie schneiden, die krumme Leitlinie also hier gerade sein. 

3. Ls. Ornnd- und Deckfläche einer Walze sind deckbar. 

Bw. Ist die Grundfläche ein Kreis oder eine 
Ellipse, so ziehe man durch den Mittelpunkt die 
Gerade in Richtung der Seitenlinien und lege durch 
sie und irgendwelche Seitenlinien Ebenen. Die 
entstehenden Schnittfiguren weisen nach, dafs, 
wenn die Grundfläche ein Kreis ist, die Deckfläche 
ein Kreis mit gleichem Halbmesser um den Treff- 
punkt Mt ist. Ist die Grundfläche eine Ellipse, 
so fällt beim Aufeinanderlegen jeder Punkt des 
Umfangs in den ihm entsprechenden, wegen Gleich- 
heit der Zwischenwinkel (wie A^MiBi = ÄMJB). 
Wird die Grundfläche von einer krummen Linie 
umschlossen, die keinen Mittelpunkt hat, so zieht 
Figur 133. ^^^ ^Q^ irgend einem Punkte der Grundebene aus 

die Gerade in Richtung der Seitenlinien und verfährt ebenso. 

Erklärung. Die Gerade zwischen den Mittelpunkten der beiden Grund- 
flächen heifst die Achse der Walze. 
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Zs. Von jedem der Grundfläche gleichlaufenden Schnitt einer Walze 
gilt dasselbe, weil man auch dort die Walze abschliefsen konnte. 

Anmerkung. Eine Walzenfläche entsteht auch, wenn die gerade und 
die geschlossene krumme Linie die Rollen wechseln, also die Gerade die 
Leitlinie ist. Wie niufs man die Grundfigur bewegen? 

4. Ls. Legt man durch eine Berührnngslinie der Ornndfignr nnd durch 
die zum Berührnngspnnkte gehörige Seitenlinie der Walze eine Ebene, sa 
hat sie mit dem Mantel nur diese Seitenlinie gemein nnd liegt sonst ganz 
auTserhalb desselben. 

Bw. Es sei AC irgend eine Berührungslinie der Grundfigur (mag diese 
ein Kreis oder eine Elhpse sein) und BE die durch den Berührungspunkt B 
gehende SeitenUnie. In der durch AC und BE 
bestimmten Ebene AD mufs jeder Punkt, wie Pi, 
welcher nicht in der Seitenlinie BE sich befindet, 
aufserhalb der Walze liegen. Dies nachzuweisen, 
lege man durch den gewählten Punkt Pi die der 
Grundfläche gleichlaufende Ebene. Sie schneidet 
die Ebene AD in der Geraden AiCi und die 
Walze in einer Schnittfigur, welche mit der Grund- 
figur deckbar ist (Nr. 3, Zs.) Legt man noch 
die Ebene durch die Achse MQ und die Seitenlinie 
BE, so entsteht Z MiBiCt — MBC. (8, 7.) Daher ^ 

fällt bei der Deckung Pi in einen Punkt P der Be- ^ignr 137. 

rührungsUnie J5(7, welcher nicht ihr Berührungs- 
punkt B ist. Darum befindet sich Pi wie P aufserhalb der Schnittfigur, liegt 
also auch an seiner gegebenen Stelle aufäerhalb der Walze. 

Zs. Die Ebene AD schneidet jeden der Grundfläche gleichlaufenden 
Schnitt in einer BerührungsUnie. 

Erklärung. Eine Ebene, welche mit einer Walzenfläche nur eine ihrer 
Seitenlinien gemein hat und sonst ganz aufserhalb der Walze hegt, heifst eine 
Berührungsebene; die gemeinsame Seitenlinie ist ihre Berührungslinie. 

5. Umkehrung. Eine Berührungsebene der Walze schneidet die Omnd- 
fläche in einer Berührnngslinie der Ornndfignr. 

Bw. Wäre die SchnittUnie keine Berührungslinie, so müfste sie den 
Umfang der Grundfigur noch in einem zweiten Punkte treffen und die durch 
diesen gehende Seitenlinie der Walze und die erste Seitenlinie würden eine 
Ebene bestimmen, mit welcher die gegebene Ebene zusammenfiele, so dafs 
diese zwei Seitenlinien mit dem Mantel gemeinsam hätte, also keine Be- 
rührungsebene wäre. 

6. Erklärung. Der durch eine Sehne der Grundfläche in Bichtung 
, der Achse geführte Schnitt heifst ein Sehnenschnitt der Walze. 

Ls. Jeder Sehnenschnitt einer Walze ist eine Bante. 

Bw. Die zu den Endpunkten der Sehne gehörigen SeitenUnien befmden 
sich in der Schnitt ebene. (8, 11, 2.) Diese schneidet also den iMantel 
in zwei geraden Linien, welche gleichgerichtet sind, und die Grundflächen 
auch in solchen Geraden. 

10* 
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7. Erklärung. Der von einem Durchmesser der Grundfläche aus- 
gehende Sehnenschnitt wird, weil er die Achse enthält, ein Achsenschnitt 
genannt. 

Ls. In einer geraden Walze stehen alle Achsenschnitte auf der Grund- 
fläche senkrecht, in einer schiefen nur der, welcher durch die Senkrechte 
geht, die von einem Punkte der Achse auf die Grundfläche gefallt wird. 

Bw. Zunächst sind die Sätze 9, 5 und 8, 8 anzuwenden; dann ist 
für die schiefe Walze die Möglichkeit eines zweiten senkrechten Achsen- 
schnitts durch 9, 9 abzuweisen. 

8. Erklärung. Eine Walze, deren Grundflächen Kreise sind, werde 
als eine Kreiswalze bezeichnet. 

Ls. In einer schiefen Kreiswalze ist jeder Sehnenschnitt; dessen Grund- 
seite die des senkrechten Achsenschnitts rechtwinklig schneidet, 
ein Eechteck. 

Bw. Es sei ÄBCB der senkrechte Achsen- 
schnitt einer schiefen Kreiswalze. Durch seine 
Grundseite AB ist die Sehne EF rechtwinklig ge- 
zogen; mithin ist EF rechtwinkhg auch auf der 
Ebene ABCD (9, 7); Z.FJL ist also ein Rechter. 
Es ist aber JL die Mittellinie der Raute EFGrH, 
gleichlaufend den Seiten FG- und EH^ die also 
auch mit EF rechte Winkel bilden. Daher ist 
solcher Sehnenschnitt der schiefen Walze ein 
Rechteck. 

Zs. 1) In einer schiefen Walze ist nur ein 
Achsenschnitt ein Rechteck. 

2) In einer schiefen Walze ist der senkrechte Achsenschnitt der kleinste, 
der rechtwinklige der gröfste. (8, 9.) 

3) Die rechteckigen Sehnenschnitte stehen rechtwinklig auf dem senk- 

rechten Achsenschnitte. (9, 7 und 5.) 

•^/% 9. Erklärung. Ein Wechselschnitt 

/ '*'^. durch eine schiefe Walze entsteht dadurch, 

dafs man die Raute, welche als senkrechter 
Achsenschnitt erhalten wurde, ihre Lage 
wechseln läfst, indem man in ihrer Ebene 
mit der Grundseite um einen Endpunkt einen 
Kreisbogen beschreibt (Figur 139) und nach 
dessen Schnittpunkt auf der Gegenseite den 
Halbmesser zieht; dann durch diesen oder 
durch eine ihm gleichgerichtete Schnittlinie 
eine Ebene rechtwinklig gegen den senk- 
rechten Achsenschnitt legt. 

Ls. Jeder Wechselschnitt einer schiefen 

Kreiswalze ist ein der Grundfläche gleicher 

Kreis, dessen Mittelpunkt in der Achse liegt. 

Bw. Durch einen beliebigen Punkt P des 

FigTir 1S9. Wechselschnitts WFLK lege man die der 




Figur 13d. 
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Grundfläche gleichlaufende Ebene, welche also, wie diese, rechtwinklig 
zum senkrechten Achsenschnitt ABCB läuft. Der Wechselschnitt thut dies 
auch; also steht ihre Schnittlinie FK auf der Ebene ABCD senkrecht; daher 
auch auf FE und WL. Das Dreieck ABAi Hefert die Begründung, dafs die 
Dreiecke FJW und EJL gleichschenklig sind; und darum wird die aus dem 
Halbkreise EPF erhaltene Gleichung (1. T., 16, 6, 1) 

BJ^ = JE'JF=JL* JW. 
Denkt man nun in der Ebene des Wechselschnitts über WL als Durch- 
messer einen Kreis beschrieben, welchen KP im Punkte Pi treffen möge, 
so ist in dessen Halbkreise Pi J^ auch = JL • JW\ daher PJ = PiJ; der 
Punkt P fällt also mit dem Kreispunkte Pi zusammen. Dies gilt von jedem 
Punkte des Wechselschnitts, weil P ein beliebiger Punkt desselben war. Der 
Wechselschnitt ist also der über WL als Durchmesser beschriebene Kreis. Dafs 
sein Mittelpunkt in der Achse der Walze liegt, ist aus ABLW leicht nachzu- 
weisen; und dafs sein Durchmesser WL = FE = AB ist, war schon gefunden. 

10. Ls. Stellt man rechtwinklig auf den senkrechten Achsenschnitt 
einer Kreiswalze eine Ebene, welche weder der Achse, noch dem Orand- 
kreise oder einem Wechselschnitte gleich- 
laufend ist, so schneidet sie die Walze in 
einer Ellipse. 

Bw. Legt man durch einen beUebigen 
Punkt P des Schnittes SiPS^Pi die der Grund- 
fläche gleichlaufende Ebene, so hat man. wie 
in Nr. 9, aus dem Halbkreise EPF 

PJ^ = JE' JF, 
Die Schnittlinie S1S3 wird von der Achse MQ 
in halbiert. Jede Hälfte werde mit a be- 
zeichnet. Die durch dem Grundkreise gleich- 
laufende Ebene Uefert einen Schnittkreis mit 
den Durchmessern GK und S2S4., die = 2& 
sind, wenn der Halbmesser AM des Grund- 
kreises die Länge b hat. Der Abstand des 
Fufspunktes J von werde mit x bezeichnet, 
dem Dreieck OKSi 

JE a — X 




Figur 110. 



Der Verhältnissatz giebt aus 



und aus JFS3 



h 
JF 

h 



a + .r 



welche Gleichungen in Hinsicht auf die erste mit einander multipliziert 
werden; dann hat man für die Senkrechte PJ=^y 



1) 






a^* 



Die Punkte B und Pi, welche man in der SchnittUnie SxS^ erhält, 
wenn man von einem der Endpunkte des darauf senkrechten Durchmessers 
S2S4 aus mit a in S1/S3 einschneidet, werden nun mit P (oder in der Figur 
mit dem ihm entsprechenden Punkte Pi des Schnittes) verbunden. Dann wird. 
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da aus dem Dreieck 1S2O-B OB = OBt als 



2) e = ya^ — b' 

bekannt ist, die Entfernung PxB 

r = Yy^ + (e — xY und P,B, n = Vy^ + (e + xf 

oder, wenn man y* aus 1) einsetzt 

r =]/&* — ^ a;-2 + e« - 2ex + x^ 
und nun mittels 2) zusammenzieht. 






und die Entfernung P^Bx n = 

so dafs r -\- Ti = 2a 

wird. Der Schnitt ist also diejenige krumme Linie, welche die Eigenschaft 
hat, dafs jeder ihrer Punkte von zwei Punkten B und ^i Entfernungen 
hat, welche zusammen immer dieselbe Gröfse 2a geben; und das ist die 
Ellipse. (1. T., 1, 5, 2.) Die Punkte B und Bi heifsen ihre Brennpunkte, 
SiSs = 2a ist ihre grofse und S2S4, = 2b ihre kleine Achse; die 4 Punkte S 
sind ihre Scheitelpunkte. 

Die Stellung der Ellipsenpunkte in Bezug auf ihre Achsen wird mittels 
der Standgröfsen x und y ausgedrückt durch die in 1) erhaltene 

X 2 

3) Gleichung der Ellipse ^ + ^^ = 1. . 

Anmerkung. Dreht man die Schnittlinie 53^1 um gegen den ühr- 
zeigerlauf herum, so wird a kleiner. In der Lage des Wechselschnittes 
kommt a auf die Gröfse von 5, nimmt noch weiter ab, bis die Schnittlinie 
auf den Nebenseiten des Achsenschnitts senkrecht ist, wächst dann wieder 
und wird als 06r, gleichlaufend MA, abermals zu b und nachher immer 
gröfser. Mit abnehmendem a w ird auch der unter 2) angegebene Abstand 
der Brennpunkte von 0, e = Va^ — fe^, kleiner; Bi und B rücken beim 
Herumdrehen der Schnittlinie S^Si beide auf zu. .In den beiden besonderen 
Fällen, a = b, sind Bi und B inO angekommen und es wird die Gleichung 3) zu 

^ + ^ = 1 oder x'-^t,' = b' 

wie es bei den Standgröfsen von Kreispunkten sein mufs. So mufste unter 
den elliptischen Schnitten an zwei Stellen ein Kreis auftreten. 

b. Mantel und Inhalt. 

11. Der Mantel einer Walze läfst sich in eine Ebene ausbreiten. 
Dabei wird der Mantel einer geraden Walze ein Eechteck. 

Die Figur 141 stellt eine schiefe Walze dar, welche auf der zur Seitenlinie BBi 
gehörigen Berührungsebene MN liegt.*) Verlängert man den Mantel über die eine 



*) Gezeichnet ist eine Kreiswalze, bei welcher der Neigungswinkel der Achse gegen 
die Grundfläche einen halben Rechten beträgt. Sic liegt so, dafs der senkrechte Achsen- 
schnitt ABl mit der wagerechten Grundebene MN gleichlaufend ist. 
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Grundfläche (nach rechts) noch etwas hinaas, (man kann ihn auch um die ganze Gröfse 
der Seitenlinien verlängert denken) und schiebt dann dieses Stück in die Walze hin- 




Figur 141. 

ein, so gleitet auf jeder Seitenlinie ihre Fortsetzung hin, und, da alle Seitenlinien 
gleichlaufend sind, und gegen beide Grundflächen gleiche Neigungswinkel haben 
(Nr. 2, 2), so findet rings herum Deckung statt, wenn die frühere Deckfläche -4.i2>i 
mit der Bodenfläche AI) zusammenfällt. Das Aufsenstück A^F stimmt also mit dem 
Bodenstück (bei AB) ganz überein. Bringt man nun das hineingeschobene Stück 
wieder an seine erste Stelle, und läfst dann die Walze nach vom rollen, so mufs, wenn 
der Punkt G in die wagerechte Grundebene MN tritt, auch das ganz ebenso gestaltete 
Aufsenstück A^F mit seinem entsprechenden Punkte Ci ebenso weit auf MN ge- 
kommen sein; so dafs nun die ganze Seitenlinie CCi in der Ebene JOTsich befindet. 
Beim Weiterrollen findet an der rechten und linken Grenze des Mantels wegen der 
völligen Übereinstimmung der beiden rollenden Stücke immer dasselbe statt; jede 
Seitenlinie des Mantels legt .sich als Berührungslinie in die Grundebene MN. In 
dieser kommt der Punkt A (als Scheitel des spitzen Winkels im senkrechten Achsen* 
schnitt ABl) am weitesten nach links, später sein Gegenpunkt Di am weitesten nach 
rechts, und es besitzt, wenn die Ausgangsseite BBi wieder in die Grundebene getreten 
ist, der nun völlig ausgebreitete Mantel links und rechts ganz übereinstimmende 
krumme Grenzlinien, die etwa S-förmig (ohne die Enden des Buchstabens) gebogen 
sind (wenn man von der in der Figur dargestellten Anfangslage ausgeht). — Wenn 
aber die Walze eine gerade war, so dafs bei jeder Seitenlinie die zu ihren End- 
punkten gehörigen Berührungslinien der Grundflächen rechtwinklig auf der 
Seitenlinie sind, so legt sich jedes Bogenteilchen mit seiner Berührungslinie beim 
Bollen der Walze in die rechtwinklig von B und B^ in der Grundebene ablaufenden 
Geraden, mögen die beiden Grundflächen der Walze Kreise oder Ellipsen sein. Bei 
jeder geraden Walze wird der in eine Ebene ausgebreitete Mantel ein Rechteck. 

12. Der Mantel einer geraden Kreiswalze ist 
4. M=2 71 rh. 

Bw. Der ausgebreitete Mantel ist ein Rechteck, dessen eine Seite die 
Höhe h der Walze ist und dessen anstofsende Seiten die Länge des Kr eis- 
umfang s 27ir haben. 

Anmerkung. Der Mantel einer schiefen Kreis walze ^ ist gleich dem 
einer geraden elliptischen Walze, welche man erhält, wenn man durch 
die Endpunkte einer Nebenseite des senkrechten Achsenschnitts, rechtwinklig 
auf ihr, Schnitte durch den Mantel und seine Verlängerung legt. Solcher 
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Figur 142. 



Schnitt und die Ebene des senkrechten Achsenschnitts sind rechtwinklig auf 
einander. (9, 5.) Der Schnitt BL hat noch nicht die Lage des Wechsel- 
schnitts; dessen Richtung ist erst BA^, Er 
geht mitten zwischen dem zu B gehörigen 
Grundkreis und Wechselschnitt hindurch; er 
ist also eine Ellipse. (Nr. 10.) Das Stück 
^ BLA^ welches diese Ellipse unten abschneidet, 
und das, welches durch die Deckfläche CF 
oben hinzukommt, sind deckbar. (Nr. 11.) 
So viel, wie dem schiefen Mantel ABCD 
unten genommen wird, kommt oben hinzu. 
Der Mantel der schiefen Kreiswalze und der 
der geraden elliptischen Walze sind also gleich 
grofs. Der Mantel der geraden Walze wird, 
in eine Ebene ausgebreitet, zu einem Recht- 
eck, dessen eine Seite BC gleich der Achse a 
der schiefen Kreiswalze ist, und dessen 
Nebenseiten die Länge u des ümfangs der 
Ellipse haben. Der Mantel der schiefen Kreiswalze ist also = u * a. Allein 
die Zahl u ist durch die Schulmathematik nicht zu bestimmen. 

Da also der Mantel einer schiefen Kreiswalze unbekannt bleibt, ist stets 
„gerade" hinzuzufügen, wenn die Gröfse des Mantels einer Kreiswalze angegeben 
werden soll. 

13. Der Inhalt jeder Walze ist gleich dem Produkt aus ihrer Grund- 
fläche und Höhe» 

Bw. Man beschreibe in die Grundfigur der Walze ein beliebiges w-Eck ABCBEF 
und lege durch jede seiner vielen Seiten einen SehnenschniU der Walze. (Nr. 6.) Es 

entsteht ein der Walze einbeschriebenes wseitiges 
Prisma, dessen Inhalt ffi • h ist. Nun beschreibe 
man auch um die Grundfigur ein beliebiges Viel- 
eck HJKLM und lege durch jede seiner Seiten 
und durch die zu ihrem Berührungspunkte ge- 
hörige Seitenlinie der Walze eine Berührungsebene. 
Mit jeder dieser Ebenen ist die Berührungslinie 
der folgenden gleichlaufend (8, 10), also ist auch 
die Schnittlinie beider Ebenen dieser Berührungs- 
linie gleichgerichtet (8, 11); mithin sind alle 
Schnittlinien der Berührungsebenen gleichgerichtet. 
Daher ist jetzt ein um die Walze beschriebenes 
Prisma entstanden; dessen Inhalt ist Gi • Ä. In 
ihm steckt die Walze und in dieser das einbe- 
schriebene Prisma; daher ist, wenn der Inhalt der 
Walze mit W bezeichnet wird, 

ai'h< W<G2'h. 

Nun werde ein Punkt des von der Sehne AB abgegrenzten Bogens mit A und 

B verbunden. Legt man durch OA und OB auch Sehnenschnitte, so erhält man ein 

auf AOB stehendes dreiseitiges Prisma. Verfährt man mit jeder andern Sehne ebenso, 

so legt sich an jede Seitenfläche des einbeschriebenen nseitigen Prismas ein schmales 




Figur 143. 
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dreiseitiges Prisma; alle bilden mit ihm zusammen ein einbeschriebenes 2nseitiges 
Prisma, welches das Innere der Walze schon besser ausfüllt, als das wseitige 
Prisma. Durch das Ansetzen der Dreiecke, wie AOB^ ist die Prismengrundfläche ver- 
gröfsert; beim 2nseitigen Prisma hat also 6ri einen gröfseren Wert bekommen. 
Nimmt man nun auf dem Bogen OB wieder solchen Punkt, P, an, welcher die Spitze 
eines dem Abschnitte eingelegten Dreiecks OPB wird, und macht dies bei allen 2w- 
Seiten, so wird das entstandene 4w-Eck. die Grundfläche eines 4nseitigen einbe- 
schriebenen Prismas, welches noch mehr vom Räume der Walze in sich schliefst, und 
die Inhaltszahl Gi hat einen noch gröfseren Wert angenommen. So kann man mit 
Ausfüllen der Grundfläche und des Raumes der Walze immer weiter fortfahren; und 
stets wird die Gröfse des eingeschlossenen Raumes berechnet durch Multiplizieren der 
betreffenden Zahl ffi und derselben Zahl li. 

Vom umbeschriebenen Vieleck schneide man nun eine Ecke L durch eine Be- 
rührungslinie QB ab, und lege durch QB die Berührungsebene. Sie nimmt vom um- 
beschriebenen Prisma . das auf dem Dreiecke LQB stehende Prisma fort. Verfährt 
man bei jeder Ecke ebenso, so ist die Grundfläche und der Raum des umbeschriebenen 
Prismas vermindert, und man kommt durch Fortsetzen dieses Verfahrens von aufsen 
her dem Räume der Walze immer näher, und die Inhaltszahl G2 verkleinert sich mehr 
und mehr zu dem Werte G der Grundfigur der Walze, während 6ri an G heranwächst ; 

so dafs wird „^ ^ , 

>y = Cr . Ä. 

Zusätze. 1) Der Inhalt einer Kreiswalze ist 

5. J =711^11. 

2) Nach dem in der Anmerkung zu Nr. 12 geführten Beweise sind die 
gerade elliptische Walze BLFG und die schiefe Kreiswalze ABCD inhalts- 
gleich. Dies und der Satz Nr. 13, dessen 
Beweis auch für eine elliptische Walze 
gilt, macht es möglich, schon hier den 
Inhalt einer Ellipse zu bestimmen.*) 
Bezeichnet man diesen mit E und bei 
der schiefen Kreiswalze den Halbmesser 
des Grundkreises mit a, (Figur 144) so ist 

E*lii = na^ . 7i, also- E = na^ • — . 

Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke BCK 
und ABL folgt 

Ä_ _ 2& _ & 

Ih ~ 2a "" ä' 
also ist der 

6. Inhalt der Ellipse E = nab. 

Dabei ist die grofse Achse der Ellipse 
JN =^ 2a; denn PQ ist der rechtwinklige Achsenschnitt der schiefen Walze, 
also ^ P ein Rechter; auch sind in der geraden Walze zl «/" und .^^ Rechte, 
daher PN ein Rechteck. Dafs JN und LB sich rechtwinklig schneiden, 




Figur 14 &. 



*) Nach Prof. Dr. E. F. August, Direktor des Kölnischen Realgymnasiums in Berlin, 
Lehrbuch der Mathematik für den höheren Schulunterricht. (Berlin, G. Reimer, 1854) 
III, 25; § 9, 7. 
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folgt daraus, dafs PQ und die Ellipsenebene BL beide auf ÄBCB senkrecht 
stehen. (Nr. 8, 3.) 

Anmerkung. In dem Inhaltsausdruck der Ellipse ist der des Kreises 
enthalten. 

3) Der Inhalt einer elliptischen Walze ist = nahh, 

14. Übungen. 

1) Wie verhalten sich die Inhalte gerader Kreiswalzen, deren Mäntel gleich sind? 

2) Bei den Flflssigkeitsmafsen soll die Höhe das Doppelte des Durchmessers 
sein. Welche Höhe mnfs ein Litermafs haben? 

3) Bei den gröfseren Trockenmafsen mnfs die Höhe ^/s des Durchmessers sein. 
Wie hoch ist ein Trockenmafs von 10 Litern? 

[Beim Vergleiche der Ergebnisse 2) und 3) sieht man, dafs solche Inhalte nach 
dem quadratischen Verhältnisse der Durchmesser wachsen.] 

4) Martus, Aufgaben 544, 545, 461, 546 — 548, 450, 549—552. 

5) Um eine gerade Walze, vom Durchmesser d und der Länge s, windet sich 
eine Schraubenlinie nmal herum. Wie lang ist dieselbe und um wie wenig ist sie 
länger als n ümf&nge des Grundkreises? Wie grofs ist ein Umlauf der von zwei 
Nachbarwindungen begrenzten Seitenfläche? Beispiel: c2 = 1 cm, 5 = 10 cm, 
n = 100. (Im einmal abgewickelten Mantel besteht die Schraubenlinie ans n gleich- 
laufenden Strecken; der Endpunkt jeder trifft beim Wiederaufrollen mit dem Anfangs- 
punkte der folgenden zusammen. Vergl. Figur 157.) 

Ergebnis. Der Unterschied m = s tg V2 « = 1,5911 mm; daher die genaue 
Länge der Schraubenlinie a; = 3 m 14 cm 3,1838 mm. F = 31,4159 qmm. 



14. Qlied. Der Kegel. 

a. Gestalt, 

1, Erklärung. Legt man an einen Kreis von einem aufserhalb seiner 
Ebene angenommenen Punkte aus eine unbegrenzte Gerade und führt sie, 

während man sie im gegebenen Punkte hält, am 
Kreise rings herum, so beschreibt sie eine Kegel- 
f lache. Der von ihr und der Grundfläche ein- 
geschlossene Körper heifst ein Kegel. Der feste 
Punkt ist seine Spitze. Der zwischen ihr und 
dem Grundkreise befindliche Teil der Kegelfläche 
ist der Mantel des Kegels. Die von der Spitze 
auf die Grundebene gefällte Senkrechte ist die 
Höhe des Kegels, die Gerade, welche die Spitze 
mit dem Mittelpunkte des Grundkreises verbindet, 
die Achse des Kegels. Steht sie auf der Grund- 
fläche senkrecht, so heifst der Kegel ein gerader; 
bei schief stehender Achse wird er als ein 
schiefer Kegel bezeichnet. 

Anmerkung. Man hätte statt des Kreises auch 
Figur 145. eine Ellipse oder eine andere geschlossene krumme 
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Linie als Leitlinie annehmen können, und würde dann einen elliß^tischen oder einen 
allgemeinen Kegel erhalten haben. Im folgenden soll nur der Ereiskegel behandelt 
werden. 

2. Ls. ' Durch jeden Punkt einer Kegelfläche läfst sich in dieser eine 
gerade Linie legen, aber nur eine einzige, nämlich die, welche durch die 
Spitze geht. 

Bw. wie 13, 2 mit Zs. 4. 

Diese Geraden heifsen Seitenlinien oder Seiten des Kegels. 

3. Ls. Jeder der Grundfläche gleichlaufende Schnitt eines Kegels ist 
ein Kreis. Sein Mittelpunkt liegt in der Achse. 

Bw. Nachdem man durch die Achse und irgendwelche Seitenlinien des 
Kegels Ebenen gelegt hat, ist leicht nachzuweisen, dafs die Punkte der 
Schnittlinie vom Treffpunkte der Achse gleich weit entfernt sind. Figur 146. 

4. Von solchem Querschnitte und der Grund- 
fläche verhalten sich die umfange wie die Ab- 
stände dieser Ebenen von der Spitze, ihre Inhalte 
aber wie die Quadrate der Abstände von der 
Spitze. 2 

« = F«- 

Der Kreis, dessen Abstand von der Spitze 
o; = ^/2 Ä ist, hat den halben Umfang des Grund- 
kreises, den halben Inhalt aber erst der, dessen 
Abstand x = 0,707 h ist. 

5. Ls. Legt man durch eine Berührungps- 
linie des Grundkreises und durch die Spitze des 
Kegels eine Ebene, so hat sie nur eine Seitenlinie 
mit der Kegelfläche gemeinsam und liegt sonst ganz 
aufserhalb derselben. 

Bw. Die Seitenlinie SB liegt in der Ebene ÄS, 
weil sie zwei Punkte, B und S, mit ihr gemeinsam 
hat. Es sei P ein Punkt der Ebene AS, der nicht 
der Linie BS angehört. Man lege durch P die der 
Grundfläche gleichlaufende Ebene und benutze auch 
die Ebene MSB, 

Zs. Die Ebene ÄS schneidet jeden der Grund- 
fläche gleichlaufenden Schnitt in einer Berührungslinie. 

Erklärung. Eine Elbene, welche mit einer 
Kegelfläche nur eine ihrer Seitenlinien gemein hat und sonst ganz aufserhalb 
der Kegelfläche liegt, heifst eine Berührungsebene; die gemeinsame 
Seitenlinie ist ihre Berührungslinie. 

Umkehrung. Eine Berührungsebene des Kegels schneidet seine Grund- 
fläche in einer Berührungslinie. Bw. wie zu 13, 5. 

6. Erklärung. Eine durch eine Sehne des Gründkreises und durch 
die Spitze des Kegels gelegte Ebene heifst ein Sehnenschnitt. (Figur 145.) 

Ls. Jeder Sehnenschnitt eines Kegels ist ein geradliniges Breieck. 



Figur 14^. 




Figur 147. 
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Zu beweisen durch die zu den Endpunkten der Sehne gehörigen 
Seitenlinien. 

Erklärung. Geht ein Sehnenschnitt durch den Mittelpunkt des Grund- 
kreises, so dafs er also die Achse enthält, so heifst er ein Achsenschnitt. 
(Figur 14-5.) 

Ls. Im geraden Kegel steht jeder Achsenschnitt auf der Orundfläche 
senkrecht, im schiefen nnr der, welcher durch die Höhe geht. 

Ls. Ein schiefer Kegel hat nur einen senkrechten 
Achsenschnitt. (9, 9.) 

7. Ls. Die Seitenlinien eines geraden Kegels sind 
gleich lang, die eines schiefen sind ungleich, und zwar 
gehört die gröfste und die kleinste dem senkrechten 
Achsenschnitte an. 

Bw. durch 8, 2, 3). Summe und Unterschied 
zweier Seiten des Dreiecks CMF liefern das zuletzt 
Erforderliche. 

S 8. Ls. Bei einer Sehne, welche die Orundseite 

des senkrechten Achsenschnitts rechtwinklig schneidet, 
wird der Sehnenschnitt ein gleichschenkliges Dreieck. 

Der Bw. nach Figur 149 ist leicht. 

Zs. 1) Die Ebene eines gleichschenkligen Sehnen- 
schnitts steht rechtwinklig auf dem senkrechten 
Achsenschnitt. 

2) Ein schiefer Kegel hat nur einen gleich- 
schenkligen Achsenschnitt. 

3) Unter den Achsenschnitten eines schiefen 
Kegels ist der senkrechte der kleinste, der gleichschenklige der gröfste. 
(Figur 76 in 8, 9.) 

9. Erklärung. Einen Wechselschnitt eines schiefen Kegels findet 
man dadurch, dafs man das Dreieck, welches als senkrechter* Achsenschnitt 
erhalten wurde, seine Lage wechseln läfst, indem man die kleinste Seiten- 
linie auf der gröfsten, die gröfste auf der kleinsten abträgt und die End- 
punkte verbindet; dann durch diese oder eine ihr gleichgerichtete Schnitt- 
linie eine Ebene rechtwinklig gegen den senkrechten Achsenschnitt legt. 
(Figur 150.) 

Ls Jeder Wechselschnitt eines schiefen Kegels ist ein Kreis. Sein Mittel- 
punkt liegt nicht auf der zum Mittelpunkte des Orundkreises gehenden Achse. 

Der Bw. entspricht dem zu 13, 9 auslührlich angegebenen. Hier ist in 
den Scheiteldreiecken EJL und FJW aufser ^ J = J der spitze Winkel 
L =^ Äi =1 Ä = F; also sind die Dreiecke ähnlich (was auch in 13, 9 der 
Fall war), und man hat 



Figur 149. 



JE 



JW 



JL JF 
also ist JE'JF = JL' JW 

daher wieder FJ^ = JL • JW 

und damit schliefst der Beweis wie dort. 
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In Figur 150 ist die Linie FE so gelegt, dafs sie mitten durch WL 
geht. Es ist also J der Mittelpunkt des Wechselschnitts. Er liegt nicht 
auf der Achse SM, Denn läge er auf 
dieser Achse, so wäre er der Mittel- 
punkt des Kreises EF^ also EJ = JF, 
und dann würden die Scheiteldreiecke 
EJL und FJW nach dem zweiten 
Satze ganz übereinstimmen, daher die in 
ihnen gleichliegenden spitzen Wechsel- 
winkel E und F gleich sein; also 
müfsten LE und jFTT gleichlaufend sein, 
während sie doch in S sich schneiden. 

Anmerkung. Eine sehiefe Kegel- 
fläche hat zwei Achsen, STi und ST2, 
Die zweite ist der Ort der Mittel- 
punkte der Wechselschnitte. Denn 
die von S durch den Mittelpunkt J 
gehende Gerade halbiert alle im senk- 
rechten Achsendreiecke SAB laufenden 
Schnittlinien, welche die Richtung BiÄ^ 
haben. (LT., 18, 10, 4.) Der in 
AiBi stehende Wechselschnitt könnte für die Kegelfläche ebenso gut als 
Grundkreis genommen werden, wie der Kreis um M. Die durch diese 
beiden Grundkreise abgegrenzten Kegel sind deckbar. Durch Wechseln 
der Lage des. ersten Kegels erhält man den zweiten. 

W^endet man die Herstellungsweise der Wechselschnitte auf den geraden 

. Kegel an, so erhält man die der Grundfläche gleichlaufenden Kreise wieder. 

Eine gerade Kegelfläche hat nur *JV 

eine Achse. (Vergl. die Aufgabe unter 

Nr. 19, 13.) 

10. Ls. Stellt man rechtwinklig auf 
den senkrechten Achsenschnitt eine Ebene, 
welche alle Seitenlinien des Kegels 
schneidet ohne ein Wechselschnitt oder 
der Grundfläche gleichlaufend zu sein, so 
wird der Kegelschnitt eine Ellipse. 

Bw. Die in Figur 151 gewählte Ebene 
steht in S1/S3 rechtwinklig auf dem senk- 
rechten Achsenschnitt SÄC. Durch einen 
beliebigen Punkt P der erhaltenen Schnitt- 
figur, sowie durßh die Mitte von SiSs^ 
legt man die der Grundfläche gleichlaufende 
Ebene. Dann hat man, wie in 13, 10 be- 
gründet wurde, durch den Halbkreis EPF 

PJ^ = JE-JF 

und durch den Verhältnissatz, wenn man OJ mit x und OSi und OS^ mit a bezeichnet, 

JE a — X 




Figur 151. 



OK 
JF 

oa 



a 

a-^-x 
a 
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deren Produkt giebt, da S2O (aus demselben Grande wie bei PJ) auf GK rechtwinklig 
ist, mit PJ = y und S2O = b 



y' 


a* — x* , 


a-« 


b* 




a« 



also 



und das ist die auch in 13, 10 erhaltene Gleichung, welche als allen Punkten einer 
Ellipse angehörig sich erwies. Wie dort könnte man noch auf die Grandeigenschaft 
einer Ellipse weitergehen, um zu erhalten PB -{- PBi =^ 2a. 

Anmerkung. Wie in der Anmerkung zu 13, 10 besprochen wurde, könnte 
auch hier durch Drehen der Ausgangslinie S^Si gezeigt werden, dafs die Ellipse an 
zwei Stellen zum Kreise sich abranden mufs. Beim Kegel kommt dabei noch etwas, 
was bei der Walze nicht eintreten konnte. Dreht man SsSi um Ss rechts herum, so 
streckt sich iü der nach unten unbegrenzt fortlaufenden Kegelfläche die Ellipse inmier 
länger. Hat die Linie sich nun so weit gedreht, dafs sie der Seitenlinie SC gleich- 
laufend geworden ist, so schneidet die in dieser Richtung auf ^iSC gestellte Ebene die 
Seitenlinie 50 nicht. Dieser Kegelschnitt schliefst sich nicht, ist also keine Ellipse 
mehr; er ist eine (nach rechts unten offene) Parabel geworden. Dreht sich die Linie 
weiter, so schneidet sie die Seitenlinie CS wieder, aber in ihrer Yerlängerang über 5 
hinaus, und die in ihr rechtwinklig auf ASC stehende Ebene schneidet auch die der 
SC benachbarten Seitenlinien erst in der Scheitelkegelfläche, die andern auf dem 
Kegel selbst, und nur die zwei Seitenlinien nicht, welche in der durch die Kegelspitze 
S mit ihr gleichlaufenden Ebene liegen. Dieser aus zwei getrennten Zweigen be- 
stehende Kegelschnitt heifst eine Hyperbel. Die Aufstellung der Gleichungen ist 
80 einfach, wie oben, aber die Figur wird weniger übersichtlich, und so mag dies 
späterer Betrachtung aufgespart bleiben. (20. Glied.) 

b. Mantel und Inhalt. 

11. Der Kegelmantel läfst sich in eine Ebene ausbreiten. Legt man 
den Kegel auf eine Ebene, so berührt er sie mit einer Seitenlinie. Läfst 
man ihn auf der Ebene herumrollen, so bleibt seine Spitze an ihrer Stelle, 
die Grundfigur läuft, wie ein aus senkrechter Stellung gekommenes Rad, 
rings herum. Mit jedem ümfangspunkte kommt die zugehörige SeitenUnie ganz 
in die Ebene, weil sie aufser ihm auch den Punkt der Spitze mit der Ebene 
gemein hat. Kommt die Stelle der ersten Seitenlinie wieder in- die Ebene, 
so ist der Mantel ganz abgewickelt. Die Figur in der Ebene gestaltet sich 
nach der Gröfse der Seitenlinien des Kegels. Der Mantel eines geraden 
Kreiskegels liefert, weil alle Seitenlinien dieselbe Länge s haben, einen Kreis- 
ausschnitt vom Halbmesser s (Figur 157 in Nr. 19 zeigt den eben aus- 
gebreiteten Mantel eines sehr schlanken geraden Kreiskegels); ein schiefer 
Kegel giebt eine von zwei geraden und einer krummen Linie begrenzte 
Figur, deren Inhalt durch die Schuhnathematik nicht angebbar ist. 

12. Der Mantel eines geraden Kegels ist, nach der Formel für den 
Kreisausschnitt S= ^khr (1. T., 22, 12), 

7. M= Ttrs 

also gleich einer Ellipse mit den Halbachsen r und s. Er übertrifft den 
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von ihm überdeckten Grundkreis um so viel, wie diese auf den Grundkreis 
gelegte Ellipse aus ihm hervortritt. 

Anmerkungen, 1) Der Winkel a an der Spitze des ausgebreiteten 
Mantels wird durch den Bogen bestimmt, der so lang wie der Kreisumfang ist: 



2nr 



71 

et • s 

180 ' 



also 




Figur \hi. 



a = ^. 360«. 
s 

Durch Umdrehung eines gleichseitigen Dreiecks um seine Höhe entsteht 
ein gleichseitiger Kegel. Wie sieht dessen ausgebreiteter Mantel aus? 

2) Der Kreis, welcher die Nebenseiten des 
Achsenschnitts in der Mitte berührt, giebt 
einen bemerkenswerten Ausdruck für den Mantel des 
geraden Kegels. Aus A OSM cxd BSC erhält man 

— = — , daher rs = 2öh 

Q r ^ 

mithin nach Formel 7 der Mantel 

8. M= 27i;Qh. 

Er ist also so grofs wie der ebenso hohe Mantel 
einer geraden Walze, deren Grundkreis die Neben- 
seiten seines Achsenschnittes in der Mitte berührt. Führt man eine 
der Kegelhöhe gleiche Strecke h auf dem Kreise um Ö, immer senkrecht auf 
seiner Ebene, rings herum, so sieht man die Gröfse des Kegelmantels. 

13. Der Inhalt jedes Kegels ist J = ^U Gh, 

Nachdem man in und um den Kegel beUebige Pyramiden beschrieben 
hat, verfährt man wie bei 13, 13. 
Der Inhalt eines Kreiskegels ist 

nur ein Drittel einer Walze von gleicher Grundfläche und Höhe. 
Ein auf einer Ellipse stehender Kegel hat den Inhalt VsTiaftÄ. 

14. Dreht man ein rechtwinkliges Dreieck um eine seiner kleinen 
Seiten als Achse, so entsteht ein gerader Kegel. (8, 3, 1.) Dreht man ein 
spitzwinkliges Dreieck um eine 

seiner Seiten (maa ziehe die c C 

Höhe auf die als Achse ge- 
nommene Seite), so beschreibt 
es einen aus zwei geraden Kegeln 
zusammengesetzten Körper, wel- 
cher Doppelkegel genannt 
wird. Auch ein rechtwinkliges 
und ein stumpfwinkliges Dreieck 
giebt bei Umdrehung um die 
gröfste Seite einen Doppelkegel. 
Dreht man aber ein stumpfwinkliges Dreieck um eine seiner kleinen Seiten, 
so entsteht ein Körper, welcher der Unterschied zweier geraden Kegel ist 
und die Bezeichnung Hohlkegel führt. 

15. Der Inhalt eines Doppel- oder Hohlkegels ist / = ^h^ • ä, wq 

M einer der beiden Mäntel und h die auf ihm stehende Höhe ist. 




Figur 153 b. 
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B\v. Zunächst erhält man für beide Körper, wenn a die Achse 
bezeichnet, ^^1/3^,2.^, 

Der doppelte Inhalt des Dreiecks ABC giebt ar = s/i, also wird 

Anmerkung. Da diese Formel sowohl für den Doppelkegel mit aus- 
gebogenem Boden, als auch für den Hohlkegel mit eingebogenem Boden 
dieselbe ist, mufs sie auch den Inhalts-Ausdruck enthalten für den Über- 
gang aus der einen in die andere Gestalt, für den Kegel mit ebener Grund- 
fläche. Man sieht, der Ausdruck „ein Drittel Grundfläche mal Höhe" bezieht 
sich auch auf gebogene Flächen. 

16* Erklärung. Beseitigt man die Spitze eines Kegels durch einen 
der Grundfläche gleichlaufenden Schnitt, so bleibt ein Körper, welcher ein 
abgestumpfter Kegel öder ein Kegelstumpf genannt wird. Die Schnittfläche 
ist seine Deckfläche, ihr Abstand von der Grundfläche seine Höhe. Aus 
einem geraden Kegel entsteht ein gerader Kegelstumpf. 

17. Der Mantel eines geraden Kegel Stumpfs ist 



10. 

Hierin bezeichnen 
des Stumpfes. 



ilf = TT (r + i»i) • S. 

r und Vi die Halbmesser der Grundflächen und s die Seite 




Figur 154. 



Man setze die vom Kegel abgeschnittene Spitze 
wieder auf, bezeichne ihre Seite mit x und ziehe durch 
den Punkt B der Deckfläche die der Achse gleichlaufende 
Gerade; dann ist die Herleitung der Formel gemäfs Formel 7 
(in Nr. 12) sehr leicht. 

Anmerkungen. 1) Formel 7 ist in dieser enthalten. 
2) Der in eine Ebene ausgebreitete Mantel des 
geraden Kegelstumpfs ist der Unterschied zweier Kreis- 
ausschnitte mit demselben Winkel an ihrem Kreismittel- 
punkte, also ein Teil eines Kreisringes. Da der Abstand 
der Bogen überall = s ist, sind die Bogen gleichlaufende 
Linien. Diese Figur entspricht einem Trapeze; s ist darin 
die Höhe, weil der Halbmesser senkrecht steht auf den Berührungslinien, 
welche die Richtung des Bogens an der Stelle angeben. Ist die Länge der 
Bogen a und 6 und schreibt man h für s, so wird M = ^/2 (a -f- 6) • ä, über- 
einstimmend mit dem Ausdrucke für den Inhalt eines 
Trapezes. Dadurch ist die Formel 10 leicht zu behalten. 
3) Der Kreis, welcher die Nebenseiten des 
Achsenschnitts in der Mitte berührt, liefert 
einen einfacheren Ausdruck für den Mantel des geraden 
Kegelstumpfs. Man führt statt r -f- ri die doppelte 
Mittellinie des Trapezes ABBE ein, M = 27ims^ (ist 
unabhängig vom ^ BMPl) und zieht wieder durch 
den Punkt B der Deckfläche die der Achse gleich- 
laufende Gerade, um A MOP cnd ABC zu benutzen. 
Dann ergiebt sich 

M — 27tQh. 




Figur 156. 



11. 



Der Mantel des geraden Kegelstutnpfs ist also so grofs wie der ebenso hohe 
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Mantel einer geraden Walze, deren Grundkreis dieNebenseiten seines 
Achsenschnitts in der Mitte berührt. (Vergl. Nr. 12, 2.) 

18. Der Inhalt eines Kegelstnmpfs ist s 
12. J='knh{i^ + rri-^rt^). /|\ 

Die Figur 156 stellt nur den senkrechten Achsen- 
schnitt des wieder ergänzten Kegels dar. Die Ableitung 
des Ausdrucks mittels Nr. 13 ist leicht, wenn man 
wieder durch den Punkt B der Deckfläche die der Achse 
gleichlaufende Gerade zieht, um A -4.^0 (>o BSO zu 
erhalten. 

19. Übungen. . 

1) Man trage auf zwei gleichlaufenden Geraden von einer sie rechtwinklig 
schneidenden Achse aus eine kurze Strecke a nmal ab, setze bei der einen Geraden 
an den 1., 3., 5., 7., . . . . Teilpunkt seine Nummer und bei der andern, vom Anfangs- 
punkte an, die Nummern 0, 2, 4, 6, ... . Verbindet man die bezeichneten Punkte 
von an nach der Folge der Nummern, so entsteht eine Zickzacklinie, deren Glieder 
die gleiche Länge b haben. Nun dreht sich die Figur um die Achse rings herum. Wie 
grofs ist die vom Zickzack beschriebene wellige Fläche? — Welche Bedeutung 
hat das Ergebnis in Hinsicht auf den ersten Kegelmantel? Entsteht durch Rückwärts- 
verlängern der letzten Linie b eine Figur, welche eine Bestätigung giebt für das 
Gröfsen Verhältnis ähnlicher Flächenfiguren? — Unter welcher Bedingung dürfen 
demnach die Glieder des Zickzacks beliebig ungleich lang sein, um doch dieselbe 
Flächengröfse zu liefern? Welchen Raum durchsetzen die welligen Flächen, welche 
alle gleich grofs sind? Wie weit darf der Ausgangspunkt auf der Achse wandern? 
■^ Das Heraustreten des Zickzacks aus der vom Endpunkte senkrecht zur Achse ge- 
zogenen Geraden r macht die welligen Flächen soviel gröfser, als die Kreis Scheibe 
Trr^, als die auf sie gelegte EUipsenfiäche Tirs aus dieser heraustritt. 

2) Mantel und Oberfläche eines geraden Kegels: Martus, Aufgaben 474 — 481, 
499, 500, 502, 553. 

3) Inhalt des Kegels: M., Aufgaben 485, 487, 464—473, 402, 415, 432, 
503, 505. 

4) Doppel- und Hohlkegel: M., Aufgaben 527, 528; 532, 533. 

5) Mantel eines abgestumpften geraden Kegels: M., Aufgaben 519", 521, 523. 

6) Inhalt eines Kegelstumpfs: M., Aufgaben 440, 508, 510—515, 520, 
522, 534. 

7) Ein Dreieck, welches von einer mitten durch zwei Seiten gehenden Geraden 
geteilt wird, dreht sich um die dritte Seite. Man vergleiche die Gröfse der von den 
Teilen des Dreiecks beschriebenen Körper (auch bei unvollständiger Umdrehung, nur 
um a^). Wie darf das abgeschnittene Dreieck seine Gestalt wechseln, ohne die Gröfse 
des gelieferten ringförmigen Körpers zu ändern? 

8) Ein gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck dreht sich mit den Quadraten 
über seinen Seiten um die auf seiner gröfsten Seite stehende Höhe. Wievielmal so 
grofs als die Walze wird der geschlossene RiKg, und wie verhält sich bei den Ober- 
flächenteilen des Ringes die Aufsenseite zar Innenseite? 

9) Dreht man ein Quadrat um eine durch einen Eckpunkt gehende Gerade, 
welche das Quadrat nicht schneidet (und mit einer Quadratseite den Winkel a bildet), 
so beschreiben die Eckenlinien des Quadrates gleiche Flächen, und die beiden freien 

Martus, Baumlehre. 2. 11 
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Quadratseiten zusammen eine dreimal so grofse, wie die beiden an die Achse stofsenden 
Quadratseiten zusammen. 

10) ümdrehungskörper: M., Aufgaben 535 — 589 a. 

11) Guldinsclie Regel.*) Dreht sich eine begrenzte Linie oder eine ge- 
schlossene Fläche um eine in ihrer Ebene aufserhalb liegende Achse, so ist der Inhalt 
der entstehenden Figur gleich dem Produkte aus der gedrehten Figur und dem von 
ihrem Schwerpunkte beschriebenen Wege. 

Man weise nach, dafs dieser sie zusammenfassenden Regel Genüge leisten die 
entwickelten Formeln für a) Mantel eines geraden Kegels, h) Mantel eines geraden 
Kegelstumpfs, c) für einen ebenen Kreisring, d) für den Inhalt des Doppel- und Hohl- 
kegels. Nun zeige man, dafs die Regel auch pafst bei unvollständiger Umdrehung, 
nur um «Grad, und deute die Ergebnisse durch Vergleich mit einem Rechteck, 
beziehungsweise mit einem Prisma. 

Nachdem erst der Inhalt iLer entstehenden Ringfigur bestimmt ist, weise 
man das Zutreffen der Regel nach für e) den um eine ferne Achse sich drehenden 
Umfang einer Raute (bei der Bestimmung dieser Oberfläche fasse man die von den 
Gegenseiten gelieferten Kegelmäntel, mittels des Ausdrucks durch die Mittellinie 
des Trapezes erst für sich zusammen) ; f) für den um eine Achse zu drehenden Um- 
fang eines Vielecks, welches dadurch entsteht, dafs man viele gerade Linien durch 
einen Punkt zieht und auf jeder vom Schnittpunkte aus nach beiden Seiten eine 
Strecke abträgt, deren Gröfse man bei den folgenden Linien beliebig ändern kann, 
und schliefslich die Endpunkte der Reihe nach ringsherum verbindet. Dies Ergebnis 
wende man an auf g) den rundlaufenden Umfang eines regelmäfsigen 2w-Ecks, und 
folglich auch auf den Kreis; und, da mit Rücksicht auf Gleichung 13, 10, 3) leicht 
zu beweisen ist, dafs jeder Durchmesser einer Ellipse im Mittelpunkte halbiert wird, 
auch auf ein der Ellipse einbeschriebenes Vieleck mit gleichen Gegenseiten, und 
folglich auch auf die Ellipse selbst. Bei allen diesen ist auch wieder an die unvoll- 
ständige Umdrehung und an die Deutung zu denken. 

Nicht so einfach, wie bei diesen Flächen, ist die Inhaltsbestimmung des ring- 
förmigen Körpers, welchen die Fläche eines nicht an die Achse stofsenden Dreiecks 
liefert. Mit diesem Ergebnis ist es aber wieder leicht, durch paarweises Zusammen- 
nehmen der Scheiteldreiecke, die Inhalte der Körper zu finden, welche aus den unter 
e), f) und g) behandelten Flächen hervorgehen. 

Schliefslich ist für alle diese Fälle in Betracht zu ziehen, ob die gedrehte Figur 
ihre Lage zur Achse und ihre Gestalt ändern darf, um dennoch gleich grofse 
ringförmige Figuren oder Teile derselben zu liefern. Auch ist anzugeben, wie man 
Ringe von sehr verschiedener Weite entstehen lassen kann, die aber doch 
gleiche Flächen oder gleiche Inhalte haben. 

M., Aufgaben 540, 541. 

12) Ein gerades Trapez soll an der Grundseite Winkel von 45^ und jede 
Nebenseite = s ' erhalten. Wie grofs ist die kleinere Hauptseite zu nehmen, damit 
das Trapez durch Umdrehung um die, die Hauptseiten halbierende Gerade einen 



*) Guldin, 1577—1643, aus St. Gallen gebürtig, fand die Regel und schrieb darüber 
in seinem Werke de centro gravitatis 1635. Sie steht aber schon in den von Pappus 
gegen das Ende des vierten Jahrhunderts nach Christus aufgestellten mathematischen 
Sammlungen, neu herausgegeben zu Pisa 1588. 
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Eegelstnmpf liefere, dessen Grund- und Deckfläche zusammen so grofa sind, wie der 
Mantel? 

[Die zweite Wurzel der Bestimmungsgleichung hat hier keine Bedeutung.] 



13) Aus den Grund winkeln a und ß des senkrechten Achsenschnitts eines 
schiefen Kegels findet man den Winkel (p zwischen seinen beiden Achsen, aus der 
Teilung des Winkels y an der Spitze durch die Mittellinie, 

tg V2(p = tg V2 (a — ß) tg^ Vgy. 
Er wächst mit dem Unterschiede der Winkel « und ß (je schiefer der Kegel wird); 
er wird beim geraden Kegel gleich Null und bei der Walze immer (da für sie der 
Winkel y in Null übergegangen ist). So kann eine schiefe Walze nur eine Achse 
haben, während der schiefe Kegel zwei Achsen besitzt. 

14) Auf dem Mantel eines abgestumpften geraden Kegels mit den Gruhdkreis- 
halbmessern r und ri soll eine Linie vom oberen Rande an vom Anfangspunkte der 
Seitenlinie s dreimal um den Kegel herum zum Endpunkte so laufen, dafs sie den 
bei dreimaligem Umlaufen möglichst kurzen Weg nimmt. Durch welche beiden 
Punkte der Seite s mufs die Linie hindurchgehen? Man denke sich zunächst s sehr 
grofs im Vergleich zu r und n, wickele den Kegelmantel dreimal hinter 
einander ab und ziehe in dem erhaltenen Bogen Viereck die Linie. — Beispiel: 
r = 10 mm, ri = 6 mm, s = 96 mm. 



Ergebnis. Nachdem x = 



s, y = 



r — Ti 



360^ und beim Ausgangs- 



r — Ti ' ' s 

punkte ein Winkel a berechnet ist, ergeben sich die Abstände der beiden Schnitt- 
punkte von der Ausgangsstelle 

a?sina , a? sin«" 

■ sin(a4-7) sm{a-\-2y) 

Im Beispiele teilt die Schneckenlinie die 96 mm lange Seitenlinie in die Strecken 

11,39 mm, 26,82 mm und 57,79 mm; sie bleibt dem kleineren Grenzkreise möglichst 

lange nahe. Man würde auf dem Kegel die Schneckenlinie zeichnen können; man 

schneidet das Bogenviereck, dem Laufe der Linie folgend, durch, wickelt eines der 

beiden Stücke wieder um den Kegel, sticht an vielen Punkten der Linie durch und 

verbindet nach Beseitigung der Hülle die Stiche ihrer 

Folge nach. 

Abschlufs. Es mufs der Mittelpunktswinkel y 

für den einmal ausgebreiteten Mantel ^ yi bleiben 

^1 
aus cos 3/1 = — . 
r 

15) Zur Spitze eines Schneckengehäuses läuft 
eine Schneckenlinie hinauf. Die Windungen be- 
finden sich auf dem Mantel eines geraden Kegels 
und liegen so, dafs sie um den Kegel herum stets auf 
dem kürzesten Wege zu der nach dem Ausgangspunkte 
zu ziehenden Seitenlinie des Kegels kommen. Wie 
lang ist diese aus unzähligen Windungen bestehende 
Schneckenlinie, wenn die Seite des Kegels s und der 
Halbmesser seines Grundkreises r gemessen sind, und 
wie grofs ist, aufser dem vom Kreise und der ersten Figur 157. 

11* 
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Linienwindnng begrenzten Bandstreifen, der 1., 2., 3., 4., 5., 6., • . . . k^® Umlauf der 
von Nachbarwindnngen begrenzten Streifenfläche? Man bezeichne zunächst SÄi 
mit Si, SA2 mit S2 u. s. w, und berechne f ür r = ^/g cm und s = 5 cm den Rand- 
streifen Fq^ dann die Streifen J^i, JF2, -^3, -^7 nnd F27. 

Ergebnis. « = -360®; a? = s ctg ^2« = 15,388 cm. 
s 

F2 = Vi6S^ sin' 2«, Fk = F2 cos^^*""^^«, worin auch der Ausdruck für i^i ent- 
halten ist. 

Fo = 1,90984 qcm ^7 = 16,14 56 qmm 

JPi — 2,05 367 F27 = 0,00 336 qmm, das ist kaum mehr, als 

F2 = 1,34 416 der dritte Teil des Quadrates über einem Zehntel- 

F3 = 0,87 978 millimeter. 



15. Glied. Die Kugel. 

a. Gestalt. 

1. Erklärung. Die Kugelfläche entsteht durch Drehen eines Kreises 
um einen seiner Durchmesser, als Achse. Sein Mittelpunkt ist auch der 
Mittelpunkt der Kugelfläche; der von ihr umschlossene Körper ist eine Kugel. 
Eine Gerade, welche zwei Punkte der Kugelfläche verbindet, ist eine Sehne, 
geht sie durch den Mittelpunkt, so heifst sie ein Durchmesser, seine Hälfte 
ein Halbmesser. 

2. Ls. Alle Halbmesser einer Kugel sind gleich; auch ihre Durch- 
messer sind einander gleich. 

Bw. Beim Entstehen der Kugelfläche, war jeder ihrer Halbmesser 
augenblicklich ein Kreishalbmesser; weil diese alle dieselbe Grölse haben, 
sind auch die Kugelhalbmesser gleich; also sind auch die doppelt so grofsen 
Durchmesser einander gleich. 

3. Ls. Jeder ebene Schnitt einer Kugel ist ein Kreis. 

Bw. Man fälle vom Kugelmittelpunkte M auf die 
Schnittebene die Senkrechte MO, Die von M nach 
allen Punkten der Schnittlinie gehenden Geraden sind 
als Kugelhalbmesser gleich; deshalb haben alle diese 
Punkte vom Fufspunkte der Senkrechten gleichen Ab- 
stand (8, 2, 4); die Schnittlinie ist also ein Kreis um 0. 

Zs. 1) Der Mittelpunkt eines Schnittkreises liegt 
auf der vom Kugelmittelpunkte auf seine Ebene gefällten 
Figur 158. Senkrechten (wie der Beweis gezeigt hat). 

2) Die Verbindungslinie zwischen Schnittkreismittelpunkt: und Kugel- 
mittelpunkt steht senkrecht auf der Schnittebene. [Das Gegenteil wird durch 
1) abgewiesen.] 

3) Die mitten auf einer Schnittkreisebene stehende Senkrechte, geht 
durch den Kugelmitlelpunkt. [Ebenfalls.] 
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4) Der Ort der Mittelpunkte aller Schnittkreise, deren Ebenen gleich- 
laufend sind, ist ein Kugeldurchmesser. Seine Endpunkte sind die Pole 
der gleichlaufenden Schnittkreise. 

4. Anzugeben den Ort der Mittelpunkte aller Kugelflächen, welche 
gehen 1) durch 1 gegebenen Punkt, 2) durch 2 Punkte, 3) durch 3 Punkte, 
die nicht in gerader Linie liegen. — Jedes Hinzufügen eines Punktes nimmt 
dem Orte eine Ausdehnung. Es ist zu erwarten, dafs bei 4 Punkten auch 
die letzte Ausdehnung schwindet, dafs man also nur einen Punkt erhält, 
als bestimmte Stelle des Mittelpunktes. 

Ls. Dnrch vier Punkte, welche nicht in einer Ebene liegen, ist eine 
Kugelflsche bestimmt. 

Bw. Die Bedingung schliefst die Möglichkeit aus, dafs 3 von diesen 
Punkten in gerader Linie liegen; denn dann befänden sich alle 4 in einer 
Ebene, in der durch die Gerade und den vierten Punkt gehenden. 

Der Ort der Mittelpunkte aller Kugelflächen, welche durch drei von 
diesen Punkten, A^ B und O, gehen, ist das Lot OL, welches im Mittel- 
punkte des durch die drei Punkte bestimmten 
Kreises auf seiner Ebene senkrecht steht. Der 
Ort der Mittelpunkte aller Kugelflächen, welche 
durch die beiden ersten und durch den vierten 
Punkt JD gehen, ist die im Mittelpunkte Q auf 
der Kreisebene ABB stehende Senkrechte QJ. 
Meint man, dafs die beiden Lote sich schneiden, 
so hat man zunächst zu beweisen, dafs OL und 
QJ in einer Ebene liegen. Der Kreismittel- 
punkt wurde gefunden durch die Mittelsenk- 
rechten auf AB und BC, der Mittelpunkt Q in 
gleicher Weise; also stehen im Halbierungs- 
punkte H auf AB zwei Linien senkrecht, HO Figur is^j. 
und HQ\ auf deren Ebene OHQ steht also AB 

senkrecht (8, 2). Durch diese Senkrechte AB geht die Ebene ABC\ deshalb ist 
auch sie rechtwinklig auf OHQ (9, 5), oder, anders gesprochen, die Ebene OHQ 
steht auf der Ebene ABC senkrecht. Im Punkte ihrer Schnittlinie OH 
wurde auf der Ebene ABC das Lot OL errichtet; also hegt OL in der 
Ebene OHQ, (9, 8.) Ebenso beweist man, dafs die Senkrechte QJ in der 
Ebene OHQ liegt. Demnach liegen beide Lote, OL und QJ, in einer Ebene 
OHQ, Dafs sie, in dieser Ebene laufend, sich schneiden müssen, folgt, nachdem 
man OQ gezogen hat, aus a-\- ß <^2B,, Da ihr Schnittpunkt M beiden 
Orten, OL upd QJ, angehört, ist er Mittelpunkt einer Kugelfläche, die, mit 
AM als Halbmesser um M beschrieben, durch die vier Punkte A, J5, C, D 
geht; und weil die geraden Linien OL und QJ sich nur in einem Punkte 
schneiden, so ist nur eine Kugelfläche durch die vier Punkte möglich. 

5. Schnittkreise einer Kngel sind gleich, wenn deren Ebenen gleiche 
Abstände vom Kugelmittelpunkte haben. 

Bw. Legt man durch die Mittelpunkte zweier Schnittkreise und durch 
den Kugelmittelpunkt eine Ebene, so schneidet sie die Kugelfläche in 
einem Kreise, in welchem die als Schnittlinien in den Kreisen erhaltenen 
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Durchmesser Sehnen sind, die gleiche Abstände vom Mittelpunkte haben, 
also gleich sind. Wegen Gleichheit ihrer Durchmesser sind die Schnitt- 
kreise gleich. 

6. Oleiche Schnittkreise einer Kugel haben gleiche Abstände vom 
Kugelmittelpnnkte. 

7. Die Schnittkreise einer Kugel werden um so gröfser, je kleineren 
Abstand vom Kugelmittelpunkte ihre Ebene hat; und umgekehrt. 

Bw. Auch dies geht aus dem entsprechenden Satze vom Kreise hervor, 
wenn man durch zwei Schnittkreismittelpunkte und den Kugelmittelpunkt 
eine Ebene legt. 

Zusätze. 1) Diejenigen Schnittkreise, deren Mittelpunkt der Kugel- 
mittelpunkt ist, sind gleich und unter allen Schnittkreisen der Kugel die 
gröfsten. Sie heifsen gröfste Kreise der Kugel oder Hauptkreise, andere 
Schnittkreise JJebenkreise. 

2) Zwei Hauptkreise einer Kugel schneiden sich in einem Durchmesser, 
halbieren sich also; auch ihre Kreisscheiben halbieren sich. 

3) Ein Hauptkreis halbiert die Kugelfläche, und seine Ebene die Kugel. 
Bw. durch Deckung. Die beiden Teile heifsen Halbkugeln. 

8. Eine gerade Linie oder die Ebene, welche auf einem Kugelhalb- 
messer im Endpunkte senkrecht steht, hat mit der Kugel nur diesen Punkt 
gemein und liegt sonst ganz aufserhalb derselben. 

Zum Beweise verbinde man irgend einen andern Punkt der Linie oder 
der Ebene mit dem Kugelmittelpunkte. (8, 2, 3.) 

Erklärung. Solche Linie ist eine Berührungslinie der Kugel. 
Solche Ebene heifst eine Berührungsebene. Der gemeinsame Punkt ist 
ihr Berührungspunkt. 

Zusätze. 1) Eine die Kugel berührende Gerade und jeäe Berührungs- 
ebene steht auf dem nach ihrem Berührungspunkte gehenden Kugelhalbmesser 
senkrecht. 

2) Die vom Kugelmittelpunkte auf eine die Kugel berührende Gerade 
oder auf eine Berührungsebene gefällte Senkrechte trifft den Berührungspunkt. 

3) Die im Berührungspunkte auf einer Berührungsebene errichtete 
Senkrechte geht durch den Mittelpunkt der Kugel. 

4) Gleichlaufende Berührungsebenen einer Kugel berühren sie in den 
Endpunkten eines Durchmessers. [Fehlt in 3) und 4) nichts?] 

9, Erklärung. Die Gerade, 
welche durch die Mittelpunkte zweier 
Kugeln geht, heifst ihre Achse. 

Ls. Haben zwei Kugelflächen 
einen Punkt gemein, welcher aufser- 
halb ihrer Achse liegt, so schneiden 
sie sich in einem Kreise, dessen 
Ebene mit seinem Mittelpunkte auf 
der Achse senkrecht steht. 

Bw. Durch den beiden Kugel- 
flächen gemeinsamen Punkt Ä lege 
Figur 160. man die, die Achse MO rechtwinklig 
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schneidende Ebene. Sie liefert auf der Kugel um einen Schnittkreis, 
welcher auch der Kugel um M angehört, was leicht zu zeigen ist. 

10. Ls. Haben zwei Kngelflächen einen Punkt ihrer Achse gemein, 
so berühren sie sich. 

Bw. Ein zweiter gemeinsamer Punkt kann weder in der Achse liegen, 
weil die Kugeln dann denselben Durchmesser hätten und zusammenfielen, 
noch aufserhalb der Achse, weil sie sich dann in einem Kreise schneiden 
müfsten, der alle gemeinsamen Punkte, also auch den gegebenen, enthielte 
und es ginge die Achse durch einen Punkt des, Kreisumfangs, während sie 
doch durch seinen Mittelpunkt gehen muls. 

11. Ls. Der Berähningspankt zweier Kugeln liegt anf der Achse. 

Das Gegenteil wird durch den Ls. in Nr. 9 abgewiesen. 

12. Es sei a die Strecke der Achse zwischen den Mittelpunkten, r und q die 
Halbmesser der beiden Kugeln. Was findet mit den Kugelflächen statt, wenn 

1) »• + ?<« 

2) r -f- () = a 

3) r -{- Q^ a'^ r — q 

4) a = r — Q 

5) a < r — Q ist? 

'13. Von einem Punkte aufserhalb einer Kugel sind unzählig viele 
Beriihrungslinien an sie zu ziehen. Der Ort der Berührungspunkte ist ein 
Kreis, der Ort der Beriihrungslinien eine Kegelfläche. Der Berührungskegel 
ist ein gerader. 

Der Beweis ist sehr leicht. 

b. Orofse der Eugelfläche und ihrer Teile. 

14. Erklärung. Ein Schnittkreis zerlegt die Kugelfläche in zwei 
Teile, welche Kugelkappen heifsen, und die Stücke des Kugelraumes sind 
Kugelabschnitte. Die auf der Ebene des Schnittkreises in seinem Mittel- 
punkte stehende und bis zur Kappe reichende Senkrechte ist die Höhe der 
Kappe und des Abschnitts. 

Zwei Schnittkreise, deren Ebenen gleichlaufend sind, begrenzen auf der 
Kugelfläche eine Kugelzone. Das von den drei Flächen eingeschlossene 
Stück der Kugel ist eine Kugelschicht. Der Abstand zwischen ihren- 
Ebenen ist die Höhe der Zone und der Schicht. 

15. Hauptaufgabe. Die Orofse einer Kugelkappe zu bestimmen. 

Ausführung. Figur 161. Vom Anfangspunkte Ä eines Kreisdurch- 
messers AZ aus trägt man eine kurze Strecke als Sehne hintereinander beliebig 
oft, nmal, in den Halbkreis ein, fällt von den Endpunkten der Sehnen die Senk- 
rechten auf den Durchmesser und dreht die Figur um diesen als Achse. Es 
werde zunächst die Gröfse der von den Sehnen beschriebenen zusammen- 
gesetzten Fläche bestimmt, Sie besteht aus dem Mantel eines geraden Kegels 
mit der ersten Sehne AB als Seite und sonst aus Mänteln von geraden Kegel- 
stumpfen, unter denen auch der Mantel einer geraden Walze sein kann, 
wenn eine Sehne JEF mit dem Durchmesser ÄZ gleichlaufend wurde. Da 
die Sehnen gleich lang gemacht sind, haben sie vom Mittelpunkte gleichen 
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Abstand, der mit q bezeichnet werden möge. Die Gröfse der Mäntel ist 
nach den Formeln 8 und 11 in 14, 12, 2) und 17, 3) 

Ml = 271Q • Äi, 3I2 = 27tQ • Ä2j -M3 = 27rp • A3, . . . . 
und bei der Walze kommt, wie leicht zu zeigen ist, M^ = 27iq • 7*5, also ein 
ebensolcher Ausdruck. Mithin ist die Gröfse der von den Sehnen be- 
schriebenen zusammengesetzten Fläche 

Si = 271Q (Äi + Ä2 + ^*3 + . . . . + hn) = 271Q • /* 

wenn die Höhe ÄJ der Gesamtfläche mit h bezeichnet wird. 

Verlängert man nun alle Abstände q bis zum Kreise und legt durch 
die Treffpunkte Berührungslinien, jede bis zum Schnitt mit der folgenden, die 

erste bis zum Schnitt Äi auf der 

"^ T^ - ^ — *» • Verlängerung des Durchmessers 

ZÄ, die letzte bis zur Ver- 
längerung des nach dem End- 
punkte G gehenden Halbmessers, 
und fällt von allen Schnittpunkten 
die Senkrechten auf den Durch- 
messer ÄZ, und läfst auch diese 
Figur um ÄZ als Achse sich 
drehen, so entsteht eine um- 
beschriebene ebenso zusammen- 
gesetzte Fläche. Deckbare Drei- 
ecke an Q und q zeigen, dafs der 
Winkel LMN durch £M halbiert 
wird, aber auch durch BiM; mit- 
hin Hegt der Schnittpunkt J5i auf 
der Verlängerung des Halbmessers 
MB, und so jeder folgende 
Schnittpunkt. Demnach wird die 
aus dem Dreiecke ÄMB erhaltene 
Gleichung ^ BML = AML nun zu ^ BiML = A^ML und damit stimmen 
die Dreiecke BiML und AiML nach dem ersten Satze überein und liefern 
BiL = AiL. So wird jede berührende Seite durch den Berührungspunkt 
halbiert. Deshalb sind die Formeln 8 und 11 auch auf diese Achsenschnitte 
anwendbar. Die Summe der Gleichungen, in denen nun der Kreishalbmesser r 
für Q eingetreten ist, liefert, wenn die Höhe AiJi mit h* bezeichnet wird, 
die Gröfse der umbeschriebenen zusammengesetzten Fläche S2 = 27rr-Ä'. 
Zwischen dieser und der einbeschriebenen befindet sich die Kugelkappe, 
deren Inhaltszahl K sei; also ist 

Si <K<:S2 oder 27vq -h <K <27tr -h*. 

Zieht man nun die Sehnen AL, LB, BN, NC und so fort, so hat man 
2n gleiche Sehnen. Da sie hinter den ersten liegen, ist ihr Abstand vom 
Mittelpunkte ein etwas gröfserer Wert q. Dieser macht, da AJ = h dasselbe 
geblieben ist, Si gröfser. Die der ersten Sehne AL gleichlaufende Be- 
rührungslinie schneidet die Verlängerung des Durchmessers ZA zwischen 
Ai und A, und die letzte trifft die Verlängerung des Halbmessers MG 
zwischen G und Gi, so dafs die von diesem Treffpunkte auf AZ gefällte 
Senkrechte ihren Fufspunkt zwischen Ji und / hat. Die frühere Höhe J.i Ji 
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ist also an beiden Enden verkürzt; der verminderte Wert h* macht S2 
kleiner. 

Halbiert man die Bogen wieder und wieder, so nähert sich q mehr 
und mehr dem r und h* ragt über h immer weniger hinaus; so dafs die 
einander entgegenkommenden Grenzen übergehen in 

27tr • h K 2Ttr • h 

die gleich gewordenen Grenzen geben die Gröfse der Kugelkappe 

K = 27irh 
wo r den Kugelhalbmesser bezeichnet. Es ist also die Kappe so grofs, 
wie das ebenso hohe Mantelstück UV der geraden Walze VW, 
welche um die Kugel zu beschreiben ist. 

Es ist aber 2rh AZ*ÄJ=ÄF^ (1. T., 16, 6, 2); also, wenn man 
die Sehne AP des Kappenbogens mit s bezeichnet, auch 

K = m^ 
d. h.: die Gröfse der Kappe wird dargestellt von einer Kreisfläche, deren 
Halbmesser die Sehne ist, welche zu dem die Kappe beschreiben- 
den Bogen gehört. Die Gröfse der Kappe ist nur von einer Linie ab- 
hängig, und unabhängig vom Kugelhalbmesser. Dies lehrt: 

Wird eine Ebene von beiden Seiten in demselben Punkte von sehr 
vielen Kugeln berührt, und beschreibt man um diesen Punkt mit dem Halb- 
messer s eine Kugelfläche, so sind die innerhalb dieser liegenden Kappen 
jener Kugeln alle gleich grofs, nämlich gleich dem in ihr befindlichen 
Teile der Ebene. Die Kappen werden um so flacher, je mehr ihr Kugel- 
halbmesser wächst. Nimmt in beiden Scharen von Kugeln der Halbmesser 
unaufhörlich zu, so nähern sich die stets gleich grofsen Kappen von beiden 
Seiten der Kreisfläche, die, als Übergang von der einen zur andern 
Schar, zu betrachten ist als eine Kugelkappe von unendlich grofs em 
Halbmesser. — Welche Stellen im Innern der Kugel vom Halbmesser s 
werden von den gleichen Kappen nicht durchzogen? — Beschreibt man um 
den gemeinsamen Berührungspunkt noch eine zweite Kugelfläche mit dem 
Halbmesser su so liegen zwischen dieser und der ersten gleiche Zonen 
jener Kugeln, alle sind gleich dem Kreisringe in der Ebene.*) 

Demnach ist zu merken 

13. Kappe = 2Ttrh = ns^. 

Zusätze. 1) Läfst man den die Kappe beschreibenden Bogen wachsen, 
bis er ein Halbkreis ist, so wird die Sehne s zum Durchmesser d und die 
Kappe zur ganzen Kugelfläche und man hat 

14. Kugelfläohe = itä? = iTir^. 

Die runde Kugelfläche ist gleich einer ebenen Kreisfläche, deren Halb- 
messer der Kugeldurchmesser ist, oder viermal so grofs, als der Inhalt 
eines ihrer Hauptkreise. Sie ist auch gleich dem Mantel der ihr 
umbeschriebenen geraden Walze. (Figur 161.) 



*) Will mau von den vielen Kugeln mehrere Zonen haben von derselben Gröfse 
wie die erste Zone, so beschreibt man um den Berührungspunkt Paare von Kugel- 
flächen, deren Halbmesser s und «^ rechtwinkligen Dreiecken mit derselben kleinen Seite a 
zu entnehmen sind, weil der ebene Ring fordert Si* — s* = a*. (Vergl. Martus, Ergebnis 
der Aufgabe 519.) 
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2) Zwei auf einander senkrechte Hauptkreise zerlegen die Kugelfläche 
in 4 deckbare Teile. Solches (wie gehörig geschnittene Apfelsinenschale 
aussehende) krumme Flächenstück ist gleich der Scheibe eines Haupt- 
kreises. 

3) Ist g der Grundkreishalbmesser der Kappe, also s^ = ^^ -j- ^^j so wird 

Kappe = Ttg^ -{- ^*^ 
Dies lehrt: Dadurch, dafs sich die Kappe über dem ebenen Grundkreise 
wölbt, kommt zur Grundkreisfläche so viel hinzu, wie die Oberfläche 
der einbeschriebenen Kugel angiebt. Dies ist bei flachen Kappen 
sehr wenig. 

4) Die Oberfläche des Kugelabschnitts ist F = rth {4:r — h). [Zu 
deuten durch einen geraden Walzenmantel.] 

5) Der Mantel eines Körpers, welcher durch Umdrehung eines regel- 
mäfsigen Vielecks von gerader Seitenzahl um den die Mitten zweier Gegen- 
seiten verbindenden kleinen Durchmesser d entsteht, ist 

also unabhängig von der Anzahl der Seiten. (Siehe Anfang der Ent- 
wicklung in Nr. 15.) Dies lehrt: 

Ein regelmäfsiges Viereck, Sechseck, Achteck, Zehneck, . . . . , 1000-Eck, 
1002-Eck, .... und so unendUch fort, also auch der Kreis — alle von gleichem 
kleinen Durchmesser d — geben, bei Umdrehung um diesen, bei den ersten 
sehr verschieden aussehende Körper, deren Mäntel alle einander gleich 
sind. (Die beiden Öffnungen der Mäntel haben bei der Kugel sich geschlossen.) 

6) Die Oberfläche eines Körpers, welcher durch Umdrehung eines 
regelmäfsigen Vielecks von ungerader Seitenzahl um seine Höhe h ent- 
steht, ist F = nh^. 

Daher: Die regelmäfsigen Vielecke mit den Seitenzahlen 3, 5, 7, 9, 11, und 
so fort bis ins Unendhche, also auch der Kreis — alle von gleicher Höhe h 
— geben, bei Umdrehung um die Höhe, Körper mit gleich grofsen Ober- 
flächen. Beide Ergebnisse, 5) und 6), erweisen die Kugelfläche = nd^, 

Anmerkung. Bei den Vielecken von gerader Seitenzahl treten in der Ober- 
fläch enformel beide Durchmesser auf. Das Beseitigen des einen bringt die Seiten- 
zahl hinein. Die Oberflächen würden also nur bei ungleichen Durchmessern gleich 
werden können. Es wird die Oberfläche bei Umdrehung um den grofsen Durch- 
messer d 

Fl = Tcdd und um den kleinen Durchmesser d J^2 = V2 n {d^ -j- 6% 
Auch aus diesen Ausdrücken geht für die Kugelfläche wieder F = nd^ hervor. 

Die bei Umdrehung um den kleinen Durchmesser entstehende Oberfläche ist 
gröfser als die bei Umdrehung um den grofsen Durchmesser von demselben 2n-Eck 
gelieferte. Denn aus [d — df^O folgt V2{d^ + d^)> dd-, also F2> F^. 

16. Durch Abziehen findet man sehr leicht, dafs auch die Formel für 
die Gröfse einer Kugelzone lautet 

15. Zone = 27irll. 

Sie ist unabhängig von den Halbmessern der Grenzkreise. Demnach 
sind gleich hohe Zonen derselben Kugel gleich grofs. (Die Zone der 
Erdkugel zwischen 10^ und 20^ und die zwischen 70^ und 80® nördlicher 
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Breite sind gleich breit und nicht gleich hoch.) unter den gleich hohen 
Zonen einer Kugel ersetzen die nahe bei der Achse befindlichen engen 
Zonen das, was sie an Weite verloren haben, durch gröfsere Breite. 

Zs. Legt man durch die einer Kugel umbeschriebene gerade Walze 
viele der Grundfläche gleichlaufende Ebenen, so sind die zwischen irgend 
zweien von ihnen liegenden Teile der Kugel fläche und des Walzen- 
mantels einander gleich. (Siehe Figur 161.) 

0. Inhalt der Kugel und ihrer Teile. 

17, Erklärung. Dreht man einen Kreisausschnitt um einen seiner 
Grenzhalbmesser rings herum, so beschreibt er einen Kugelausschnitt. 

Aufgabe. Den Inhalt eines Kugelausschnitts zu bestimmen. 

Ausführung. Vom Anfangspunkte Ä 
eines Kreisdurchmessers aus trage man 
eine kurze Strecke als Sehne in den Halb- 
kreis nmal hinter einander ein, ziehe nach 
den Endpunkten die Kreishalbmesser, und 
lasse die Figur um den Durchmesser AZ 
als Achse sich drehen. Es werde der Inhalt 
des von den n Dreiecken beschriebenen 
Umdrehungskörpers bestimmt. Da die 
Sehnen gleich sind, haben alle den gleichen 
Mittelpunktsabstand q. Das Dreieck ÄBM 
liefert einen Doppelkegel, dessen Inhalt 
nach 14, 14, wenn der von AB be- 
schriebene Mantel mit M(AB) bezeichnet 
wird, ist 

K^ = ^lsQ'M{AB), 
Was für einen Körper das zweite Dreieck, 
BCM, beschreibt, erkennt man, wenn man 
CB bis zur Achse verlängert. Das Drei- 
eck KCM liefert einen Doppelkegel .ä:CM(7i, 
das Dreieck KBM auch, KBMB^ zieht 
man aus dem Doppelkegel KCMCi den 
Doppelkegel KBMBi heraus, so bleibt der 
vom Dreiecke BCM durchlaufene Raum. 
Dessen Inhalt ist also ^'«^^ ^^2- 

JTg = Va ß • M{KC) — V» 9 • M{KB) = ^/s Q • [M{KC) — M(KB)] = Vs ß • M{BG\ 
ein Ausdruck von derselben Form wie JKi ; der von BC beschriebene Mantel 
(eines geraden Kegelstumpfs) ist die Grundfläche dieses Körpers, q die 
darauf senkrechte Höhe; also selbst dieser ausgehöhlte Körper fügt sich 
ein in den Inhaltsausdruck spitzer Körper ,,ein Drittel Grundfläche mal Höhe^. 

Nach Verlängern der dritten Sehne CD bis zum Schnittpunkt P auf 
der Achse kommt ebenso 

Einen Schnittpunkt auf der Achse erhält man aber nicht, wenn eine 
der Sehnen, DJS7, mit der Achse gleichlaufend wurde. Dann mufs man von 
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einer Walze zwei gleiche Kegel fortnehmen, und kann Imcht zeigen, dafs 
auch in diesem Falle wird 

Folgt in der zweiten Hälfte des Halbkreises noch eine Sehne, EF, so 
schneidet deren Verlängerung die Achse in ihrer Verlängerung über den 
andern Endpunkt Z hinaus, und so ergiebt sich, wie vorhin, 

Beim Zusammenzählen aller dieser Gleichungen tritt in die zu bildende 
Klammer die Summe aller Mäntel, das ist die von der Sehnenfolge be- 
schriebene zusammengesetzte Fläche Fu und man hat 

Si = 'lsQ'F„ 

Nun legt man an den Halbkreis eine Folge von BerührungsUnien, deren 
zwischen ihren Schnittpunkten liegende Strecken nicht gleich zu sein 
brauchen, und verbindet ihre Schnittpunkte mit dem Mittelpunkte M. Die 
an den Kreis gelegten Strecken, deren letzte auf der Verlängerung von MF 
endet, haben immer gleichen Abstand vom Mittelpunkte, was bei Sehnen 
stattfindet nur, wenn sie gleich sind. Das Umdrehen dieser Figur um die 
Achse liefert einen Körper, dessen Inhalt in derselben Weise, nur mit dem 
Kreishalbmesser r statt p, gefunden wird 

Von diesem Körper ist der vom Kreisausschnitt ÄCFM beschriebene Körper 
nur ein Teil, und der zuerst berechnete Körper 5i hegt ganz innerhalb des 
Kugelausschnitts S\ deshalb hat man für diesen die Grenzen 

Vermehrt man die Anzahl der gleichen Sehnen und der Berührungslinien 
immer fort, so nähert sich der vom Bogen ÄCF beschriebenen Kugelkappe 
die Fläche Fi von innen her und die Fläche F2 von aufsen. Dabei wird 
der Mittelpunktsabstand q mehr und mehr so grofs wie r, und beide Flächen, 
Fl und jF2, kommen zusammen in der Kugelkappe, deren Gröfse wir mit G 
bezeichnen wollen. Die gleich gewordenen Grenzen geben den Inhalt des 
Kugelausschnitts an ^ -, ^ 

Auch ein Kugelausschnitt ordnet sich ein in den Inhaltsausdruck „ein Drittel 
Grundfläche mal Höhe"; die Kappe G ist seine Grundfläche und der Halb- 
messer r ist in der That die zugehörige Höhe, weil er rechtwinklig die 
Kugelfläche trifft; denn die Lage der getroffenen Stelle der Fläche wird 
durch die dort berührende Ebene nach aUen Seiten fortgesetzt und auf der 
Berührungsebene steht der Kugelhalbmesser senkrecht. 

Setzt man für die Kappe G die Werte aus Formel 13 ein, so hat man 

16. Kugelausschnitt S = ^/s njc^h = Va Tts^r 

wobei zu beachten ist, dafs h die Kappenhöhe bezeichnet. Der erste Aus- 
druck läfst sich durch einen Doppelkegel gut deuten; der zweite veran- 
schaulicht die Gröfse verschiedener Ausschnitte derselben Kugel besser. 

Zs. Nimmt man als den sich umdrehenden Kreisausschnitt eine Viertel- 
kreisfläche, so entsteht eine Halbkugel, und man findet .den Inhalt der 

1 7. Kugel = ^'s TiT» = Ve 7td\ 
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18. Aufgabe. Den Inhalt eines Kugelabschnitts zu bestimmen. 
Ausführung. Man denke an den auf der Grundebene des Abschnitts. 

stehenden Kegel, dessen Spitze der Kugelmittelpunkt ist. Dieser Kegel ist, 
falls der Abschnitt kleiner als die Halbkugel war, vom entstandenen Kugel- 
ausschnitte abzuziehen, dagegen zu einem Kugelausschnitte hinzuzufügen, 
wenn der Abschnitt gröfser als die Halbkugel war. In beiden Fällen ergiebt 
sich der Inhalt des Abschnitts 

18. A=Vs7th^3r—h). 

[Diese Formel ist genau zu merken, weil der Ausdruck keine Ähnlich- 
keit mit den früheren hat. Nur der Ausdruck für seine Oberfläche ist ihm 
verwandt. (Nr. 15, 4.}] 

19. Aufgabe, a) Den Inhalt einer Kugelschicht zu bestimmen durch ihre 
Höhe Ji und den Halbmesser m des mittleren Querschnitts. 

Ausführung. Die Kugelschicht ist der Unter- 
schied zweier Abschnitte mit den Höhen hi und Z^. Ihr ^,^"" 
Inhalt wird also ["^ T 

J=^U7V [3r ih' — h2') — (h^ - h^)] Y- ^ 

woraus Äi — h2 = h sich ausschliefsen läfst: Li 

1) J-= Vs 7th [3r (h + h) — (Äi^ + }hh2 + h2^)l 

Der mitten durch die Höhe h der Grundfläche Figur les. 

gleichlaufende Querschnitt mit dem Halbmesser m 

habe vom höchsten Punkte der Kappe den Abstand x. Dann wird hx =z x •-{- ^Uh 
und Ä2 = ^ — V2 Ä, Bildet man hieraus die Ausdrücke in beiden kleinen Klammern, 
so findet sich _ w , ro /« n 1/ rai 

Es ist aber x {2r — d?) = m^ und damit ergiebt sich der Inhalt der 

Schicht = 7im% — Via^Ä^. 
(Die Deutung steht in der Figur.) Der Inhaltsausdruck ist unabhängig vom Halb- 
messer der gegebenen Kugel. Daher Lehrsatz: Aus vielen Kugeln, welche in 
demselben Kreise sich schneiden, erhält man gleich grofse Schichten, wenn man 
auf jeder Seite der Schnittfläche eine ihr gleichlaufende Ebene in gleichem Abstände 
legt. — Darunter befindet sich auch ein Kugelabschnitt. Die Formel gilt also auch 
für einen Kugelabschnitt. (Die besondere Ableitung für diesen Grenzfall ist leicht.) 

h) Den Inhalt einer Kugelschicht auszudrücken durch ihre Höhe h und die 
Halbmesser r^ und re der Grund- und Deckfläche. 

Ausführung. Man multipliziere die mit 1) bezeichnete Gleichung mit 2 
und löse die kleinen Klammem auf 

2J= V3^Ä[3/Ji •2r-f 3^2-2r — 2/h^ — 2M2 — 2^]. 
Um ri^ = hl (2r — h{) hineinzubekommen, ist noch ein hx^ abzuziehen, damit 
— 3/«i^ dasteht, und hinten wieder hinzuzufügen, und init li2^ ist ebenso zu verfahren. 
Dann kommt man auf den Inhaltsausdruck 

Schicht = Tcrx^ • ^ + ^>'2^ "K ~\~ ^^^ ^^^ 

welcher lehrt: Eine Kugelschicht ist gleich den beiden auf ihrer Grund- und Deck- 
fläche stehenden Walzen von halber Höhe und einer Kugel von gleicher Höhe. — 
Wie lautet demnach das Ergebnis für einen Kugelabschnitt? (In dieser Gestalt 
zeigt sich der Inhalt der Schicht nicht unabhängig vom Kugelhalbmesser.) . 
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Anmerkung. Durch zweckmäfsige Vereinigung der Ergebnisse h) und a) er- 
kennt man sofort, dafs auch eine Eugelschicht und ein Kugelabschnitt in der Simp- 
sonschen Regel J = VeÄ (6r -|- 4Jlf -|- D) enthalten sind, und als Grenzfall 
auch die Kugel selbst. Für eine Walze ist es selbstverständlich, und für einen Kegel 
leicht nachzuweisen. (Vergl. 12, 12, 7.) 

20. Ls. Ein Körper, welchem eine alle Orenzebenen berährende Kugel 
einbeschrieben werden kann, hat den Inhalt 

19. J=^IsFq 

wo F seine Oberfläche und q den Halbmesser der einbeschriebenen Kugel 
bezeichnet. 

Bw. Man lege durch jede Kante und den Mittelpunkt der einbe- 
schriebenen Kugel eine Ebene. Sie zerlegen den Körper in lauter Pyramiden, 
deren gemeinsame Spitze der Punkt ist, und deren Grundflächen die 
Inhalte 6ri, 6r2, . . . Gn haben. Zählt man die Inhalte der Pyramiden zu- 
sammen, so ergiebt sich die Behauptung. 

21. Der Satz des Archimedes.*) . Kegel, Kugel und Walze, von 
gleichen Halbmessern und Höhen, verhalten sich wie 1:2:3. 

22. Übungen. 

1) Wenn die Lufthülle der Erde, ohne ihren Rauminhalt zu vergröfsem, zu 
einer Kugel sich zusammenballte, wie grofs würde deren Halbmesser im Vergleich zum 
Erdhalbmesser r werden? Die Tiefe des Luftmeeres ist gleich ^/to des Erdhalbmessers 
anzunehmen. (Zur Verdeutlichung der Vorstellung beschreibe man um denselben Mittel- 
punkt Kreise mit Halbmessern von 70 und von 71 mm und nachher mit dem ge- 
fundenen Halbmesser x einen dritten Kreis. — Der Halbmesser des Mondes ist */ii 
des Erdhalbmessers.) 

2) Die Kugel, die gerade Walze und der gleichseitige Kegel, welche um die 
Kugel beschrieben sind, bilden die Glieder einer stetigen Verhältnisgleichung, sowohl 
für den Inhalt, als auch für die Oberfläche. 

3) Die Kugel, die einbeschriebene Walze und der einbeschriebene Kegel, deren 
Achsenschnitte regelmäfsig sind, bilden die Glieder einer stetigen Verhältnisgleichung, 
sowohl bei ihren Oberflächen, als auch beim Inhalte. 

4) Kugelfläche: Martus, Aufgaben 489, 486, 429. 

5) Kugelkappe: M., Aufg. 571a— 581, 614. 

6) Zone: M., Aufg. 599—602, 542, 525; 605—607. 

7) Inhalt der Kugel: M., Aufg. 562—570, 459, 460; 638. 

8) Kugel mit Walze: M., Aufg. 555 — 658; mit Inhalt einer Ellipse 554. 

9) „ „ Kegel: M., Aufg. 482, 483, 497, 498, 506; 491, 492; 616, 488. 

10) „ „ Doppelkegel: M., Aufg. 529, 531. 

11) „ „ Kegelstumpf: M., Aufg. 509, 516—518. 

12) „ „ Pyramide: M., Aufg. 414, 405, 434, 437, 438. 

13) Kugelausschnitt: M., Aufg. 608— 613, 615. 

14) Kugelabschnitt: M., Aufg. 582 — 598, 621 und, zugleich als Beispiele für 
eine Kugelschicht, 543, 604. 



*) Archimedes wurde 287 vor Chr. zu Syrakus geboren und 212 bei Eroberung 
dieser Stadt durch die Römer von einem Soldaten getötet. Auf seinem Grabmale war 
eine Kugel und eine Walze dargestellt. Dadurch fand Cicero die Grabstätte wieder auf. 

(Tusc. V.) 
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15) Flacher Kugelabschnitt. Der ruhige Wasserspiegel eines kreis- 
runden Teiches ist, als Teil der Erdkugelfläche, keine Ebene, sondern 
sehr schwach gewölbt. Der mittelste Punkt der Wölbung sei von allen 
Punkten des Randes um s= 63,463 m entfernt.*) Wie hoch liegt der 
mittelste Punkt über der Ebene des Wasserrandes? wieviel Wasser bildet 
die Wölbung über dieser Ebene? und um wie wenig ist die Kappe gröfser 
als .ihr Grundkreis? Erdkugelhalbmesser r = 6370000 m. In der Formel 
für den Kugelabschnitt ist die Klammer aufzulösen. (15, 15, 3.) 

Antwort: Zwei Kubikmeter bilden die Wölbung, trotzdem der 
mittelste Punkt noch nicht ganz Vs mm über der Ebene sich befindet, und 
die Kappe nur um weniger als Va Quadratmillimeter gröfser ist als ihr 
Grundkreis. — Die Wassermenge nimmt mit gröfser gewählter Sehne s schnell 
zu. Schon bei s = 70,234 m (weniger als ^/e der ersten Sehne mehr) kommen 
3 cbm, wobei die Wölbungshöhe noch nicht 0,4 mm erreicht und di'e Kappe 
den Grundkreis noch nicht um ^U qmm übertrifft. 

16) Wie hoch wird der Kugelabschnitt, bei welchem die Oberfläche der einbe- 
schriebenen Kugel die Hälfte der Oberfläche des Abschnitts ist? Und wie hoch 
wird der, bei welchem die einbeschriebene Kugel die Hälfte des Abschnitts enthält? 
Wie verhalten sich Grundfläche, Kugelfläche und Kappe im ersten Falle, und wie im 
zweiten? 

17) Wie ist der Durchmesser einer Kugel durch einen zu ihm senkrechten 
ebenen Schnitt zu teilen, damit die Oberfläche der dem ersten Abschnitte einbe- 
schriebenen Kugel gleich der Kappe des andern wird? Und wie hoch ist der Kugel- 
abschnitt, bei welchem die Oberfläche der einbeschriebenen Kugel der Oberfläche 
des andern Abschnitts gleich ist? 

18) An eine Kugel wird von einem Punkte aus, dessen Abstand von der Kugel 
gleich ihrem Durchmesser ist, die berührende Kegelfläche gelegt. Wie verhält sich 
dieser Kegelmantel zur gröfseren der beiden vom Berührungskreise begrenzten 
Kugelkappen? 

19) Durch den Punkt, welcher den Durchmesser einer Kugel nach dem goldenen 
Schnitte teilt, wird rechtwinklig zum Durchmesser eine Ebene gelegt und über dem 
Schnittkreise ein gerader Kegel errichtet, der seine Spitze in dem vom Teilpunkte 
mehr entfernten Endpunkte des Durchmessers hat. Man bestimme das Verhältnis 
seines Mantels zu der Kappe, deren Höhe der kleinere Teil des Durchmessers ist. 

20) Welcher Winkel am Mittelpunkte gehört zu einem Kugelausschnitte, dessen 
Oberfläche gleich dem Inhalte des Hauptkreises der Kugel ist? welcher Bruchteil der 
Kugel ist sein Inhalt? 

Ergebnis: 2(p=: 73^ 44' 21 oder 24" (siebenstellige Logar. geben 23,3"). 
Das rechtwinklige Dreieck des Kegels ist das Pythagoreische mit den Seiten 3, 4, 5. 
J-= VioJT. 

21) Es ist eine Halbkugel vom Halbmesser r gegeben. Durch einen Schnitt, 
welcher in halber Höhe gleichlaufend mit ihrer Grundfläche geführt ist, wird der 
obere Teil beseitigt und ersetzt durch eine über dem Schnitt als Grundfläche be- 
schriebene Halbkugel. Auch von dieser wird in gleicher Weise der obere Teil ent- 
fernt, und es wird wieder eine passende Halbkugel darauf gelegt. Mit ihr und jeder 



*) Der Pariser Platz am Brandenburger Thor in Berlin ist ein Quadrat. Der ihm 
einbeschriebene Kreis giebt eine Vorstellung von der Gröfse des oben gedachten 
Teiches. 
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folgenden wird immer weiter ebenso verfahren. Man berechne die Höhe, bis zu 
welcher der Körper nur ansteigen kann, und zeichne die Höhe mittels der Durch- 
messer der beiden ersten Halbkugeln. Wie grofs wird der Mantel dieses Körpers? — 
Man versäume nicht, für eine wiederholt auftretende Bruchzahl den Buchstaben b 
einzuführen, und im Ergebnis den irrationalen Nenner rational zu machen. Auch die 
Länge jedes Schenkels in dem gezeichneten Achsenschnitte des Körpers läfst sich an- 
geben. Nur der Inhalt dieses kegelartigen Körpers hat keinen einfachen Ausdruck. — 
Die Fragen sind auch allgemein zu lösen, indem man als Höhe der Schichten nur 
^/n des Halbmessers bei jeder Halbkugel nimmt. — 

Anmerkung. Die Spitze des Körpers liegt im Scheitel des geraden Kegels, 
welcher die beiden untersten Kugelflächen berührt, und diesen Mantel berühren alle. 

22) Ring; M., Aufgaben 560a und h. 

23) Nachzuweisen, dafs der Inhaltsausdruck J = ^/s Fq auch gilt für Körper, 
die von geraden Kegelflächen begrenzt werden, nämlich gerade Kegel, Doppel- 
und Hohlkegel, solche gerade Kegelstumpfe, die eine einbeschriebene Kugel besitzen, 
diejenigen Körper, welche durch Umdrehung regelmäfsiger Vielecke entstehen. (15, 
15, 5 und 6. Figur 162.) 

24) Mit Inhalt und Oberfläche eines Körpers auch der Halbmesser der ihm ein- 
beschrieben^n Kugel: für Pyramiden M., Aufgaben 417, 418, 420, 421, 619; für 
Doppelkegel 530, für Kegel 620. 

25) Über dem Grandkreise vom Halbmesser r einen geraden Kegel zu errichten, 
dessen Mantel 1V2 mal so grofs ist, wie die Oberfläche der einbeschriebenen Kugel. 
Wie grofs ist die Seite des Kegels zu nehmen? 

26) Über dem Grundkreise vom Halbmesser r einen geraden Kegel zu errichten, 
welcher 2^/4 mal so grofs ist, wie die ihm einbeschriebene Kugel. Wie grofs mufs die 
Seite des Kegels werden? 

27) Eine Kugel berührt drei gleiche Kugeln: M., Aufgabe 403. 

28) CavallierischerSatz.*) Ein auf ebener Grundfläche stehender Körper, 

bei welchem in jeder Höhe z der mit der Grundfläche gleichlaufende Querschnitt den 

Ausdruck besitzt ^^.,10 

Q=: A -{- hz + /^ 

hat bis zur Höhe z den Inhalt J = Az -|- ^U hz'^ 4~ ^'3 7^^* 

Bw. Da in dem Ausdrucke Q jedes Glied eine Fläche sein mufs, so bedeutet A 
eine Fläche und h eine Linie, y aber eine unbenannte Zahl. (Dieser verschiedenen 
Bedeutung gemäfs ist die Buchstaben-Bezeichnung gewählt.) Von den Gröfsen A^ &, y 
können zwei oder eine auch das negative Vorzeichen haben oder gleich Null sein. 
Letzteres ist bei A der Fall, wenn der Querschnitt in seiner Ebene für -er = sich in 
eine Linie oder einen Punkt zusammenzieht. 

Man teile den gewählten Abschnitt z der Höhe des Körpers (von welchem in 
Figur 164 nur ein zur Grundebene senkrechter Durchschnitt gezeichnet ist) in n 
gleiche Teile, lege durch jeden Teilpunkt den der Grundfläche gleichlaufenden Quer- 
schnitt, und errichte über jedem nach oben und unten ein bis zum folgenden Schnitte 
reichendes gerades oder schiefes Prisma (Walze). (Siehe Figur 131 in 12, 5.) So 
sind zwei Reihen von Prismen entstanden, stehende und hängende. Das an einem 
Querschnitte (CD oder EF) hängende Prisma ist dem auf ihm stehenden gleich. Die 



*) Bonaventura Cavallieri, 1598—1647, Professor zu Bologna. 
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aus n Prismen bestehenden beiden Reihen unterscheiden sich durch das erste (auf AB) 
bei den inneren Prismen und das letzte (unter MN) bei den aus dem Körper heraus- 
tretenden Prismen. Der durch Figur 164 dar- 
gestellte Körper wird nach oben immer breiter; 
deshalb findet die Deckfläche jedes stehenden 
Prismas innerhalb des folgenden Schnittes Platz, 
die Grundfläche jedes hängenden Prismas kann 
den vorhergehenden Schnitt ganz umschliefsen; 
es liegen die stehenden Prismen alle innerhalb des 
Körpers, die hängenden treten sämtlich aus ihm 
heraus; also ist der Körper gröfser als die Summe 
der einen Reihe und kleiner als die der andern. 
Wird der Körper nach oben fortwährend 
schmaler (dies zeigt dieselbe Figur, wenn man das Buch umdreht, so dafs die Schrift 
auf dem Kopfe steht), so ist er kleiner als die Summe der stehenden und gröfser als 
die der hängenden Prismen; er liegt also zwischen diesen Grenzen. Würde aber 
der Körper, etwa von dem Schnitte EF an, schmaler werden, so würde das auf ihm 
stehende Prisma aus ihm heraustreten, die folgenden auch, während die vorher- 
gehenden stehenden Prismen innere waren. Dann wüfste man nicht, ob die Summe 
aller stehenden Prismen gröfser oder kleiner als der Körper ist; und bei den 
hängenden Prismen würde dasselbe stattfinden. Der Beweis kann sich also nur auf 
solche Körper beziehen, die immer breiter, oder fortwährend schmaler 
werden.*) < 

Da der Körper für jeden Wert der Höhe z Querschnitte haben soll, deren 
Gröfse durch Q = Ä -}- bz -{- yz^ 

angegeben wird, so erhält man die Inhalte der Grundflächen der einzelnen Prismen, 
wenn man für^ einsetzt der Reihe nach die Höhen Null, !•'/«, 2**/„, 3*Vn und so fort. 

Es ist der Inhalt der stehenden Prismen, von denen das unterste zur Grund- 
fläche den Querschnitt in der Höhe Null, das oberste den Querschnitt KL in der 
Höhe {n—l)'^ln hat, 



Po = 

Pi = 

P2 = 

Ps = 



Ä . - 

n 
A-{-b' 






22 
3* 



& 

(0' 



Vi = [^ + 



6 • (« 



-1) ;^ + y • (»»- 



■•)'©'] -5 



Die hängenden Prismen beginnen mit dem, dessen Deckfläche CD in der Höhe 
ist, also mit einem Prisma, welches dem obigen Pi gleich ist; das folgende ist = P2, 



*) Soll der Inhalt eines Körpers mit wechselnder Breite bestimmt werden, so 
mufs man ihn in Stumpfe teilen an den schmälsten und an den breitesten Stellen, und 
die Stücke des Körpers einzeln berechnen und dann zusammenzählen. 
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und so fort, und schliefsen mit dem für den Querschnitt MN in der Höhe n • — , 

' n 

dessen Inhalt ist 

Die Summe der n Prismen der ersten Reihe, von Nummer bis (n — 1), werde 
bezeichnet mit So**""^ (P), die der andern mit Si** (P). Für dieses Zusammenzählen 
mufs man die Summe der Quadrate der ganzen Zahlen von 1 bis n kennen. *) Es wird 

So»-'(P) = [»»^ + 6-^- • n .J + y.i/c(n-l)«(2«-l).i^].^ 

und Si» (P) = [«^ + 6 . } (« + 1) . J + j' . Ve « (« + 1) (2« + 1) . J] . ■^. 
Wird der Körper nach oben immer breiter, so ist 

die zu bestimmende Inhaltszahl J des Körpers liegt also zwischen zwei Grenzen, deren 
geringe Verschiedenheit ersichtlicher wird, wenn man die Nenner n an die Klammern 
verteilt: 

[^ + 5.V.(l-i). + r.Ve(l-i)(2-i).']..<J<[^ + 6.V<l + i> 

+ ,.V.(l + i)(2 + i).']... 
Denkt man die Höhe ^ in eine immer gröfsere Anzahl n gleicher Teile zerlegt, so wird 
der Bruch — immer kleiner, f ür n = Billion, Trillion, Quadrillion, ... ist er schon 

sehr klein und geht bei unendlich grofs werdendem n in Null über. Da sind die 
Grenzen gleich geworden: 

[^ + 6 • V2^ 4. y . 1/6 • 2 . ;8r2] . ^ = J = [^ + & • V» -^ + J' ' Ve • 2 • ;^2j . ^^ 

Wird der Körper nach oben schmaler, so ist 

und da die Grenzen für w = oo wieder gleich werden, ist in heiden Fällen 

J = ^ 4- V2 hz^ + V3 yz^, 

*) Man findet ihre Summe S, wenn man in 

ih + 1)8 = Ä» + 3ä;2 + 3Ä; + 1 
für k der Reihe nach einsetzt 1, 2, 3, . . . (w — 1) und n, und die n Gleichungen zusammen- 
zählt; dabei heben sich die links stehenden dritten Potenzen (mit Ausnahme der letzten) 
gegen die rechts vorn stehenden (mit Ausnahme der ersten): 



2» = 13- +3.1« 



4» = 3» +3.3 



3»= 2« — 3.2« +3.2 



!^2 



3.1 



3.3 4-1 



n^ = {n — 1)«+ 3(w — 1)^ + 3(w — 1) +1 
(w+l)8= n* +3.n« -i-3'n +1 

(n + l)8= 1 +3Ä +3.J(n + l) + n 

woraus folgt, wenn man sogleich (w + 1) ausschliefst, 

(n + 1) [(n + 1)* — 8/2 w — 1] = 35 = (n + 1) [n" + V« w] 
daher 5 = Ve w (n + 1) (2 w + 1). 

Um die Summe der Quadrate der ganzen Zahlen von 1 nur bis (n — 1) zu haben, 
braucht man hierin statt n nur die Schlufszahl (n — 1) zu denken, und erhält mit der 
gebräuchlichen Bezeichnung 

Ä"-^ (Ä;«) = V6 (n — 1) n (2n — 1). 
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Die auf den Kopf gestellte Figur 164 zeigt, dafs man die geteilte Strecke z der 
Höhe auch von oben anfangen lassen kann, was oft vorteilhafter ist. 

Beispiele. 1) Den Inhalt eines Kugelabschnitts zu bestimmen mittels des 
Cavallierischen Satzes. 

Ausführung. Jeder der Grundfläche AB gleichlaufende 
Querschnitt ist ein Kreis mit dem Inhalte Q = nx^. Er ist 
in seiner Abhängigkeit vom Höhenabschnitt -e^ darzustellen.' 
Dies leistet x^ =i z {2r — z). Man sieht, dafs es hier 
natürlich ist, den Höhenabschnitt von oben her anfangen zu 
lassen, nicht von der Grundfläche AB aus. Nun zeigt 

Q = 710 (2r — z) = 2nrz — nz^ 
die Gröfse jedes Querschnitts abhängig von seiner Höhenlage z. 
Das erste Glied A des allgemeinen Ausdrucks Q ist hier nicht 
vorhanden, weil der Querschnitt in der Höhe ^ = in den 

Punkt C sich zusammenzieht. Hier ist die Linie & = 27rr und die unbenannte Zahl 
7' = — n. Demnach wird der Inhalt des Kugelabschnitts bis zur Höhe z 

J^ = nrz^ — ^l^nz^ = ^Unz^ {^r — z) 
und der ganze Abschnitt bei ^ = Ä 

A = ^Unh^{^r — h) 
wie er in Nr. 18 auf längerem Wege, erst nach Berechnung des Kugelausschnitts, 
gefunden wurde. 

2) In Figur 166 ist eine halbe Ellipse 
mit dem umbeschriebenen Kechteck gezeichnet. 
Dreht sich die Figur um OB als Achse, so 
beschreibt das Bogendreieck ABC einen 
Körper, der wie ein Napf aussieht. Der 
Querschnitt, welchen die Strecke PB um E 
beschreibt, wird ein Kreisring, dessen Inhalt ist 




na' 



— nx^ = TT (a^ — x^. 



Seinen Ausdruck, abhängig von einem Abschnitt der Höhe, liefprt die für die 
Ellipse in 13, 10 erhaltene Gleichung 1) 

a^ — ü?^ = — j/2 






a" 



Also wird der Inhält des Körpers bis zur Höhe y 

a^ 

^y = ^/3 ^ ^ y^ 

und für die ganze Höhe, y =^'b^ der Napf 

N — Vs na^h 
mithin ebenso grofs, wie der Kegel GOG, In der That wird auch dessen von EF be- 
schriebener Querschnitt = tt ( — ^1 , also = Q. Napf und Kegel, auf derselben 

Grundfläche und von gleicher Höhe, haben in jeder Querebene gleich grofse 
Schnittfiguren. Folglich mufste der Cavallierische Satz für beide Körper den- 

12* 
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selben Inhalt angeben. Demnach hat der Lehrsatz 12, 5 allgemeinere Bedeutung, 
so weit der Cavallierische Satz mit nur ganzen Potenzexponenten reicht.*) 

Es hat sich ergeben, dafs dem Inhaltsausdrucke „ein Drittel Grundfläche mal 
Höhe" auch der eines napf förmigen Körpers sich einfügt, der nicht einen Scheitel- 
punkt hat, sondern welcher sich schliefst in einer in gleichem Abstände von der 
Grundfläche ringsum laufenden Berührungslinie. 

Den übrigen Teil der Walze ÄG nimmt der von der halben Ellipse beschriebene 
Körper ein, dessen Gröfse also ^Isna^b ist; folglich ist das ganze, bei Drehung um 
die kleine Achse entstehende 

Umdrehungs-EUipsoid = ^/s Tta^b 
welcher Ausdruck auch den Inhalt einer Kugel in sich schliefst. 

29) Hierzu ein Beispiel: M., Aufgabe 661. 

30) Es ist leicht, nachzuweisen, dafs die Simpsonsche Regel 

zutrifft bei den auf ebener Grundfläche stehenden Körpern, bei welchen in jeder 
Höhe /s der mit der Grundfläche gleichlaufende Querschnitt den Ausdruck besitzt 

Q = Ä'\'b£;-}-y£;^ 
für welche Körper der Inhalt durch den Cavallierischen Satz bekannt ist.**) (Vergl. 
12, 12, 7 und 15, 19, Anm.) 

31) Legt man von einem Punkte aus an eine gegebene Kugel die berührende 
Kegelfläche, sowie durch einen der Punkte, in welchen die Achse die Kugel schneidet, 
die Berührungsebene, so wird sie die Grundfläche eines napf förmigen Körpers, 
welchen ein Teil der Kegel- und Kugelfläche begrenzt. Man soll den Inhalt dieses 
Körpers, in dessen Mantel die Seitenlinien dem Grundkreishalbmesser gleich sind, 
durch seine Grundfläche und Höhe ausdrücken. [Ergebnis von M., Aufgabe 622.] 



16. aiied. Die regelmäfsigen Körper. 

1. Einleitung. 1) Die Kugel ist natürlich ein vollkommen regel- 
mäfsiger Körper. Soll ein von Ebenen begrenzter Körper ganz regelmäfsig 
gestaltet sein, so müssen an jeder seiner Ecken in gleicher Anzahl sich 
finden gleiche Kanten, gleiche Seitenwinkel und gleiche Flächenwinkel; seine 
Grenzflächen müssen also regelmäfsige Vielecke derselben Art sein. 



*) Seinem Ausdruck Q für den Inhalt des Querschnitts kann man' noch mehr Glieder 
geben Ö = ^ + &^ + X^' + j' + J + • • • • 

dann wird J = Az + V^bz^ + 'hyz^ + V4J + VöJ + 

wie ebenso zu finden ist, nachdem man die Summen der dritten und der vierten Potenzen 
der ganzen Zahlen von 1 bis n durch die Entwicklungen von {k -\- 1)* und {k + 1)^ in 
gleicher Weise sich verschafft hat. Doch kann man dies für später sich aufsparen. 

**) Es könnte bei dem Ausdrucke Q noch ein viertes Glied, -5-, hinzugenommen 

werden; aber kein fünftes, ^; denn für solche Körper trifft die Simpsonsche Regel 

nicht mehr zu. 
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2) Es kann nicht mehr als fünf von Ebenen begrenzte regel- 
mäfsige Körper geben. Denn von gleichseitigen Dreiecken sind in einer 
Ecke zusammenzubringen entweder 3, oder 4 oder 5. Nimmt man 6, so 
bilden sie eine Ebene, ein regelmäfsiges Sechseck; sie geben also keine 
Ecke mehr; und wollte man 7 zusammenfügen, so müfste wenigstens ein 
Flächenwinkel gröfser als 2 Rechte werden, so dafs die Flächenwinkel nicht 
alle gleich sind. (10, 10.) Von regelmäßigen Vierecken sind nur 3 zu 
verwenden; denn nimmt man 4 Quadrate, so bilden sie eine Ebene. Nun 
können nur noch 3 regelmäfsige Fünfecke gebraucht werden; denn 3 regel- 
mäfsige Sechsecke geben eine Ebene, und 3 regelmäfsige Siebenecke lassen 
sich gar nicht zu einer Ecke vereinigen und die mehrseitigen regelmäfsigen 
Vielecke um so weniger, da ihre Winkel immer gröfser werden. Es waren 
also nur 3 -f- 1 4* 1 = 5 Ecken zu bilden. 

Dafs in jedem dieser 5 Fälle es möglich ist, durch Anfügen von eben- 
solchen Ecken einen regelmäfsigen Körper zu umgrenzen, wird nachher 
durch Herstellen der einzelnen bewiesen werden. 

3) Zunächst soll an den fertigen Körpern, um sie kennen zu lernen, 
festgestellt werden, die Zahl der Flächen, Eckpunkte, Kanten imd Eckenlinien 
des Körpers. 

a) An der Spitze der Figur 167 sieht 
man drei zu einer Ecke zusammengefügte 
gleichseitige Dreiecke, von welchen die 
Gegenseiten der drei zur Spitze vereinten 
Eckpunkte wieder solches gleichseitiges Drei- 
eck bilden; so dafs der Körper von 4 gleich- 
seitigen Dreiecken begrenzt wird. Er ist ein 
Vierflächner (Tetraeder). 

b) Figur 168 zeigt eine Doppelpyramide 

von je 4 gleichseitigen Dreiecken, 
ein Achtflächner (Oktaeder). 

c) Oben an der Spitze der 
Figur 169 befindet sich eine Pyra- 
mide, deren Mantel aus 5 gleich- 
seitigen Dreiecken besteht, und an 
jeder Grundseite hängt ein Dreieck, 
wie die lose gehaltenen 5 Finger 
der herabhängenden linken Hand. 
Unten ist es entspre- 
chend; die 5 stehen- 
den Dreiecke sind in 
die 5 hängenden so 
eingefügt, wie man die Hände faltet. Der Körper 
hat also 4 X 5 = 20 Grenzflächen; er ist ein 
Zw^anzigflächner (Ikosaeder). 

d) Die aus 3 Quadraten gebildete Ecke be- 
stimmt einen Würfel. (Figur 170.) Nach der 
Benennungsweise der übrigen würde er als Sechs- 
flächner (Hexaeder) zu bezeichnen sein. 

e) Die Deckfläche des durch Figur 171 dar- 




Pigur 167. 



Figur 168. 




Der Körper ist 



I'igur 170. 



Figur 169. 




Figur 171. 
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gestellten Körpers ist ein regelmäfsiges Fünfeck; von jeder seiner Seiten 
hängt ebensolches Fünfeck herab. Auch sie sind mit den auf den Seiten 
der Grundfläche stehenden Fünfecken wie die Finger der gefalteten Hände 
zusammengelegt. Der Körper hat also 2 X 6 = 12 Grenzflächen; er ist 
ein Zwölffiächner (Dodekaeder). 

Aus der Betrachtung der fünf Figuren leite man ab (entweder, wie eben 
geschah, durch gruppenweises Zusammenfassen der Stücke, oder durch 
Berechnen aus der Zahl der Seiten oder Eckpunkte der Grenzfiguren) die 
Zahlen, welche die folgende Tabelle angiebt. Die Menge der Eckenlinien 
des vierten und fünften Körpers findet man dadurch, dafs man zunächst 
diejenigen Ecken zählt, nach welchen von der gewählten Ecke aus keine 
Eckenlinie des Körpers sich ziehen läfst. Dabei gehe man in Figur 171 
von demjenigen Eckpunkte aus, bei welchem die 3 Kanten am stärksten 
gezeichnet sind. 



Nr. 


Flächen 


Eckpunkte 


Kanten 


Eckenlinien 


1 


4 


4 


6 





2 
3 


6 


8 


12 


4 


8 


6 


12 


3 


4 


12 


20 


30 


100 


5 


20 


12 


30 


36 



Man beachte, dafs beim zweiten und dritten Körper, sowie beim 4. 
und 5., die Zahl der Flächen des einen mit der Zahl der Eckpunkte des 
andern übereinstimmt, und dafs die Zahl der Kanten in beiden Paaren die- 
selbe ist. 

2. Ls. Jeder regelmäfsige Vielflächner besitzt drei Kugeln mit dem- 
selben Mittelpunkte; die eine berührt alle Flächen, die andere alle Kanten 
und die dritte geht durch alle Eckpunkte. 

Bw. Man denke bei jedem der übereinstimmenden regelmäfsigen Viel- 
ecke, welche den Körper begrenzen, den umbeschriebenen Kreis. Die Kreise 
um die beiden Vielecke an der Kante AB haben AB als gemeinsame Sehne, 
wie die Kreise um und Q in Figur 159 (15, 4); mithin schneiden 
sich, wie dort bewiesen, die in den Mittelpunkten und Q auf den Kreis- 
ebenen errichteten Senkrechten, da sie beide in einer Ebene, OHQ^ liegen. 
Der Schnittpunkt heifse M, Bei dem um das dritte Vieleck beschriebenen 
Kreise, welcher mit dem um das erste eine wie BG gelegene Sehne gemeinsam 
hat, mufs die auf seiner Ebene im Mittelpunkte Qi errichtete Senkrechte aus 
demselben Grunde das erste Lot OL schneiden. Dieser Schnittpunkt werde 
zunächst mit Jfi bezeichnet. Die beiden Vierecke OHQM und OHtQiMi sind 
deckbar, weil sie zwei Seiten, als Halbmesser der den übereinstimmenden 
regelmäfsigen Vielecken einbeschriebenen Kreise, und 3 Winkel gleich haben. 
Also ist OMi = OM] mithin ist Mi und M derselbe Punkt. Die beiden 
Vierecke lassen sich aber auch so aufeinander legen, dafs der Halbmesser 
HQ auf HiO kommt; dann fällt QM auf OM; also sind die deckbaren Vierecke 
gleichschenklig. Ebenso schicken alle übrigen umbeschriebenen Kreise ihre 
Mittelsenkrechten durch denselben Punkt M und die entstehenden gleich- 
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schenkligen Vierecke stimmen alle überein. Beschreibt man daher um M 
mit MO als Halbmesser eine Kugelfläche, so geht sie durch Q, Qi, Q2, - - 
und berührt die Ebenen, weil jede auf einem Halbmesser im Endpunkte 
senkrecht seht. Beschreibt man um M eine zweite Kugelfläche mit MH als 
Halbmesser, so geht sie durch Hi, H2, , , , weil die Eckenlinien MH, MHi, 
MII2, ... bei der Deckung zusammenfielen, und berührt die Kanten AB, 
BC, ... aus demselben Grunde. (8, 2.) Die dritte um M mit MA als 
Halbmesser zu beschreibende Kugel geht durch alle Eckpunkte des Körpers, 
weil ITJf, HiM, .... Mittelsenkrechte der Kanten sind. 

3, Der Würfel. 1) Herstellung. Auf der Ebene eines Quadrates 
ABCB errichte man in dessen Seiten senkrechte Ebenen. Deren Schnitt- 
linien stehen auch auf der Grundebene senkrecht. 
(9, 9.) Eine Kante AF des entstandenen geraden 
prismatischen Raumes macht man gleich der Quadrat- 
seite und legt durch F die der Grundfläche gleich- 
laufende Ebene. Der hierdurch abgegrenzte Quader 
ist ein regelmäfsiger Körper, weil jede Ecke in gleicher 
Anzahl gleiche Kanten, gleiche Seitenwinkel und gleiche 
Flächenwinkel besitzt. ^\ 

2) Berechnung. Die Kantenebene ACHF ist ein J^ 
Rechteck schönster Form, weil AC Eckenlinie Figur 172. 

eines Quadrates und AF gleich der Seite dieses 
Quadrates ist. Mit ihm stimmen die übrigen Kantenebenen überein. Deshalb 
sind die 4 Eckenlinien des Würfels gleich, und da sie in demselben Punkte 
sich halbieren (11, 8), so ist M der Mittelpunkt der umbeschriebenen Kugel, 
also auch der der beiden einbeschriebenen Kugeln. Deren Halbmesser werden 
mit Q bezeichnet, und zwar der von der Kugel, welche die Kanten berührt, 
mit §1, der der umbeschriebenen mit r. Aus ihren Durchmessern ersieht 
man sofort ihre Gröfse, bestimmt durch die Kanten a des Würfels, 

Q = V2a = 0,5a; §1 = V2aK2 = 0,707 a, r = V2aK3 = 0,866a. 
Dies giebt den spitzen Winkel a, unter welchem die Eckenlinien sich 
schneiden, am schnellsten durch den Kosinussatz aus 
cosa= Vs cc = 70« 31' 43". 

Ferner ist die Oberfläche des Würfels jP = 6a^ und sein Inhalt J = a'. 

4. Der regelmäfsige Achtflächner. 1) Herstellung. Figur 173.*) Auf 
einem Quadrate ABCB errichtet man im Mittelpunkte M die halbe Eckenlinie 
nach beiden Seiten, und legt durch die Endpunkte E und F und jede Quadrat- 
seite eine Ebene; dann begrenzen dieselben einen regelmäfsigen Achtflächner. 

Dafs alle Kanten = a werden, ist leicht nachzuweisen. Auch die Kanten- 
ebenen AEGF und BEBF sind Quadrate wegen ihrer halben Eckenlinien. 
Die Ecken A und B (und die übrigen) stimmen überein, weil ihre Hälften 




*) Die Figur wird bequem dadurch entworfen, dafs man den durch die Mittellinie GH 
gehenden Achsenschnitt als Zeichenebene nimmt. Man macht GH gleich der Seite a de» 
nebenbei gezeichneten gleichseitigen Dreiecks, beschreibt mit dessen Höhe Ä um G' und R 
Kreuzbogen, deren Schnittpunkte die Spitzen E und F sind. Dann zieht man BA durch 
G, U. 8. w. 
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Figur 173. 



aus Gleichheit der drei Seilen- 
winkel deckbar sind. Daher 
ist der Achtflächner ein regel- 
mäfsiger Körper, und M der 
Mittelpunkt seiner drei Kugeln . 

2) Berechnung. Zu- 
nächst hat man 

Pj = ^lia = 0,5 a und 
r= ^haV2 = 0,707 a. 
Die erweiterte Ebene ADE 
schneidet die umbeschriebene 
Kugel in einem Kreise, welcher 
der um ADE beschriebene 
Kreis ist. Die auf den Schnitl- 
kreis von M gefällte Senkrechte MS trifft seinen Mittelpunkt, welcher im 
gleichseitigen Dreiecke ADE der Schwerpunkt ist. Daher ist SE ^/s der 
Höhe des gleichseitigen Dreiecks. Dies giebt 

Q= V6al/6=: 0,408 a. 

Es ist Zl ^(^F der Neigungswinkel a des Flächenwinkels an der Kante AD, 

Man findet ihn, wie oben, aus 

cos a = — ^/a 

also gleich dem stumpfen Schnittwinkel der Würfeleckenlinien, a = 109^28' 17". 

Endlich ist ^ = 2 a^ VS = 3,464 a^ und 
j = 1/3 a« K^ = 0,471 a\ Dazu, als Probe für 
die Rechnung, J= ^IsFq. (15, 20.) 

5. Der regelmäfsige Vierflächner. Her- 
stellung.*) Auf der Ebene eines gleichseitigen 
Dreiecks ABC errichtet man im Schwerpunkte S 
die Senkrechte, legt durch sie und einen Eck- 
punkt C die Ebene und beschreibt in dieser 
um C mit der Seite a des gleichseitigen Dreiecks 
ABC einen Kreis, welcher die Senkrechte in D 
schneidet. Die durch D und die Seiten des 
Grunddreiecks zu legenden Ebenen bilden den 
Mantel eines regelmäfsigen Vierflächners. Seinen 
Mittelpunkt M findet man auf dem Lote SD, 
indem man in der Ebene CDS auf CD die 
Mittelsenkrechte LM zieht. 
Der Beweis ist sehr leicht. 




*) Als Zeichenebene nehme man die durch eine Kante und die Höhe gehende Ebene 
und wähle die Seite des nebenbei zu zeichnenden gleichseitigen Dreiecks ziemlich grofs 
(für Figur 174 ist sie 4 cm lang), weil die Seitendreiecke am Körper auffallend klein er- 
scheinen. Man beginnt mit EC, gleich der Höhe hi des Hilfsdreiecks, beschreibt um E 
mit hl und um C mit der Seite a Kreuzbogen, deren Schnitt die Spitze D ist, legt AB 
durch Ej u. s. w. 
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2) Berechnung. Zuerst ist die Höhe DS des Vierflächners zu be- 
stimmen: h= ^IsaVij = 0,816 a; 
dann hat man aus dem Hauptkreise DCZ 2rh = a^ 
also r = V4 a K6 = 0,612 a 
und Qz=h — r= Vi2 aKö = 0,204a; 
demnach ist Q == Vs r = ^Uh und r = ^Uh. 

[Solche Teilung der von der Spitze nach dem Schwerpunkte 8 gehenden 
Geraden war zu erwarten, weil der Mittelpunkt auch der Schwerpunkt 
des regelmäfsigen Körpers sein mufs. _(12, 12, 2.)] 
Nun folgt hieraus Qi = ^UaV2 = 0,354a. 

Es giebt ES = V3Ä1 cos« = Vs 

also ist der Neigungswinkel' des Flächenwinkels gleich dem spitzen Schnitt- 
winkel der Würfeleckenlinien, cc == 70° 31' 43"; und aus dem gleichschenkligen 
Dreiecke ÖDE geht hervor der Neigungswinkel DCE der Kante zur Gegen- 
fläche /J = 90« — 1/2 a = 540 44' 8". 

Es wird die Oberfläche F=a^V3 = 1,732 a^ 
und der Inhalt J= V'i2a-'K2 = 0,118 a» 

wozu J := Vs Fq die Bestätigung giebt. 

Schlufsbemerkung. Die weit schwieriger zu behandelnden regel- 
mäfsigen 12- und 20-Flächner mögen erst in 21, 1 und 2 vorgenommen 
werden. 

6. Übungen. 

1) Würfel: M., Aufgabe 639. 

2) Achtflächner: M., Aufgaben 631—635. 

3) Vierflächner: M., Aufgaben 624—630, 617, 618. 

4) Der regelmäfsige Achtflächner und der Würfel, welche derselben Kugel ein- 
beschrieben sind, haben auch die die Flächen berührende Kugel gemeinsam. 

5) In der dem regelmäfsigen Vierflächner umbeschriebenen Kugel ist der ein- 
beschriebene Würfel dreimal so grofs als der Vierflächner. 

6) Eine Kreisfläche, welche genau gleich einem Quadrate ist. Von dem 
einem regelmäfsigen Vierflächner mit den Kanten a umbeschriebenen Kegel werde 
durch eine mit der Grundfläche gleichlaufende Ebene ein Kegel abgeschnitten, dessen 
Mantel gleich der Oberfläche des Vierflächners ist. Wie grofs wird der Inhalt des 
Schnittkreises? — Aber an welcher Stelle des Mantels befindet sich dieser so 
grofse Kreis? (Sein Randabstand von der Spitze ist etwa ^ = 0,977 21a, sieben- 
stellige Logarithmen geben 0,977 2050 a an.) 



7) Zwei regelmäfsige Vierflächner von gleicher Kante werden zu einer Doppel- 
pyramide zusammengesetzt. Welcher Bruchteil der Achse, welche die Spitzen der 
dreiseitigen Ecken verbindet, wird der Durchmesser der die sechs Grenzflächen be- 
rührenden Kugel? und wie teilt jeder Berührungspunkt die Höhe eines Seitendreiecks? 

8) Legt man Berührungsebenen durch die Punkte, in welchen die Höhen eines 
regelmäfsigsn Vierflächners von der die Seitenflächen berührenden Kugel geschnitten 
werden, so bleibt nach Fortnahme der an den Ecken abgetrennten Stücke ein Körper, 
dessen Gestalt aus seinen Seitenfiguren und Flächenwinkeln zu bestimmen ist. Wenn 
der Halbmesser der einbeschriebenen Kugel = q gegeben ist, so soll berechnet 
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werden 1) die Gröfse der Kanten, 2) der Halbmesser der ihm umbeschriebenen Kugel, 
3) die Oberfläche und 4) der Inhalt des Körpers. 

Ergebnis. 4) J = 6]92S2 q\ [Vergl. 21, 7, 8) und 9).] 

9) Die Ecken eines Würfels werden so weit abgestumpft, dafs die Schnitte durch 
die Mitte der in einer Ecke zusammentreffenden Kanten gehen. Dadurch entsteht ein 
vierzehnseitiger Körper mit lauter gleichen Kanten. Jede derselben sei gleich a ge- 
geben. Man berechne die Oberfläche und den Inhalt dieses Körpers, und wenn er 
eine umbeschriebene und zwei einbeschriebene Kugeln besitzt, auch deren Halbmesser. 
[Vergl. 21, 7, 9).] [^1= 0,866 a.] 

10) Dieselbe Aufgabe für einen regelmäfsigen Achtflächner. Dabei ist nachzu- 
weisen, dafs eine Ebene durch die vier Punkte möglich ist. [Es entsteht derselbe 
Körper; aber die Berechnung ist eine andere.] (Vergl. 21, 7, 8.) 

11) Stumpft man die Ecken eines regelmäfsigen Vierflächners so weit ab, dafs 
von den Seitenflächen regelmäfsige Sechsecke übrig bleiben, so entsteht ein acht- 
seitiger Körper mit lauter gleichen Kanten. Durch die Gröfse a jeder Kante bestimme 
man 1) die Oberfläche und 2) den Inhalt des Körpers, 3) den Halbmesser der ihm 
umbeschriebenen Kugel und 4) den der ihm einbeschriebenen Kugel, die alle Kanten 
berührt. [J = 2,7106 a^, r = 1,1726 a.] 

12) Dieselbe Aufgabe für einen regelmäfsigen Achtflächner. Bei diesem vierzehn- 
seitigen Körper ist noch 6) anzugeben die Gröfse der Flächenwinkel. 

[F= 26,7846 a^, r = 1,5811 a.] 

13) Stumpft man die Ecken eines Würfels so weit ab, dafs von den Seiten- 
flächen regelmäfsige Achtecke übrig bleiben, so entsteht ein vierzehnseitiger Körper 
mit lauter gleichen Kanten. Durch die Gröfse a jeder Kante bestimme man 1) die 
Oberfläche und 2) den Inhalt des Körpers, 3) den Halbmesser der ihm umbe- 
schriebenen Kugel und 4) den der ihm einbeschriebenen Kugel, die alle Kanten be- 
rührt; endlich 5) den Flächenwinkel an einer Dreieckskante. 

[F= 32,4347 a^ J= 13,5997 a^ r= 1,7788 a.] 



17. Glied. Anhang. Bestimmung der gröfsten oder kleinsten 
unter abhängigen Figuren. 

Zur Einführung in diese Betrachtungen werden vier Gruppen von 
Aufgaben zur Auswahl vorgelegt für Behandlung in Übungsstunden. 

1. 1) Unter den Eechtecken mit der gegebenen Eckenlinie e das gröfste 
zu bestimmen. 

Innerhalb des rechten Winkels XOY dreht 
sich um die Strecke OC = e. In jeder Lage 
bestimmen die vom Endpunkte auf die Schenkel 
gefällten Senkrechten ein Rechteck mit der Ecken- 
linie e, dessen Inhalt andere und andere Gröfse 
erhält. Ist die Grundseite OA =^ x noch sehr 
klein, so ist zwar die Höhe ÄC = y recht grofs; 
aber der Inhalt wegen der kleinen Grundseite 
nur gering; die Inhaltszahl beginnt, wenn OC aus 
OY hervorgehen will, mit Null. Rückt nun OC, 
Figur 375. wic der Minutenzeiger einer Uhr, vor, so wächst 
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der Inhalt des Rechtecks; er wird jedoch später wieder kleiner, wenn OCi 
sich dem andern Schenkel OX nähert, weil dort die Höhe ^ schnell abnimmt, 
und wenn sie verschwindet, ist auch die Inhaltszahl zu Null geworden. Da 
also die Inhaltszahl von Null an ein ununterbrochenes Zunehmen und Wieder- 
abnehmen durchgemacht hat, mufs sie irgendwo am gröfsten gewesen sein. 
Diese Stelle ist zu bestimmen. 

Dazu bieten sich zwei Wege. 

a) Hat in dem gewählten Rechtecke OÄCB die Eckenlinie e gegen die 
Grundseite x den Neigungswinkel g>, so wird der Inhalt 

B = xt^ = e^ siny cosq) 
welchen Ausdruck man zusammenziehen wird in 

Die Gröfse der Inhaltszahl ändert sich also nur durch den Sinus; sie wird 
am gröfsten bei sin 2 9) = 1, bei 2y = 90®, cp = 45®. Das gröfste unter 
den Rechtecken mit gleicher Eckenlinie ist das Quadrat. Sein Inhalt ist ^ke^. 
h) In B = xy ist die zweite Veränderliche y zu ers etzen du rch den 
Ausdruck, welcher ihre Abhängigkeit von x angiebt, y = Y t^ — x^^ 

B = xVe^ — x*, 
Da die Inhaltszahl jenseit des gröfsten Wertes durch alle möglichen 
Zahlen hinabgeht auf Null, mufs sie an einer Stelle wieder auf die eben 
gedachte Gröfse B kommen. Dort hat aber x eine andere Länge, a?i, so 
dafs dieselbe Zahl B sich ergiebt aus 



B = xt Ye^ — 



Xi 



2 



und man hat durch Gleichsetzen 

xYe^ — x^ = xi Ye^ — ^1^- 
Zum Beseitigen der Quadratwurzeln wird die Gleichung quadriert 

e^x^ — ic* = e^Xi^ — rci* 
und wenn man die gleichartigen Gröfsen zusa^mmenbringt 

xi^ — x^ = e" {x^^ — x^). 
Der Faktor {xx^ — x^) steckt auch in dem links stehenden Unterschiede 
zweier Quadrate. Weil xi jenseit der Stelle des gröfsten Rechtecks liegen 
sollte, so hat xi eine andere Gröfse als x\ da also dieser Unterschied 
(^1* — x^) nicht gleich Null sein soll, so darf man durch (^1^ — x^) die 
Gleichung dividieren und erhält 

x^^ -\-x^ = e\ 

Daraus ersieht man, dafs x^ = Y ^^ — ^^ die Grundseite des vorhin nur 
gedachten zweiten Rechtecks ist, welches dieselbe Inhaltszahl B hat; und 
man könnte durch Y ^^ — a;^ die Grundseite x^ berechnen und würde sie 
von anderer Gröfse als das' gewählte x (0-4) finden, nämlich = y {ÄC)._ 
Nur wenn man bei der Wahl des x zufällig das x des gröfsten Rechtecks 
getroffen hätte, müfste xi gleich a; sich ergeben, weil dem gröfsten Rechteck 
kein anderes an Gröfse gleichkommt. Aus dieser Überlegung folgt, dafs man 
in der Gleichung 2 _i 2 « 

5/1 I X — ß 

die Grundseite des gröfsten Rechtecks besitzt, wenn man xi gleich x setzt: 

2x^ = e' 
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mithin ist das gesuchte ä; = e V^h, dazu t/ = eV^k, als ebenso grofs wie x. 
Das gröfste dieser Rechtecke ist das Quadrat. 

2) Welches von diesen Eechteeken hat den gröfsten Umfang? 

Man betrachte den Umfang 2s = 2x -]- 2tf bei einem Rechtecke, in 
welchem e fast senkrecht auf x steht. Läfst man e in die senkrechte Stellung 
übergehen, so wird der Umfang zu 2 e. Dies ist der Grenzwert des üm- 
fangs. Wächst x von Null bis zu geringer Gröfse, so werden die Seiten t/ 
kaum kleiner als e: und was sie verloren haben, wird durch die beiden 
Seiten x mehr als hinreichend ersetzt; der Umfang wird also gröfser. Geht 
der Neigungswinkel g) in Null über, so kommt der Umfang wieder auf die 
Gröfse 2e. Es mufs also ein Rechteck mit gröfstem Umfange geben. 

ä) Es wird s = x -]- i/ = e (coscp 4- sin^)) 

s = 2e sin 45® • cos (45® — (p). 
Dieser Ausdruck hat seinen gröfsten Wert, w^enn cos (45® — q)) = 1 wird; 
also bei 45® — y = 0, q) = 45®. Das Quadrat hat auch den gröfsten Um- 
fang, nämlich 23 = 2eV2 = 2,828 e, 

b) Bei der Bestimmung durch Linien ist hier folgendermafsen zu ver- 
fahren: s = X'\'^^=:x-\' Ye^ — x^. 

Das Rechteck mit ebenso grofsem Umfange, welches jenseit des Rechtecks 
mit dem gröfsten Umfange Hegt, ve rschafft die Gleichun g 

die durch Zusammenstellen der gleichartigen Ausdrücke geordnet wird 



Y¥-x'-Vi 



2 



e" — xi = a;i — x. 
Um auch auf der linken Seite xi und x zusammenkommen zu lassen, sind 
die Wurzelzeichen zu beseitigen, und dies leistet die Benutzung der Formel 

Den Unterschied der beiden Quadratwurzeln multipliziert 
und dividiert man mit der Summe der Wurzeln: 

(e^ — x') — {e'-x,') _ _ 

, Xi^ — x^ 

oder KTT7+KTT7 = ^^~^ 

hat also im Zähler die Vereinigung, und diese enthält als Faktor den Unter- 
schied xi — X, welcher wegen der getrennten Lage der beiden Rechtecke 
nicht gleich Null sein sollte, also fortgehoben werden darf: 

Xi -{- X 



Ye' — x'-^-Ye' — x^^ 



= 1. 



Nach der Überlegung unter 1&) hat man in dieser Gleichung das x 
des Rechtecks mit gröfstem Umfange, wenn man xi gleich x setzt: 

2Y e^ — x^ 
welche Gleichung schon ^eigt x = y und liefert 2 a;^ = e^, x =^ eY ^l2. 
Das Quadrat hat den gröfsten Umfang 2s = 2eY2 = 2,828 e. 
3) Vom Umfange bleibe die obere Seite fort. 
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Bei welchem von diesen Rechtecken ist die Summe der Omndseite und 
der beiden Nebenseiten am gröfsten? 

a) Es wird aus & = a; -j- 2;/ 

h = e (cosy + 2sin^) 
daher die Ansatzgleichung 

cosg) 4" 2smq) = eos^)! + 2smq)i 
cos cp — cos^i = 2(sinyi — sin^) 

2sinV2 {q)i + (p) sinVs ((fi — g>) = 4cos V2 ((fi + (f) sin V2 (5P1 — y). 
Da cpi ein Winkel von anderer Gröfse, als 9), sein sollte, ist sin V2 {q>i — q)) 
nicht gleich Null und darf fortgehoben werden 

sin Va {(fi + 9) =,2cosV2 {(fi + (p) 
und diese Gleichung wird zur Bestimmungsgleichung für den Winkel q) 
des Rechtecks mit der gröfsten Summe der drei Seiten, wenn man (pi = q) 
setzt, sin 9) = 2 cos qp 

also tg^p = 2. 

Unter den zweimal rechtwinklig gebrochenen Linien b wird die 
gröfste nach dieser Gleichung leicht gezeichnet mittels e und 2e. 

Um die Länge der Teile und der ganzen gröfsten gebrochenen Linie 
anzugeben, sind cos 9) und sin^ aus der Bestimmungsgleichung zu be- 
rechnen. Deren Quadrat giebt durch 

1 — cos^^p = 4cos^9) COS9) = KVs 

also sin 5p das Doppelte sincp =:2V^] 

daher x = e cosy = eKVs, ^ = e sinq) = 2eKV5 == 2x 

also die gröfste Linie b __ 

gr. b = bx = eVb = 2,236e. 

Dieses Rechteck hat die Gestalt von zwei über einander gesetzten 
Quadraten. Die gröfste gebrochene Linie ist gleich der Eckenlinie des zu 
seiner Zeichnung benutzten Hilfsdreiecks. 

b) Die andere Behandlung ist ganz wie die unter 2 b). 

Für die dem Rechtecke entsprechende körperliche Figur, den Quader, 
möge die Kantenebene als das Quadrat über e gegeben 
werden. 

Von einem auf dem Tische liegenden nahezu quadra- 
tischen Hefte klappe man den oberen Deckel bis zur 
senkrechten Stellung auf, bewege das erste Blatt langsam 
auf ihn zu und denke dabei den Rand des Blattes auf 
die Grundebene und auf die Deckelebene abgelotet. Dann 
sieht man die Gestalten der hier in Betracht kommenden 
Quader. Figur 176. 

4) Welcher unter den ftuadern^ in denen das ftuadrat über e eine 
Kantenebene ist, hat den gröfsten Inhalt? 

Es ist der Inhalt J = cä^. Das Produkt xt/ wird, wie unter 1) bewiesen 
wurde, am gröfsten, wenn ^ gleich x ist. Demnach sind bei dem gröfsten 
Quader die Vorder- und Hinterfläche Quadrate, die vier andern Flächen 
Rechtecke schönster Form, weil ihre Seiten gleich der Seite und Ecken- ^ 
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linie eines Quadrates sind. Der gröfste Quader ist halb so grofs wie der 
Würfel mit der Kante e. 

5) Bei welchem ftuad^r ist die Summe der vier Flächen mit der Seite e 
am gröfsten? 

Antwort: Beim gröfsten Quader nach dem Ergebnis bei 2). 

6) Welcher ftuader mit der Kantenebene e^ hat den gröfsten Mantel? 

a) M=2xy -\-2ey :=^2e^ smcf cos cp -\-2e^ ^incp 

M= e^ (sin29) -|- 2sinqp). 
Die aus der Ansatzgleichung hervorgehende Bestimmungsgleichung 
cos29 4" cos^p = 
ist umzusetzen in 

cos2y = — cos 9 = cos (180® — (p) 
also ist 2^ = 180« — 9), 3g) = 180«, 9) = 60^ 

Die Seitenflächen mit der Eckenlinie e bestehen aus zwei halben gleich- 
seitigen Dreiecken, die Grund- und die Deckfläche aus zwei Quadraten mit 
der Seite ^Ue. Es ist der _ 

gr. M = 3/2 K3 • e^ = 2,598 e\ 

b) M=2{e -\-x)i/ = 2{e-\- x)]/ !^'^ x" 
[e + x) Ye" — x^^{e-\- x^) Ve' — x{'. 

Solche Ansatzgleichung, in welcher die Vorzahl der Quadratwurzel 
ein Klammerausdruck ist, mufs man nicht ins Quadrat erheben. 
Dadurch käme die Bestimmungsgleichung auf einen höheren Grad und 
würde eine der Aufgabe fremde Wurzel erhalten. Man könnte die 
Klammer auflösen; viel bes ser abe r ist es 

(e + XT,)Ve' — ^« = (e -f x{)y e' — x^ 
also eine Selbstgleichung, in welcher das x in der Klammer (oder das 
unter der Quadratwurzel) die Marke erhält, darunter aufzustellen und 
von der Ansatzgleichung abzuziehen: 

(x — x^) K?^=^^ = (^ + ^1) (Ke^ — x{' — K?^=^V') 

_ (e + a?i) {x^ — xi^) 

Y^^^^^ + Ke' — x" 

woraus hervorgeht die Bestimmungsgleichung 

e^ — a?^ = (e -|- x) x. 
Der auf beiden Seiten stehende Faktor (e -|- x\ gleich NuU gesetzt, würde 
X =• — e ergeben, was für die Aufgabe keine Bedeutung hat; es liefert 

e — X =^ X 
die gesuchte Wurzel x = S'2 e. 

Während durch diese Behandlung der quadratischen Bestimmungs- 
gleichung die gesuchte Wurzel aus der einfachsten Gleichung, e — x = x, 
hervorging, würde derjenige, welcher die Ansatzgleichung zum Beseitigen 
der Quadratwurzel doch quadrierte, auf die Gleichung dritten Grades 

X^-{-^l2eX^— ^126^ = 

kommen und entweder festsitzen oder auf langem Wege endlich finden, 
dafs diese Bestimmungsgleichung die unbrauchbare Wurzel x = — e 
zweimal enthält neben dem gesuchten x=^^Ue.. Deshalb merke man 
sich die Vorschrift über die Benutzung einer Selbstgleichung! 
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7) Welcher ftuader mit der Kantenebene e^ hat die gröfste Ober- 
fläche? 

d) 2^= 2ex + 2et^ -|- 2x2/ = (2cos9) -|- 2sin9) -|- sm2y) e^ 
führt zu der Bestimmungsgleichung 

cos 2 y -{- cos 9p — sin ^ = 
in welcher cos29 zu ersetzen ist durch cos^<p — sin^^) 

(cos^y — sin^^) 4" (cos^p — sin 9)) = 
und nun ist der gemeinsame Faktor auszuschliefsen 
(cosg) — siny) [cosy -{- siiKp -{- 1] = 0. 
Es Uefert cos 9) — siny = durch cosqp = sin 9p die gesuchte Wurzel 
(p z= 45®. Der andere Faktor kann zu Null werden nur durch Winkel über 
90®, die hier unbrauchbar sind. 

Der gröfste Quader hat auch die gröfste Oberfläche, und diese ist 
(l + 2K2)e2 = 3,828 el 

b) F=2[ex-{-{e-{-x)^] = 2[eX'^{e-{- x)]/ e^ — x"]. 
Die Bestimmungsgleichung 

e V ~^~^^V' '\-{e^ — x^) = {e'\-x)x 
wird e Ye^ — x^ = (e -|- rz;) \x — {e — x)\ 

Der auf beiden Seiten stehende Faktor Y e-^- x giebt, gleich Null ge- 
setzt, keine brauchbare Wurzel; für jeden andern Wert^ als 3? = — e, ist 
er nicht gleich Null und darf nun fortgehoben werden. Es liefert 
e Ye — X = Y^ -|- a? • [2 ä; — e] 
x-=L ^2 6 K2 5 dazu wird y =^ x, 

2. 1) Welches ist das gröfste unter allen gleichschenkligen Dreiecken, 
in denen die Summe von Omndseite und Höhe gleich der gegebenen 
Strecke 8 ist? 

Es werde die Grundseite mit x^ die Höhe mit y bezeichnet. Ist die 
Grundseite x nur ein sehr kleiner Teil von s, so wird der Inhalt, trotz der 
grofsen Höhe «/ = s — x, nur klein; die Inhaltszahl beginnt, wenn x aus 
Null hervorgehen will, mit Null. Sie wird mit wachsender Breite des Drei- 
ecks anfangs schnell gröfser; später aber, wenn für die Höhe nur wenig 
übrig bleibt, wird sie kleiner, und geht für y = wieder in Null über. 
Ein gröfstes Dreieck mufs vorhanden sein. 

Zu dem beliebig gewählten Dreiecke mit dem Inhalte 
J z= ^J2,xy = ^Ux (s — x) 
mufs es hinter dem gröfsten ein ebenso grofses geben, weil die Inhalts- 
zahl von ihrem höchsten Werte durch alle denkbaren Zahlen zu Null hinab- 
geht. Dieses Dreieck, mit der Grundseite xi^ die von anderer Länge als x ist, 
Uefert mit dem gewählten Dreiecke die Gleichung 

^hx (s — ^) = ^hxi iß — x{) 
deren Umformung %^ — x^ =^ s {xx — x) 

durch xx — X dividiert werden darf, weil dieser Rest nicht gleich Null sein 
sollte. Aus .a?! + ä; = s sieht man, dafs die Grundseite xt des ebenso 
grofsen anderen Dreiecks gleich der Höhe des ersten Dreiecks ist. Die 
Grundseite xi des zugehörigen Dreiecks wird für beUebige erste Dreiecke 
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von anderer Gröfse als x sein, und nur dann ihm gleich sich finden, 
wenn man das x des gröfsten Dreiecks nahm, weil das gröfste Dreieck kein 
ebenso grofses anderes neben sich hat. Setzt man demnach aji = a?, so hat 
man das x des gröfsten Dreiecks aus der Gleichung 

2 a; = s, 0? = Vas, also auch y = ^/gs. 

Das gröfste ist dasjenige gleichschenklige Dreieck, bei welchem Grundseite 
und Höhe gleich sind, also nicht das durch seine Gestalt ausgezeichnete 
gleichseitige Dreieck. 

2) Diese gleichschenkligen Dreiecke drehen sich um ihre Höhe. 
Welches Dreieck liefert den gröfsten Kegel? 

Bringt man in der Ansatzgleichung die gleichartigen Gröfsen zusammen, 
so hat man x^ — a;^ = s {x^ — x^). 

Nach der Formel o? — l^ = (a — b) (a^ + a& + h^) 
die durch Ausmultiplizieren der Klammern am bequemsteh erhalten wird, 
hat auch xi^ — x^ den Faktor (a?i — x), welcher fortgehoben werden darf, 

Xi^ -\- XiX -^ x^ = s (xi -\- x). 
Hieraus wird, bei xi = x, die Bestimmungsgleichung 

3x^ = 2sx. 
Durch die erste Wurzel dieser Gleichung zweiten Grades, a? = 0, weist die 
Mathematik auf einen kleinsten Wert der Inhaltszahl K. Denn die F unktion 

K = Vl2 TCX^ (s x) 

ist für eine negative und für eine kleine positive Zahl x positiv, bei a; = 
aber gleich^NuU, also kleiner als ihre beiden Nachbaren rechts und 
links, und solche Gröfse nennt man einen kleinsten Wert. Das gesuchte x 
ist die andere Wurzel 

X = ^/s s, dazu y = Vs s. 

Bei der Raumaufgabe ist also ^2x^=1/, die halbe Grundseite gleich der 
Höhe. Der Achsenschnitt des gröfsten Kegels besteht aus zwei gleich- 
schenkligen rechtwinkhgen Dreiecken; der Winkel an der Spitze des Achsen- 
schnitts ist ein Rechter. Das rechtwinklige gleichschenklige Dreieck 
liefert den gröfsten Kegel. 

3) In welcher Weise die Gröfse der Schenkel sich ändert, ist nicht 
sofort zu erkennen. Die R echnung m ufs darüber Auskunft geben. Es 
wird der Schenkel ^ = VChxy -{-y^ für x = 0,1s und y = 0,9 s zu 
^ rz= 0,901s, und wenn x in Null übergeht, wird ^ = ^ = s; mithin wird js 
bei den Anfangswerten des wachsenden x kleiner. Nun habe x bis 0,8s 
zugenommen, also y auf 0,2s sich vermindert; da ist -e = 0,447s; und bei 
a; = 0,9 s, ^ = 0,1s kommt ^ = 0,461s; ^ wird also wieder «gröfser und 
bei X = s, y = zu 0,5s. Mithin giebt es einen kleinsten Wert des 
Schenkels, und es ist die Aufgabe zu stellen: 

Unter den gleichschenkligen Dreiecken, bei denen die Summe von 
Grundseite und Höhe = s ist, dasjenige zu bestimmen, welches die kleinsten 
Schenkel hat. 

a) Bei dieser Entwicklung lasse man in der Ansatzgleichung y hier 

^l^{x^ — x^^)= yx^ — y^ — {y\ + y) {yi — ^). 



Digitized by 



Google 



— 193 - 17, 2. 

Es ist yi — y z= {s -^ xi) — (5 — x) =z X — x-^^ 

daher bleibt nach dem Fortheben 

V^Caj + iTi) = ^1 +^ 

dies giebt bei xi = x ^^x = 2y 

also x = 4iy = s — y, y =V5S, x = ^/ss. Der oben für a? = 0,8 s be- 
rechnete Wert js =. 0,447 s war der des kleinsten Schenkels. 

b) Mit Winkelfunktionen ist die Aufgabe in folgender Weise zu 
behandeln. Es sei der halbe Winkel an der Spitze = cp. Dann wird 
^ = ^ cos 5p und X = 2/s; sinq), zusammen s = (cos 9) + 2 sin ^p)^, also 

s 
cos (p -j- zsincp 
Wenn der Schenkel, nachdem er seinen kleinsten Wert bekommen hat, 
wieder zunimmt, erreicht er abermals die Länge -2?, aber bei einem andern 
Winkel, welcher mit cpi bezeichnet werden möge. Das Gleichsetzen dieser 
beiden Werte giebt 

cos ^1 -f- 2 sin (pi = cos 9) -|- 2 sin 9) 

und wenn man dieselben Funktionen zusammenbringt 

cos 9)1 — cosy = 2(sin^ — sin^i) 

2 sin V2 iq) + q)i) sin V2. ((p — yO = 4 cos V2 (cp + 9i) sin V2 (q) — ^i). 

Da 9P1 andere Gröfse als cp hat, ist sin ^2(9? — cpi) nicht gleich Null, darf 

also fortgehoben werden: 

sin V2 {(f + ^i) = 2 cos V2 (q) + q>i) 
daher tg ^2(9) + tpi) = 2. 

Je näher die paarweise gleichen £i dem kleinsten Werte stehen, desto weniger 
sind q)i und q von einander verschieden, und bei diesem selbst kommen 
beide in demselben Winkel zusammen. Man hat also in dem Ausdrucke 
tg ^2(9 + 9)1) == 2 den Winkel q des kleinsten Schenkels, wenn man qi 
gleich Gp setzt, ^ ^ 

vU tg5P = 2. 

Da ist also = 2j x = 4:y = s — y] y = '^Us, x =: ^Us. 

y 

4) Der Umfang des gleichschenkligen Dreiecks ist 

u^x^ 2V'l4x' J^ y' z=z X +Vx^ -}- ^yK 
Er erhält bei a? = 0,1s und ^ = 0,9 s den Wert u = 1,903 s. Wenn 
X bei Null beginnt, tritt u = 2y aus 2s hervor. Der Umfang wird also, 
wenn x aus Null herauswächst, kleiner, und kommt, wenn x in s, y in 
Null übergeht, an den Grenzwert 2 s, also auf die Ausgangsgröfse. Demnach 
mufs es ein Dreieck mit kleinstem Umfange geben. 

Welches unter diesen gleichschenkligen Dreiecken hat den kleinsten 
Umfang? 

a) Auch bei dieser Entwicklung werde y noch nicht durch s — x ersetzt. 
x + V¥^ W =^^i +V ^i' + 4i/i^ 
oder geordnet Vx'^ + 4^''* — Vxi'^ + 4^i^ = xi — x. 
Um auch Unks xi und x zusammenkommen zu lassen, werden die Quadrat- 
w^urzeln beseitigt nach (a — h) (a -\- h) =^ a^ — &^, indem man die linke 
Seite mit der Summe der Quadratwurzeln multipliziert und dividiert. 

Martus, Baumlehre. 2. 13 
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= Xi — X. 



Da y — ^1 = (s — x) — (s — x{)z=xi — x ist und auch rechts erst sci, 
dann x steht, ist im Zähler umzustellen 

4(yi + y) fai — a^) — (a^i' — X*) _. ,, 

und nun fällt a;i — x durch Dividieren heraus 

4(^1 + //) — (xi + x) ^ ^ 

K^« + V + V'^i^ + 4^1^ 

Hieraus geht bei xi = x und y^ ^=^ y für diese Gröfsen des kleinsten Um- 
fanges die Bestimmungsgl eichung h ervor 

4y — 37 = K^^ + ^i^^ welche wird 3^^ = 2ir^. 
Die erste Wurzel y = mit* a; = s hat für unsere Aufgabe keine Bedeutung 
(die Funktion u fährt fort zu wachsen bei a? > s und negativem y)\ die andere 

y = ^/sic n: s — a; 
liefert x = ^jbs, y = ^/ös, dazu 2^ = s 
giebt den kleinsten Umfang = 1,6 s. 

Die Hälfte des gleichschenkligen Dreiecks mit kleinstem Umfange ist das 
Pythagoreische Dreieck mit dem Seitenverhältnis 3:4:5, welches mit 
der andern Hälfte so zusammengesetzt ist, dafs im gleichschenkhgen Dreieck 
der Schenkel zur Grundseite sich verhält =5:6; es ist also etwas weniger 
hoch, als das gleichseitige Dreieck über derselben Grundseite. 

b) Die Behandlung mit Winkelfunktionen ist geschickt durchzuführen. 
Es wird u =^ 2z -\- x =^ 2js: -{- 2^ siny = 2-^ (1 -(- sin^p) 

durch den unter 3 6) ent^vickelten Ausdruck für z 

1 + sin 9) 

cos (f -\- 2 sm y 
Demnach .1 _[- sing) _ • 1 + sing)! 



cosg) -|- äsiny """ cosg)i -(- 2sinyi* 
Sind zwei Brüche gleich, so ist der Bruch aus dem Unterschiede der 
Zähler und dem der Nenner gleich jedem der Brüche (1. T., 18, 2): 

sin q) — sin yi 1 -|- sin 9 

2 {sin ff — sing)i) — (cos 91 — cosy) cosy -\- 2 sing)* 
Nach dem Kürzen des linken Bruches geht für yi = y die vereinfachte 
Bestimmungsgleichung hervor 

1 -\- sincf = 2cosg). 
Diese Gleichung werde quadriert, ohne links zu entwickeln, 

(1 + sing))^ =: 4(1 — sin^g)). 
Der auf beiden Seiten stehende Faktor 1 -f- sing) kann hier nicht 
= Ö sein; daher hat man 

1 -j- sing) = 4(1 — sing)) 
also sing) =: ^/s, dazu cos cp = ^/s; 

deshalb ist y =^ z cosg) =: ^Uz und x = 2z sinq) = ^Uz, zusammen 
s=i2z. Jeder Schenkel des Dreiecks mit kleinstem Umfange ist z = ^/2S, 
die Grundseite x = ^/ss, die Höhe y = ^/ss, der kleinste Umfang = 1,6 s. 
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5) Der Mantel des durch Umdrehung solches gleichschenkligen Dreiecks 

entstehenden Kegels ist 

Jf = TT . 'I2X' Z = Vs^^KcV«^^) +/. 
Er beginnt bei x = mit M = 0, wird bei x = Ofis und ^ = 0,4 s 
erst zu JMr=0,15 7r6^ bei u? = 0,9 s und ^ = 0,1^ zu JMT = 0,207 7^s^ 
bei X = s und y = zur Kreisfläche M = 0,25 tts^, und die Funktion M 
wächst bei j; > s und negativem 1/ immer weiter. Es hat also der Mantel 
keinen kleinsten (oder gröfsten) Wert, um so weniger die Oberfläche 
des Kegels. 

3. 1) In ein gleichschenkliges Dreieck mit der Grundseite 2r und 
der Höhe h soll das gröfste gleichschenklige Dreieck einbeschrieben werden, 
welches seine Spitze im FuTspunkte der Höhe hat. 

Läfst man eine der Grundseite JBC stets gleich- 
laufende Gerade von BC an durch das ganze Dreieck 
bis zur Spitze hinauf wandern, so sieht man, dafs die 
Inhaltszahl des einbeschriebenen Dreiecks JDEF aus 
Null hervorgeht, gröfser und gröfser wird, beim An- 
nähern an die Spitze aber wegen der sehr verkürzten 
Grundseite EF wieder abnimmt und, wenn diese in Ä 
anlangt, mit Null schliefst. Es mufs also ein Dreieck 
mit gröfstem Inhalte vorhanden sein. 

Bezeichnet man die Grundseite EF des einbe- 
schriebenen Dreiecks DEF mit 2x, seine Höhe mit ^, 
so ist der Inhalt des Dreiecks 
J= xy. 

Es ändert sich y zugleich mit x. Den Ausdruck dieser Abhängigkeit des y 
von X liest man, wenn man FG || AD zieht, sofort ab aus A FGC c^ ÄDC 




Figur 177. 



y = -(r — x) 
r 



und hat nun die Inhaltszahl 



h . 
r 



r) 



nur abhängig von der Änderung des x, 

Jenseit des gröfsten Dreiecks kommt die Inhaltszahl wieder auf dieselbe 
Gröfse J bei einem Dreiecke, dessen halbe Grundseite eine andere Länge, 
xu hat. Durch Gleichsetzen dieser beiden Ausdrücke derselben Gröfse J 
erhält man die Ansatzgleichung 

. — (r — x) X =- —{r — Xi) Xx 
r r 

aus welcher nach Umformung und dem Fortdividieren des gemeinsamen 

Faktors xi — x, welcher nicht gleich Null sein sollte, hervorgeht 

Xi -\- X =: r. 

Die halbe Grundseite xi des vorhin nur gedachten anderen Dreiecks von 

gleicher Gröfse wie DEF ist aus xi = r — x zu finden und wird sich von 

anderer Gröfse als x ergeben, wenn man nicht zufällig das x des gröfsten 

Dreiecks trifft; da mufs xi gleich x werden, weil "dem gröfsten Dreiecke 

kein anderes ebenso grofses Dreieck zur Seite steht. Setzt man also xi = x 

13* 
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in Xi -\- X = r, so hat man in der Gleichung 2x = r die Grundseite des 
gröfsten Dreiecks, und durch x= Vsr mitteis des obigen Ausdrucks seine 
Höhe 9/ = ^jih. Die Grundseite des gröfsten Dreiecks geht also mitten 
durch die Höhe des gegebenen Dreiecks, von dessen Inhalt das gröfste ein- 
beschriebene Dreieck V* in sich schliefst. 

Das gröfste Dreieck ist dem gegebenen ähnlich. Sein Schwerpunkt 
liegt von der Spitze D aus ^'s^ = ^'sä entfernt auf der Höhe; dort befindet 
sich auch der Schwerpunkt des gegebenen Dreiecks. Unter den einbe- 
schriebenen Dreiecken ist dasjenige das gröfste, dessen Schwerpunkt in 
den des gegebenen fällt. 

2) Welches von den eingezeichneten Dreiecken beschreibt bei Um- 
drehung der Figur um die Höhe den gröfsten Kegel? 

Drückt man die schneidende Ebene (EF) ganz hinab (bis auf BC), so 
wird der Inhalt des Kegels durch die Höhe zu Null (der Körper artet aus 
in eine Kreisfläche), und wenn die Schnittebene bis zur Spitze A hinauf- 
gekommen ist, hat sich der Kegel in die Höhe DA zusammengezogen, sein 
Rauminhalt ist wieder zu Null geworden. Es mufs einen gröfsten Kegel geben. 

Hier gelangt man in der vorhin angegebenen Weise zu der Bestimmungs- 
gleichung 3x^ =: 2rx 
deren erste Wurzel, x = 0^ einen kleinsten Wert der Inhaltszahl 

J ^ '^IsTV— {r — x) x^ 

T 

nachweist; denn im Scheitelkegel liefert die ihre Wanderung fortsetzende 
Schnittebene immer gröfser werdende Kegel. (Läuft F auf der Verlängerung 
der CA weiter, so geht dort das betrachtete x nach entgegengesetzter 
Richtung, wird also negativ und läfst die Zahl J immer gröfser werden.) 
Bei a; = war demnach «7 = ein kleinster Wert, kleiner als die Nach- 
baren vorher und nachher. Die andere Wurzel ä; = ^/s r giebt den gröfsten 
Kegel mit der Höhe ^= Vsä. Hier wird also von der Höhe h nur das 
untere Drittel abgeschnitten. Der gröfste Kegel beträgt nur ^/g? vom 
Inhalte des vom gegebenen Dreiecke beschriebenen Kegels. 

Da der Winkel an der Spitze von anderer Gröfse ist, wird der gröfste 
einbeschriebene Kegel dem ganzen nicht ähnlich; aber in der Lage des 
Schwerpunktes stimmt das Ergebnis der Körperaufgabe mit dem in der 
Ebene zusammen: unter den einbeschriebenen Kegeln ist derjenige der gröfste, 
dessen Schwerpunkt in den des gegebenen Kegels kommt. 

3) Wie grofs sind die Schenkel des einbeschriebenen Dreiecks mit 
kleinstem Umfange? 

Läfst man die Schnittlinie wieder von BC ausgehen, so beginnt der 
umfang des Dreiecks von 2r -(- 2r = 4r an; die Schenkel der entstehenden 
Dreiecke werden kleiner, bis sie rechtwinklig auf AG und AB stofsen; 
die Grundseite der einbeschriebenen Dreiecke wird auch kleiner; also nimmt 
der Umfang von 4r an ab, und wenn die Schnittlinie in dem hohen 
Dreiecke ABC bis zur Spitze kommt, ist der Umfang bis zu 2ä angewachsen. 
Die Möglichkeit für einen kleinsten Umfang ist also vorhanden, während 
es beim Inhalte einen gröfsten Wert gab. 

a) Der Umfang w = 2ir -(- 2-e giebt die Ansatzgleichung 
X -\- js: = xi -\- js^i oder geordnet a; — ici = -sr^ — ^. 
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Um auch auf der rechten Seile, wo -s^ = Yx^ -\- iß und z^ 
X und xx zusammenzubringen, ist zu nehmen 



■Vosi^ + i/i'^ ist, 



^1 — ^ ==. 



^1^ — ^^ _ xi^-^yi^ — x^ — ß _ (^1 + y) (^1 —y) — (^^ — ^i^) 



Zi-\-. 



2i-\-Z 



Zi-\-Z 

und auch in ^i — y steckt x — xi^ denn es ist ^i — y z=z — {x — xi) oder, 

h ^ 

da — ctg« bedeutet, y^ — ^ = ( x — xi) cigof; also wird aus jener Gleichung 
r 

(^1 +y)ix — ^i) ctg« — {x^ — xi^) 

X — Xi=. 

so dafs {x — xi) herausfällt 

j _ {yi + y) ctgof — (x-\- xi) 

In dieser Gleichung stehen, wenn man x^ z=:z x setzt, die dem Dreiecke mit 
kleinstem Umfange angehörigen Gröfsen 

2y ciga — 2x 



1 = 



2z 



also lautet die Bestimmungsgleichung 

z = y ctg« — X. 
Leider mufs diese Gleichung, da z eine Quadratwurzel vertritt, quadriert 
werden, wodurch in die Bestimmungsgleichung eine der Aufgabe fremde 
Wurzel kommen kann: 

^^ + y^ = y^ ctg^« — 2xy ctg« -|- x^. 
Nach Fortfallen des x^ ist y überall Faktor und es würde die Gleichung 
durch ^ = befriedigt werden. Zu j/ = gehört a; = r und der Wert 
w = 4r, der als Ausgangswert genommen wurde und nicht der gesuchte 
kleinste Umfang ist. Allein auch die Funktion 

u=2[x + Vx' 4-/] 
wird für negative y, zu denen Seiten 2x zwischen den Verlängerungen der 
Schenkel über die Grundseite JBC hinaus gehören und die immer zunehmen, 
weiter gröfser; mithin hat y = für die Aufgabe, einen kleinsten oder 
gröfsten Wert zu bestimmen, keine Bedeutung; sie ist die durch Quadrieren 
hineingekommene, der Aufgabe fremde Wurzel. Also ist ^ fortzuheben: 

y ■=• y ctg^« — 2x ctg«. 
Dies wird äj sin2« = ^ cos2a 

und wenn man nun für y den Ausdruck (r — x) ctg« 
einsetzt, ergiebt sich 

a; = r cos 2«, also y =^ r sin 2« und z =- r. 
Dasjenige einbeschriebene Dreieck hat den kleinsten 
Umfang, dessen Schenkel gleich den Hälften der 
Grundseite sind und man findet dessen Eckpunkte 
auf AG und AB, indem. man über BG den Halb- 
kreis beschreibt. Auf ihm liegen die beiden Eck- 
punkte der Dreiecke mit kleinstem Umfange für sämt- 
liche Dreiecke, die man auf BG für die Aufgabe 
geben kann und sieht daraus sogleich, dafs die Auf- 
gabe nur für solche Dreiecke möglich ist, die über 
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den Halbkreis hinausragen; es mufs die Höhe des Dreiecks gröfser als 
die halbe Grundseite gegeben werden. Bei allen auf 5(7 stehenden Dreiecken, 
für welche die Aufgabe möglich ist, haben die Dreiecke mit kleinstem um- 
fange gleich lange Schenkel. 

h) Bezeichnet man den Winkel an der Spitze des einbeschriebenen 
Dreiecks mit 2(p (Figur 177), so wird der Umfang w = 2ir-|-2a? durch 
X := z sin<p u = 2z{l -^ siny) 

sin cc 
und aus dem Dreiecke ÄJDF liefert der Sinussatz js = j r h 

sm (cf 4" cp) 

^_ . l + siny 

u = 2h smcf • -T— , — i — ^. 

sm (of -(- y) 

Auf die Ansatzgleichung 

1 -|- sin y 1 4- sin cpi 

sin (« -[" y) sin (a -f- cpi) 
ist der Satz anzuwenden (1. T., 18, 2): Sind zwei Brüche gleich, so ist der 
Bruch aus dem Unterschiede der Zähler und dem der Nenner gleich 
jedem der beiden Brüche: 

sin fp — sin yi 1 -f- sin (p 

sin (cf + y) — sin (a -\- r/i) """ sin (a -|" ^f) 
2cos V2 (y + yO sin V2 (y — yO ^ ^^^^^ 
2 cos V2 (2of 4" (iP + yO sin V2 (y — yi) 



gekürzt 



cosV2(y + yi) _^^ 



COSV2 (2 a + 9^ + yi) 
Beim Dreiecke mit kleinstem Umfange sind yi und y derselbe Winkel. Setzt 
man also yi = y, so hat man für diesen Winkel die Bestimmungsgleichung 

cosy 1 + siny 

cos (« + y) sin (« -f* ^/) 
welche durch Fortschaffen der Nenner wird 

sin (of -(- 9^) cosy = cos (« + y) + cos(w + 9) siny 
das letzte Glied vereinigt sich mit dem auf der linken Seite zu 

sin a = cos (a -f- y) oder cos (90® — cf) = cos (a -j- y) 
also ist 90® — a = of -|- y, daher 90® — y = 2«. 

Dies lehrt: Beim Dreiecke mit kleinstem Umfange ist ^ CDF = 5^(7, in 
Figur 178 Z C'i^J^ = JBÄC, und, da noch Z C? = 0, so wird A C2>X 
00 BÄC, also auch gleichschenkhg. Deshalb findet man L auf CA, indem 
man um D mit JDC einen Kreis beschreibt. 

4) Der Mantel der unter 2) betrachteten geraden Kegel, M = nxs^ 
flacht sich, wenn die Schnittebene ganz auf die Grundfläche niedergedrückt 
wird, zur Grundkreisfläche ab; seine Ausgangsgröfse ist also 7xr^. Erhebt 
sich die Schnittebene langsam, so wird ^ kleiner bis zum Lote von D auf 
CÄ\ auch X wird kleiner; also nimmt der Mantel von iir'^ an ab, später 
aber nimmt er wieder zu wegen schneller Vergröfserung der Seiten- 
linie ^, wenn auch x langsam fortfährt kleiner zu w^erden. Kommt jedoch 
die Schnittebene der Spitze nahe, so vrird durch die nur noch geringe Länge 
von X das Produkt xz w^ieder kleiner; der Mantel legt sich eng um die 



Digitized by 



Google 



— 199 — 17, 3. 

Höhe TiA und artet in die Linie DA aus, wenn die Schnittebene durch die 
Spitze geht. Dort wird M. =^ tcxz durch a? = zu Null. Demnach wird 
es, wenn der gegebene Kegel recht hoch ist, einen einbeschriebenen Kegel 
mit kleinstem Mantel und einen mit gröfstem Mantel geben; und mit 
dieser Bezeichnung meint man einen Kegelmantel, welcher kleiner ist als 
seine Nachbaren vor und hinter ihm, und einen anderen, welcher gröfser 
ist als seine Nachbaren, wenn es auch an andern Stellen der unbegrenzt 
gegebenen Kegelfläche einbeschi*iebene Kegel geben mag, deren Mäntel 
gröfser sind, als jener „gröfste" Mantel. In diesem Sinne ist die Aufgabe 
zu nehmen: 

In einen gegebenen geraden Kegel, dessen Seitenlinien mit der Achse 
den nur kleinen Winkel <x bilden, diejenigen mit ihrer Spitze im Fnfspnnkte 
der Höhe h ruhenden geraden Kegel einzuzeichnen, deren Mäntel einen 
kleinsten oder einen gröfsten Zahlenwert haben. ^ 

a) Es giebt M = nxz die Ansatzgleichung xs = aji^i 
von ihr werde abgezogen die Selbstgleichung x^ s -==■ x^z ' 

{x Xi) = Xi (^1 — -e). 

Dies zeigt, dafs man hier an die unter 3 a) entwickelte Gleichung nur links js 
und rechts xi als Faktor beizufügen braucht: 

U .\. — . (^1 + ^) (^ — ^i) ctg« ^ {x'' - x^^) 
yx — Xi) z =■ X\ • i 

also .^^, /^^+^)etga-(a.+ ^ 

Zi-\- z 

und bei xi ^= x die Bestimmungsgleichung 

y ctgcf — X 
z =^ X • - — 

z 

also ic^ -j- ^^ = xy ctg« — x^' oder 2x^ -^ y^ =^ y • x Qiga. 

Es bedeutet a;ctgof AJ (Figur 177). Dieser Abstand i;. der Schnittebene 
von der Spitze des gegebenen Kegels werde nun als bestimmende Gröfse 
eingeführt: a; = t; tg«, y =^ h — v 

2v^ \g^a + Ä^ — 2hv + v' = Äy — i;2 

1^ 3hvA-h^= 

cos^a ' 

deren Auflösung ergiebt 

Vi = V^Ä COS« [Scosof + Kl — (Ssinof)*'*]. 

Die Quadratwurzel zeigt, dafs die Aufgabe nur bei solchen geraden Kegeln 
mögUch ist, bei welchen 

sina< Vs «< 19« 28' 17'' 

ist. Diese Grenze darf« nicht erreichen, weil in dem Kegel mit diesem 
Winkel der bis dahin kleinste und gröfste Kegelmantel zu einem Mantel 
sich vereinigen; da wird, wenn die Schnittebene vom Grundkreise aus durch 
den Kegel emporsteigt, der Kegehnantel kleiner und fährt sogleich fort 
(nachdem er an dieser Stelle augenblicklich stehen geblieben ist) kleiner 
zu werden; so dafs ein unter den Nachbaren kleinster oder gröfster 
Wert nicht mehr vorhanden ist. 
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Um aus dem Ergebnis für v das Zeichenverfahren ablesen zu können, 
ist V4Ä wieder in die Klammer und unter die Quadrat- 
Ä Wurzel zu bringen: 

v^ == [»/4Ä eosa + |/(V4Ä)2 — (3/^Äsina)^] • eosof. 

Dies lehrt: Besehreibt man um den Kegel- 
Schwerpunkt S mit seinem Abstände vom 
Grundkreise eine Kugel, so sehneidet sie die 
gegebene Kegelfläche in den Grundkreisen 
des kleinsten und des gröfsten einbeschrie- 
benen Kegelmantels. Dieselbe Kugelfläche 
liefert dieses Paar von Schnittkreisen für sämtliche 
Kegel von der Höhe ä, bei welchen die Aufgabe 
möglich ist. 

h) M = Tixz = ng^ sin (f 

njT 1.2 • 2 sino) 
Figur 179. M. = Tihr sm^ a 



sin^ (of -|- ff) 
sin y sin 9)1 



Die Ansatzgleichung .... , . — . „, , 

^ ^ sm^ (« + 9^) sm* (of + 9)1) / 

wird wie unter 36) behandelt; dabei werde die Summe 

[sin (« + 9P) + sin (« + 91)] 
nicht umgestaltet. Der in der Bestimmungsgleichung 

cos ip sin y 

2sin(of -|- (f) cos(a-[- y) sin*(a -|- 9)) 

auf beiden Seiten stehende Faktor ——, — j r kann nie gleich Null sein, 

sm(of 4- y) ^ 

er mufs fortgehoben werden 

cos 9 sinrjf) 

2 cos (« + 9>) sin (a + 9^) 
sin(of -}- (f) cos(p = 2cos(« -\- q)) sin 9 
bringt man von rechts ein cos{a -\- cp) sing) nach links, so zieht sich der 
Ausdruck zusammen in 

sinof = cos(cf -|- (f) sing). 
Diese Gleichung werde mit 2 multipliziert, um die Formel 20 (in 3, 5) 

sin(«* -\- v) — sin(w — v) := 2cos«« sini; 
anwenden zu können für u ^= a -\- (p und v = g? 
2sinof = sin(« -f* ^y) — sin« 
mithin findet man (p aus 

sin(of 4" 2g)) = 8sina 
nicht nur durch Rechnung, sondern auch durch Zeichnung. Zu diesem 
Zwecke ist die rechte Seite- mit einer eine Länge bedeutenden Mafszahl zu 
multiplizieren und zu dividieren, wozu man die gegebene Höhe h verwenden 

wird: , . 

h sinof 
sm(a + 2g)) = -^^-y-. 

Man beschreibt um D mit DjP = ^Ish einen Kreis; sein Schnitt P auf 
ÄC giebt den Aufsenwinkel DPE = a -j- 2g), mithin ist der innere Winkel 
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AI)F^=2(p\ also geht die Seite DE des gröfsten 
Kegelmantels durch die Mitte J des Bogens FP, Den 
andern Wert zum Sinus liefert der andere Schnitt Pi. 
Es ist der Aufsenwinkel BPiQ = of -}" ^^Pi, also der 
innere Winkel ADPi = 2<pi und die Seite DL des 
kleinsten Kegelmantels geht durch die Mitte «7i des 
Bogens FPi. 

Auch bei dieser Behandlung geht aus dem 
Schlufswerte die Grenzbedingung hervor 
sinof < ^/s. 

5) Bei welchen unter den einbeschriebenen 
geraden Kegeln ist die Oberfläche ein kleinster 
oder ein gröfster Wert? 

Die Behandlung dieser schwierigen Aufgabe gelingt 
mit Winkelfunktionen durch Lösen einer Gleichung 
dritten Grades. 

Die Ansatzgleichung 

siny -|- sin^9) sin 9)1 -f- sin^^Pi 

sin^(« -|- 9) sin^(« 4" 9^1) 

wird wie die unter 46) behandelt und fuhrt zu der Bestimmungsgleichung 

cos 9) (1 -|- 2sm(p) sin^p (1 -|- sin 9p) 

2sin(« -|- (p) cos(a -}- q)) • sin^(a -|- 9p) 




Figur 180. 



der auf beiden Seiten stehende Faktor 
sein kann: 



ist fortzuheben, da er nie = 



sin (« 4" (p) 

cos 9) (1 -f- 2 sin 9)) sin 9p (1 -|- sin 9p) 

2 cos (« -|~ ^■) sin (a -|- 9P) 

Durch Beseitigen der Nenner ordne man 

(1 4- 2 sin 9p) • sin (a -\- g)) coscp = 2 {1 -\- sin 9p) • cos (« -|~ 9^) sin 9- 
Es ist die rechts stehende Gröfse 2 (1 -|- sin 9p) = 1 -j- (1 -f- 2 sin 9p), so dafs auf 
beiden Seiten die Klammer (l + 2sin9p) steht. Setzt man diese mit ihren 
Faktoren von rechts nach links und sondert sie ab, so tritt Zusammenziehung ein 

(1 -|" 2 sin 9p) sin « = cos (« -|- 70 ^^^ 9^- 
Jetzt mufs cos (« -(- 9) aufgelöst werden 

(1 -|- 2sin9P) sin« == cos« COS9P sin 9p — sin« sin^9P 
die letzte Gröfse gehört zu den links stehenden 

(1 -f- 2sin9P -|- sin^9p) sin« = V2 cos« sin 29p 
woraus hervorgeht 

2tg« = 



sin 2 9p 



(1 -f- sin (p)^' 

Es ist aber 1 + sin 9p ;= 1 + cos (90® — (p) = 2 cos^ (45® — V2 (p) 

und der Zähler sin 2 9p läfst sich auch auf diesen Winkel bringen 

sin 2 9P = sin (180® — 2 9p) = sin 4 (45® — V2 9p). 

Setzt man daher 45® — 729p = V, so lautet die Bestimmungsgleichung 

sin 4 V 
2tg« = - — -y^. 
4cos^V^ 
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Siiß aufzulösen, wird der Zähler zerlegt 

sin4V' = 2sin2V^ cos2V/ = 4sinT//cosV/ (cos^i// — sin^r//) 
also hat man 2tga = tgV^ (l — tg^t//) 

oder in der gesetzmäfsigen Form 

tgV — 3 . Vs . tgV' — 2 . (— • tg«) = 0. 
Das a der einfachen Gleichung dritten Grades (II in 7, 15) ist hier positiv, also 
kann der erste oder der zweite Fall vorliegen (7, 17). Wenn aber die Aufgabe 
möglich ist, so mufs es einen Kegel mit kleinster und einen mit gröfster Oberfläche 
geben; die Gleichung mufs also zwei reelle Wurzeln haben. Der zweite Fall liefert 
nur eine reelle Wurzel; also kann die Gleichung nur dem ersten Falle ange- 
hören: es mufs sein 

Cky > tg^«, also « < 10« 53' 36". 
Die erste Wurzel der Gleichung ist negativ, würde also für (p einen Winkel über 
90« liefern ;, in der erweiterten Kegelfläche ist aber die Oberfläche des einbeschriebe- 
nen Kegels fortdauernd im Wachsen begriffen. Daher ist die negative Wurzel für 
die Aufgabe unbrauchbar. 

Wählt man für ein zu berechnendes Beispiel « = 10«, so ergiebt sich: die 
Oberfläche des einbeschriebenen Kegels erreicht bei (fi = 19« 20' 3" einen gröfsten 
Wert, darauf bei (p2 = 42« 59' 20" einen kleinsten Wert und fährt dann fort zu 
wachsen bis ins Unendliche. 

4. 1) Einem Halbkreise das gröfste Eechteok einzuzeichnen. 

Dafs es ein gröfstes Rechteck geben mufs, ist leicht zu zeigen. 

a) Bildet der nach einem Eckpunkte gehende 
Halbmesser mit dem Halbkreisdurchmesser den ver- 
änderlichen spitzen Winkel 9), so ist der Inhalt des 
Rechtecks J = 2r^ sin 9p cos 9 = r^ sin 2g). Er ist 
am gröfsten bei 2(p = 90^, tp = 45®. Das gröfste 
Rechteck ist aus zwei neben einander stehen- 
p. ^jgj denQuadraten zusammengesetzt. Sein Inhalt 




h) J = 2x?/ =z 2x y r^ — x^ er giebt durch 



V 



X Yr^ — x^ ■=■ x^ Yr^ — xi^ 

^1* — ^* = r' (xi^ — x*)_ 

^ x^ = r^, also X = rY^h =t^. 

2) Welches unter den einem Halbkreise einzubeschreibenden Eechtecken 

hat den gröfsten Umfang? 

Läfst man JDE von ÄC an aufrücken, so beginnt der Umfang mit 4r. 

Unmittelbar über ÄC ist DE kaum kleiner, die entstandenen Nebenseiten 

bringen mehr, als von ÄC geschwunden ist; der Umfang nimmt also zu und 

geht, wenn JDE sich dem höchsten Punkte JB nähert auf den Schlufswert 2r 

hinab. Also mufs ein Rechteck mit gröfstem Umfange vorhanden sein. 

a) 2s = 4:x -}- 2t/= 2r (2cosy -|- sin 9) 

liefert durch 2 cos 9 -\- sinq) = 2 cos 9)1 -\- sin 91 

und sin^p — sing)! = 2(cosg)i — cos tp) 

für den gesuchten Winkel . c, 

ctgy = 2. 
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Auf der in B berührenden Geraden trägt man von B aus 2r ab und 
verbindet den Endpunkt mit M\ der Schnittpunkt des Kreises ist der Eck- 
punkt des gesuchten Rechtecks, welches aus vier neben einander 
stehenden Quadraten sich zusammensetzt. 

h) s = 2x + ij = 2x-\-Yr'' — x^ = 2xt +Kr' — x^^ 

"wird behandelt, wie 1, 26, und es ergiebt sich 

x = 2rVYf>. y = rVY, 

also ist aus x =^2y die Gestalt des Rechtecks ersichtUch; und hiernach wird 
auch das Einzeichnen ausgeführt, wie unter a) angegeben ist. Der gröfste 
Umfang ist 2rK5 = 4,472 r. Er mufste dem Ausgangswerte nahe stehen, 
weil der Umfang nachher schnell auf 2r hinabgeht. 

3) Bei welchem Eechtecke ist die Snmme von Grundseite und den 
beiden Nei)enseiten am gröfsten? 

Antwort: Beim Rechtecke vom gröfsten Inhalte. Die gröfste zweimal 
rechtwinklig gebrochene Linie ist 2rV2, gleich der EckenUnie des deia 
ganzen Kreise umbeschriebenen Quadrats. 

Die Figur drehe sich um den auf dem Durchmesser senkrechten Halb- 
messer MB, 

4) In eine Halbkugel die gröfste gerade Walze zu beschreiben. 

Hier stimmen beide Behandlungs weisen überein. Es ergiebt sich 
i/^ ■= Vsr^, x^ = ^Isr^ = 2y^, Ein Rechteck schönster Form, welches 
um die kleinere Seite sich ganz herumdreht, liefert die gröfste Walze. 
Hiernach wird die Zeichnung von der Berührungslinie in B aus hergestellt. 

5) Aus welchem Eechtecke entsteht die Walze mit gröfstem Mantel? 

Der Ansatz zeigt sofort, dafs es das Rechteck mit gröfstem Inhalte ist. 

6) Welche der einbeschriebenen Walzen hat die gröfste Oberfläche? 

Die Oberfläche beginnt mit 27rr^, nimmt zu und schliefst mit Null. 

a) jp = (2cos''^9 -|- sin29)) nr^ = (1 -|- COS29) -|- sin29)) nr^ 

F = [i + 2sin45« cos(45« — 2^)] nr^ 
ist am gröfsten bei 2(jp = 45°, 9 = 22^2®; wonach das Rechteck gezeichnet 
wird. Die gröfste Oberfläche ist = (1 + K2) nr^ = 2,414 Trr^ 

b) F =^ 27tx {x -\- y) giebt die Ansatzgleichung 

x{x-];-y) — Xi,{xi-\'yi) 
von dieser werde abgezogen die 

Selbstgleichung x^ (a; -{- ^) = xi {x -f- y) 

{x — x^) {x -\-y) = Xi {xi — x-\-yi—y). 

Da aus y = Yr^ — x^ und yi =•]/ r^ — xi^ die Wurzelzeichen zu entfernen 
sind, um x und % zusammentreten zu lassen, so ist zu setzen 



yi — y 



yx' — y^ x^ — x^^ 



yi+y yi+y 

und darum auch in der letzten Klammer die Ordnung: erst x, dann x^ 
herzustellen: 

{x — x{) {x-\-y) = x^ [ ^ , ^ {x — Ä^ijJ 
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aus welcher Gleichung {x — xi) herausfällt, weil dieser Unterschied nicht 
gleich Null sein sollte: 

Dies wird für xi = x die Bestimmungsgleichung 

^-L^ = ^r^_ll oder l + ^ = --l. 

V 1 

Es sei das Verhältnis — = t;; aus v -\- 2 = — ergiebt sich nur 

X _ ^ 

^• = — 1+V2 
da das Verhältnis der Seiten nicht negativ sein kann. [Andere Be- 
handlung ist darum mangelhaft, weil nicht zu entscheiden ist, welches Vor- 
zeichen bei der Quadratwurzel Gültigkeit hat. Erst am Ende, beim Ausdrucke 
für die Oberfläche, müfste man den kleineren Wert verwerfen.] 

Um die Feststellung des Verhältnisses zu verwerten, wird a;^ -(- j^^ = r* 

durch x^ dividiert, 1 -|- t;* = — g und t;^ = 1 — 2v eingesetzt 



2v = 2(1 - t;) = 2(2 - K2) = 






2(2 - K2) 2 . 2 



^i,rY2+V2 



y^ = ^2_ i/^(2_hK2)^'= V4(2— K2)r^^= V2r"l/"2 —V2. 
Auch die Zeichnung des Rechtecks _wird nach v ausgeführt 

_ V2? — r_y 
r X 

an der Berührungslinie in J., auf der man unten erst r abträgt. Es ist 
das Verhältnis der halben Seite des umbeschriebenen regelmäfsigen Acht- 
ecks zum Halbmesser. 

7) Zum Mantel werde noch der Grundkreis genommen, so dafs die 
Begrenzung eines Bechers entsteht. 

Welches Eechteck liefert die gröfste Becher fläche? 

a) B = {cos^ cp -j- sin 2 9)) Tir^ = [V2 (1 + cos2y) -\- sin29)] m-^. 
Die Ansatzgleichung liefert aus 

'V2(cos2y — ■ cos 2^1) = sin 2^)1 — sin2y 
tg2y = 2 
wonach die Zeichnung hergestellt wird. Dann geben sin^ 2^) = ^/s und 
cos^ 2 g) = Vs die gröfste Becherfläche = V2(l +K5) ^r^ = 1,618 mK 

b) Bei der andern Behandlung wird ganz wie bei 6&) verfahren. Hier 
wird das Seitenverhältnis y : x = v = ^1^ (K5 — 0? ^^^o das der Seite des 
einbeschriebenen regelmäfsigen Zehnecks zum Halbmesser. 

Es ergiebt sich 

^=.r"l/"V2(l+KV5) und y = rY'l2{l-VY5). 
Auch hieraus erhält man die gröfste Becherfläche = 7^ (^ ~l" V^) '^^^^ 
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5. Übungen. 

Die Regeln, welche bei Behandlung solcher Aufgaben in Anwendung 
treten, waren: 

1. Der Unterschied zweier Quadratwurzeln wird mit der Summe der 
Wurzeln multipliziert und dividiert. [1, 2^).] 

2. Von einer Gleichung zweier Produkte wird eine Selbstgleichung 
abgezogen, bei welcher die Veränderliche in dem einen Faktor die Marke 
erhält. [1, 6 b).] 

3. Sind zwei Brüche gleich, so ist der Bruch aus dem Unterschiede 
der Zähler und dem der Nenner gleich jedem der Brüche. [2, 45).] 

Man beachte sorgsam diese Regeln, um die Aufgaben geschickt 
zu entwickeln. 

A. Aufgaben für Bestimmung durch Linien. 

1) Martus, Aufgaben, 653, 661, 647—649, 651 a und 6, 655—657, 660, 
663, 664, 644, 645. 

2) a) Welcher unter den auf quadratischer Grundfläche stehenden Quadern, die 
alle die Ecklinie e haben, besitzt den gröfsten Inhalt? h) Welcher hat den gröfsten 
Mantel? c) Welcher hat die gröfste Oberfläche? [Bei c) ist die zweite Wurzel mittels 
der Bestimmungsgleichung abzuweisen.] 4 

3) In den verlängerten Mittellinien eines Quadrats sollen die Eckenlinien umbe- 
schriebener gleichseitiger Vierecke liegen, a) Welches derselben hat den kleinsten 
Inhalt? h) welches besitzt den kleinsten Umfang? 

4) a) In eine Kugel den gröfsten Kegel zu beschreiben. — Denkt man zuerst 
die Grundfläche, so ist offenbar, dafs es ein gerader Kegel werden mufs. Man be- 
zeichne seine Höhe mit x, — Ergebnis: Es ist der Kegel, dessen Schwerpunkt in 
den der Kugel fällt. — b) In eine Kugel denjenigen geraden Kegel zu beschreiben, 
welcher den gröfsten Mantel besitzt; c) deigenigen mit gröfster Oberfläche. 

5) a) Um eine Kugel den kleinsten geraden Kegel zu beschreiben, b) Welcher 
von diesen Kegeln hat die kleinste Oberfläche, c) welcher hat den kleinsten Mantel? 

6) a) Welches ist das gröfste Dreieck im Kreise? b) Welches hat den gröfsten 
Umfang? 

7) a) Welches ist das gröfste unter den einem Halbkreise einzubeschreibenden 
Trapezen, deren Grundseite der Durchmesser ist? (Zum Nachweise der Möglichkeit 
beginne man die Betrachtung beim höchsten Punkte des Halbkreises.) b) Welches hat 
den gröfsten Umfang? 

8) Man hat eine lange Strecke nmal gemessen, und die Zahlen ai, ae, 03, . . . . a» 
erhalten. Es soll derjenige Zahlenwert x ermittelt werden, für welchen die Summe 
der Quadrate aller Abweichungen jener Zahlen von ihm am kleinsten ist, und der 
deshalb als das der Wahrheit am nächsten kommende Ergebnis der Messung zu 
nehmen ist. 

Ergebnis, x = ^^ + ^ + ^ + ' "+^^ ^ Der Mittelwert ist also die 

n 

verlangte Zahl. Sie ist es, ftir welche die absolute Summe aller negativen Abweichun- 
'gen ebenso grofs, wie die positiven, ist. Diese Zahl wird also der Wahrheit am näch- 
sten kommen, wenn man voraussetzen darf, dafs unveränderliche Fehler ausgeschlossen 



Digitized by 



Google 



17, 5. _ 206 — . 

sind. Um die Zuverlässigkeit des Ergebnisses in der Angabe erkennen zu lassen, setzt 
man den „wahrscheinlichen Fehler" dahinter. Die Abweichung einer Messung vom 
Mittelwerte x wird als ihr „Fehler" genommen, z. B. a; — ai = fi. Die in der 
Aufgabe behandelte Summe war die der „Fehlerquadrate". Ist w^ deren durchschnitt- 

liehe Gröfse, also w^ = "*" "T ♦ • - "T /« ^ welche Summe man mit [f^] be- 

^ 1 /{Fi 

zeichnet, so ist der wahrscheinliche Fehler m; = + 1/ — ~ ^"^ ^i® vollstän- 
dige Angabe des Messungsergebnisses: Länge der Strecke =zx+_w. [Vergl. 6, 2, 1) 
unten.] 

9) Von welchem Punkte einer Dreiecksseite aus mufs man die den beiden andern 
gleichlaufenden Geraden bis zu ihnen ziehen, damit bei Umdrehung des Dreiecks um 
diese Seite die erhaltene Raute den von ihr beschriebenen Körper am gröfsten liefere? 
[Die Oberfläche des Umdrehungskörpers hat keinen gröfsten Wert; sie nimmt ent- 
weder fortwährend zu oder ab.] 

10) Ein auf unbegrenzter Ebene stehender Würfel soll von geraden Kegelmän- 
teln so überdeckt werden, dafs die frei über der Grundebene stehenden Eckpunkte 
in ihnen liegen. Welcher unter diesen Kegeln hat den Ideinsten Inhalt? 

11) Welches unter den um den Kreis vom Halbmesser r zu beschreibenden 
gleichschenkligen Dreiecken hat die kleinsten Sckenkel? — Man erteile die Antwort 
durch den Abstand der Spitze vom Kreise. 

12) Oberhalb einer Ebene befindet sich im Abstände a der Mittelpunkt einer 
Kugel vom Halbmesser r. Wie hoch über der Ebene ist in der Verlängerung von a 
die Spitze eines die Kugel umhüllenden und auf der Ebene stehenden Kegels anzu- 
nehmen, wenn sein Inhalt so klein wie möglich werden soll? Wie vereinfacht sich das 
Ergebnis, wenn die Kugel auf der Grundebene ruht? 

13) Unter allen geraden Walzen, deren Inhalt gleich der Kugel vom Halbmesser 
r ist, die Gestalt derjenigen zu ermitteln, welche die kleinste Oberfläche hat. 

14) Unter allen geraden Kegeln, die so grofs sind wie die Kugel vom Halbmesser 
r, den mit kleinster Oberfläche zu bestimmen. Wievielmal so grofs als der Grund- 
kreishalbmesser ist seine Seite? 

Ergebnis. Er hat die Gestalt des Kegels, welcher einem regelmäfsigen Vier- 
flächner einbeschrieben ist. 

15) M., Aufgaben, 6516, 652, 668a; 646, 674; 667^, 661^, 659^; 
672; 662. 

16) Ein leuchtender Punkt hat den Abstand a vorn Kugelmittelpunkte. Wie 
grofs mufs der Kugelhalbmesser x sein, a) damit der erleuchtete Teil der Kugelfläche 
möglichst grofs ist? b) damit der Mantel des die Kugel treffenden Lichtkegels so grofs 
wie möglich sei; c) damit der Lichtkörper am gröfsten sei. (Man nehme diesen als 
Rest von Doppelkegel und Ausschnitt.) d) Bei welchem Kugelhalbmesser hat der 
Lichtkörper die gröfste Oberfläche? . 

Ergebnis bei d): x = '^/ea + K('/9 af -f- (Vs a)' = V9(2 + Kl3) a 
= 0,623 a. (Die gröfste Oberfläche hat keinen einfachen Ausdruck.) 

17) Schneidet man auf jeder der drei in einer Ecke zusammenstofsenden Würfel- 
kanten vom Eckpunkte aus eine Strecke x ab und verbindet die Endpunkte, so werden 
die mittleren Drittel der drei Verbindungslinien drei Seiten eines regelmäfsigen Sechs- 
ecks. Verfährt man von der Gegenecke aus mit derselben Strecke ebenso, so hat ' 
man Grund- und Deckfläche eines dem Würfel einbeschriebenen Prismas, a) Welches 
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von den so zu erhaltenden geraden Prismen hat den gröfsten Inhalt? und b) welches 
besitzt den gröfsten Mantel? 

Ergebnis. Die Achse des Prismas ist von der Eckenlinie des Würfels bei a) 
das mittlere Drittel, bei h) das zweite und dritte Viertel. [Beim Prisma mit gröfster 
Oberfläche kommt kein einfaches Ergebnis.] 



Da die Gleichung der Ellipse durch 13, 10, 3) bekannt ist, können 
folgende leichte Aufgaben behandelt werden: 

18) Einer Ellipse einzuzeichnen a) das Rechteck mit gröfstem Inhalte, b) das 
mit gröfstem Umfange. Für das Ergebnis bei a)- zeichne man das Rechteck, welches 
die in den Scheiteln berührenden Geraden einschliefsen. Bei b) erhält man die halben 
Rechtecksseiten x und «/, indem man vom Mittelpunkte die Senkrechte auf eine zwei 
Scheitel verbindende Sehne fällt. Also ist der gröfste Umfang gleich dem des gleich- 
seitigen Vierecks, dessen Eckenlinien die Achsen sind. Was wird aus den Ergeb- 
nissen beim Kreise? 

19) a) Einer Ellipse des gröfste Sechseck einzuzeichnen, welches die grofse 
Achse als Eckenlinie und zwei Seiten ihr gleichlaufend hat. Wie läng wer3en bei 
ihm diese beiden Hauptseiten? b) Wie lang werden die vier an die grofse Achse 
stofsenden Nebenseiten in demjenigen unter diesen Sechsecken, welches den gröfsten 
Umfang hat? Was müssen beide Fragen für den Kreis ergeben? 

20) Eine Ellipse, in welcher die kleine Achse kleiner ist als der Abstand der 
Brennpunkte, hat sich um die kleine Achse gedreht. Wie grofs ist unter den um den 
Mittelpunkt zu beschreibenden Kugelflächen der Halbmesser derjenigen, welche inner- 
halb des EUipsoides die gröfste Zone besitzt. — (Ihr Halbmesser bleibt unabhängig 
von b.) 

21) a) In eine Ellipse das gröfste gleichschenklige Dreieck zu beschreiben, 
welches seine Spitze im linken Scheitel der grofsen Achse hat. b) Welches von die- 
sen Dreiecken beschreibt bei Umdrehung der Figur um die grofse Achse den gröfsten 
Kegel? [In der Lage des Schwerpunktes stimmen beide Ergebnisse überein.] c) Wel- 
cher vor diesen Kegeln besitzt den gröfsten Mantel? [Für c) gelingt die Lösung der 
Aufgabe, wenn man von t/^ = ^i<ei abzieht «/i^ = ^iz und wie in Nr. 3, 3 a) verfährt, 
dann bei der Bestimmungsgleichung zunächst nur für 0^ den Ausdruck einsetzt; dabei 
hebt sich ein Paar von Gliedern heraus, und man kann, nachdem nun auch der Aus- 
druck für t/^ eingesetzt ist, die unbrauchbare Wurzel (a -|- x)^ beseitigen.] (Beim 
gröfsten Umfang des Dreiecks kommt kein einfaches Ergebnis.) 

B. Aufgaben- für Bestimmung durch Winkelfunktionen. 

22) Einen Winkel « in einen Kreis als Winkel am Umfange so hineinzulegen, dafs 
die Summe der von den Schenkeln abgeschnittenen Sehnen möglichst grofs ist. — Bei 
dem um seinen Scheitel sich drehenden Winkel braucht die Untersuchung erst zu be- 
ginnen, wenn ein Schenkel wieder kleiner wird. 

23) Unter den in einen Kreis zu beschreibenden gleichschenkligen Dreiecken 
das mit gröfstem Umfange durch Winkelfunktionen zu bestimmen. 

24) M., Aufgaben 665, 674 Ä und B. 

25) An welchen Stellen des Bogens liegen die Eckpunkte des gröfsten unter den 
Rechtecken, welche einem gegebenen Kreisausschnitte so einbeschrieben werden kön- 
nen, dafs zwei Seiten der Halbierungslinie seines Winkels am Mittelpunkte, 2«, 
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gleich laufen? — Man zerlege das doppelte Produkt der beiden Sinus in den Unter- 
schied zweier Kosinus. — Die Bestimmung des Rechtecks mit gröfstem Umfange führt 
zu keinem einfachen Ergebnis. Schreibt man die Bestimmungsgleichung um in 

cos (a — fp) cos (p 

sin a sin 30° 

und wendet den Satz von gleichen Brtlchen an (in 3, 10, 7), so erhält man einen 
wenigstens gut logarithmischen Ausdruck. 

26) Dazu M., Aufgabe 650^. 

27) Auf welche Stelle eines Viertelkreises mufs man den Halbierungspunkt 
eines von demselben Kreise genommenen Bogens, dessen Winkel am Mittelpunkte, 
2ß^ viel kleiner als 90® ist, bringen, damit, wenn der Viertelkreis um den einen Grrenz- 
halbmesser sich dreht, die auf dem andern liegende Ablotung des Bogens einen Kreis- 
ring beschreibe, dessen Inhalt möglichst grofs ist? — Der Inhaltsausdruck ist gehörig 
zusammenzuziehen; sonst kommt man auf eine Bestimmungsgleichung zwischen zwei 
Sinu§, deren Deutung verständiger Überlegung bedarf. 

28) Unter den Vierecken, die einen gegebenen Winkel 2 « haben und nicht nur 
einem gegebenen Kreise umbeschrieben sind, sondern auch die Bedingung erfüllen, dafe 
sich um jedes ein Kreis beschreiben lasse, diejenigen zu bestimmen, deren Inhalt 
einen kleinsten oder einen gröfsten Wert hat. — Die zweite Bedingung fordert weiter 
nichts; als dafs der Gegenwinkel des gegebenen 180° — 2« sei. Man lasse diesen 
am Kreise ringsherum laufen. 

29) Unter allen Vierecken, welche zwei gegebene Winkel, 2« und 2ß^ besitzen, 
und einem gegebenen Kreise so umbeschrieben sind, dafs dieser ganz innerhalb liegt, das 
kleinste zu finden. (Der Winkel 2ß kann auf 2« folgen, oder ihm gegenüber liegen.) 

30) Unter den Vierecken, welche einen gegebenen Winkel 2« und einen gege- 
benen Umfang 2 s haben und der Bedingung genügen, dafs sowohl in als um jedes der- 
selben Kreise beschrieben werden können, das gröfste zu finden. Man bezeichne den 
Halbmesser des Kreises, welcher solchem Vierecke ein- oder anbeschrieben werden 
kann, mit x, [S. die Bemerkung zu 28).] 

31) Unter allen Dreiecken, welche einen Winkel 2« und einen gegebenen 
Flächeninhalt f^ haben, dasjenige zu finden, welches den kleinsten Umfang hat. — 
Man bezeichne die beiden andern Winkel solches Dreiecks mit 2q) und 2 V, denke an 
die Formel 3, 11, 16, 2) und lese aus der Bestimmungsgleichung Zutreffendes ab. 
Das gesuchte Dreieck ist aus dem mittels der Strecke f gezeichneten herzustellen mit 
Beachtung des Satzes 1. T., 21, 9. 

32) Unter allen Dreiecken, welche einen Winkel 2« und denselben Umfang 2s 
haben, dasjenige zu finden, welches den gröfsten Inhalt besitzt. 

33) Unter allen geraden Kegeln von der Seite s denjenigen zu bestimmen, wel- 
chem die gröfste Kugel einbeschrieben werden kann. Die Entwicklung mit Winkel- 
funktionen ist die bessere. 

Ergebnis. Der Grundkreishalbmesser ist der gröfsere Abschnitt der nach dem 
goldenen Schnitte geteilten Seite s. 

34) M., Aufgaben, 667« und ß; 659, 6595; 66Sh. 

35) Die Eckpunkte Ä und B eines gegebenen Dreiecks ABC bewegen sich auf 
zwei in sich rechtwinklig schneidenden Geraden. Welchen Winkel mufs AB mit 
AO bilden, damit die Entfernung der Dreiecksspitze C von so grofs oder so klein 
wie möglich sei? Beispiele: 1) « = /?, 2) « = 30^ ß = 15^ 3) y = 90®. — 
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Dafs es eine gröfste und eine kleinste Entfernung 00 giebt, ist für ein gleichseitiges 
Dreieck ABC über der Seite c leicht nachzuweisen. Den Winkel (pi für die gröfste 
und (f2 = ^'1 4" 9ö^ für die kleinste Entfernung erhält man aus 

2 sin « sin ß 

Die beiden ausgezeichneten Lagen des Dreiecks ABC sind für das zweite Beispiel in 
einer Figur mit noch ein paar anderen Standorten bequem darzustellen. 



3, Abschnitt. 

Figuren auf krummen Flächen. 

18. Glied. Figuren auf der Kugelfläche. 

1. Einleitung. Lehrsätze. 1) Durch die Endpunkte eines Kugel- 
durchmessers lassen sich unzählig viele Hauptkreise legen, aber kein Neben- 
kreis. (15, 7, 1.) 

2) Durch zwei Punkte der Kugelfläche, welche nicht Endpunkte eines 
Kugeldurchmessers sind, läfst sich nur ein einziger Hauptkreis legen, aber 
unzählig viele Nebenkreise. 

3) Die beiden Bogen, in welche dieser Hauptkreis durch die gegebenen 
Punkte zerlegt wifd, sind von ungleicher Gröfse, weil die zugehörige Sehne 
kein Durchmesser ist.. 

4) Der kleinste und der gröfste nnter den Schnittkreisbogen, welche 
zwischen zwei beliebigen Funkten auf der Kugelfläche lanfen, gehören dem 
Hanptkreise an. 

Bw*. Man drehe die Ebene irgend eines 
Nebenkreises um die gemeinsame Sehne AB 
bis in die Ebene des Hauptkreises, und zwar 
so, dafs sein Mittelpunkt mit dem Kugel- 
mittelpunkte M auf dieselbe Seite der Sehne AB 
kommt. Dabei fällt die Mittelsenkrechte HO 
in HM und es tritt 0, weil Q <!,r ist, zwischen 
den Lotfufspunkt H und M, MO + p > ^ 
giebt MD > MC, Der Bogen ACB des Haupt- 
kreises wird also vom Bogen ABB des Neben- 
kreises umschlossen, ist also der kleinere. 

^^''^' ""^'^ ÄCB < ABB 

von Hauptkreis > Nebenkreis 
ab, so bleibt AEB > AFB. 

Da der Nebenkreis ein beliebiger war, so gilt das Ergebnis für alle: der 
Bogen ACB des Hauptkreises ist der kleinste, und AEB der gröfste von 
allen zwischen A und B auf der Kugelfläche laufenden Bogen. 

2. Der kleinere Hauptkreisbogen entspricht in seiner Eigenschaft, 
auf der Kugelfläche der kürzeste Weg zwischen zwei Punkten zu sein, 

Marl US. Baumlehre 2. 14 




Figur 182. 
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der geraden Linie in der Ebene. Sollen daher auf der Kugelfläche 
Figuren gebildet werden, welche denen in der Ebene entsprechen, so 
müssen Bogen von Hauptkreisen statt der geraden Linien eintreten. 

Die zwischen drei beliebigen Punkten laufenden Hauptkreisbogen 
begrenzen ein Stück der Kugelfläche, welches ein Kugeldreieck genannt 
wird. (Die drei Punkte der Kugelfläche dürfen nicht auf demselben Haupt- 
kreise liegen, auch nicht zwei die Endpunkte eines Kugeldurchmessers sein^ 
wenn • ein Kugeldreieck entstehen soll.) Ebenso zeichnet man auf der 
Kugelfläche Kugelvierecke und Kugelvielecke. Die auf der Kugelfläche ge- 
wählten Punkte sind die Eckpunkte, die sie verbindenden Hauptkreisbogen 
die Seiten des Kugel vielecks. 

3. Die die Endpunkte eines Kugeldurchmessers verbindenden Hälften 
irgend zw^eier Hauptkreise begrenzen ein Stück der Kugelfläche, welches 

nur zwei Ecken hat, also ein Kugel- 
zweieck ist. In Figur 183 laufen auf 
der Kugelfläche um M von dem einen 
Endpunkte des Durchmessers SJ zum 
andern die Halbkreise SKJ und SPJ; sie 
begrenzen das Zweieck SKJPS. Die 
Richtung, in welcher der Kreisbogen SK 
aus S abläuft, wird durch die Be- 
rührungslinie SÄ fortgesetzt; die Be- 
rührungslinie SC zeigt die Richtung, 
welche der Kreisbogen SP bei seinem 
Ablaufen aus S einschlug; es , stellt der 
^*^' ^®^* Winkel ÄSC mit seinen verlängerten 

Schenkeln deutlich vor Augen den Winkel, welchen die Bogen SK und SP 
am Scheitelpunkte /S bilden, und der Scheitelwinkel von DJF giebt den 
Winkel an, unter welchem die Kreisbogen KJ und PJ im Punkte J 
zusammengetroffen sind. Die Winkel ASO und DJF sind als Winkel mit 
gleichgerichteten Schenkeln gleich. Die beiden Winkel eines Zweiecks 
sind gleich. Sie sind Neigungswinkel des Flächenwinkels, welchen die 
Ebenen der Halbkreise SKJ und SPJ einschliefsen. Ihre Gröfse wird auch 
von dem Neigungswinkel KMP angegeben, dessen Schenkel die nach den 
Halbierungspunkten K und P der Halbkreise gehenden Kugelhalb- 
messer bilden. 

4. Ls. Zweiecke derselben Kugel verhalten sich wie ihre 
Winkel. 

Bw. Die Figur 183 zeigt noch ein anderes Zweieck, SKJLS^ dessen 
W^inkel bei S ASB ist. Sein Flächeninhalt giebt mit dem des zuerst be- 
sprochenen grofsen Zweiecks einen ebenso grofsen Bruchwert, wie ^ ASB 
und ASC. Dies ist sogleich zu ersehen, wenn man diese Figur mit Figur 89 
in 9, 4 vergleicht. Figur 183 ist die dortige Figur, in welcher nur um die 
Kante SJ als Durchmesser eine Kugel beschrieben wurde. Denkt man sich 
diese Kugel in Figur 89, so erkennt man, dafs die Zwischenebenen die beiden 
Zweiecke in schmale. Zweiecke zerlegen, welche wegen Gleichheit ihrer 
Winkel a deckbar sind. Daher pafst der dort für die Flächenwinkel ge- 
führte Beweis auch für die Zweiecke, mögen die W^inkel ASB und ASC ein 
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gemeinsames Mafs haben, oder nicht, wie aus dem Beweise bei Figur 90 
ebenso hervorgeht. 

5. Der Flächeninhalt eines Zweiecks mit dem Winkel a ist 

20. ^=^0-^ 

Bw. Man denke sich zum gegebenen Zweiecke SKJLS ein zweites, 
welches dadurch entsteht, dafs man in SJ auf der Ebene SKJ eine Ebene 
senkrecht stellt. Diese halbiert die Halbkugelfläche über dem zu SKJ ge- 
hörenden ganzen Kreise. Das zweite Zweieck ist also der vierte Teil der 
Kugelfläche; sein Inhalt ist nr^, (Formel 14 in 15, 15, 1.) Mithin hat 
man nach Nr. 4 

i^ = w ^^'° ^=^'''"- 

6. Die Ebenen derjenigen Hauptkreisbogen, welche Seiten eines Kugel- 
dreiecks sind, bilden am Kugelmittelpunkte eine dreiseitige Ecke, welche 
durch ihre Seitenwinkel und Flächenwinkel Aufschlufs giebt über Seiten 
und Winkel des Kugeldreiecks. Durch die Sätze über die dreiseitige Ecke 
(10, 5 bis 9) hat man sogleich folgende Sätze über Kugeldreiecke: 

1) Gleichen Seiten eines Kugeldreiecks hegen gleiche Winkel gegenüber. 
Ein gleichseitiges Kugeldreieck hat auch die drei Winkel gleich. 

2) Gleichen Winkeln eines Kugeldreiecks hegen gleiche Seiten gegen- 
über. Ein Kugeldreieck mit drei gleichen Winkeln ist gleichseitig. 

3) Die gröfsere von zwei Seiten eines Kugeldreiecks hat den gröfseren 
Gegenwinkel. Der gröfsten Seite eines Kugeldreiecks hegt der gröfste Winkel 
gegenüber. 

4) Der gröfsere von zwei Winkeln eines Kugeldreiecks hat die gröfsere 
Gegenseite. Dem gröfsten Winkel eines Kugeldreiecks hegt die gröfste Seite 
desselben gegenüber. 

5) In einem Kugeldreieck (in welchem jede Seite kleiner als 180® ist) 
ist die Summe zweier Seiten gröfser als die dritte, und der Unterschied 
zweier Seilen kleiner als die dritte Seite. 

6) Der Umfang eines Kugeldreiecks (in welchem jede Seite kleiner als 
180® ist) ist kleiner als ein Hauptkreis. 

Anmerkung. Ergänzt man eine Seite eines Kugeldreiecks zu einem 
Hauptkreise und nimmt das gegebene Dreieck von der Halbkugel fort, so 
bleibt ein Kugeldreieck, welches in den beiden letzten Sätzen ausgeschlossen 
w^ufde. Derartige Dreiecke sollen auch im Folgenden aufser Betracht bleiben. 
Denn die Stücke solches Dreiecks werden durch die des erstgedachten 
Dreiecks bekannt. 

7. Polardreiecke. 1) Denkt man in Figur 108 in 10, 11 vom Punkte 
aus die den Kanten der Ecke P gleichgerichteten Geraden gezogen, so hat 
die durch die drei Linien als Kanten bestimmte neue Ecke die Seitenwinkel 
entsprechend gleich denen der Ecke P, stimmt also mit dieser in allen 
Stücken überein. (10, 16, 3.) Beschreibt man nun um eine Kugel, 
so schneiden aus deren Fläche die Seitenebenen der neuen Ecke ein Kugel- 
dreieck heraus, welches zu dem Kugeldreieck ABC der alten Ecke die 

14* 
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Beziehungen erhält, welche in 10, 12 und 13 von den Polarecken angegeben 
sind; nämlich: da jede zum Kugelhalbmesser gewordene Kante der einen 
Ecke senkrecht steht auf der Hauplkreisebene der Gegenseite der andern 
Ecke, so sind die Eckpunkte des einen Dreiecks Pole zu den Seiten 
des andern. Deshalb heifsen zwei so zusammengehörige Kugeldreiecke 
Polardreiecke. 

2) Für die Polardreiecke ABC und AiBiCi lauten die in 10, 13 ab- 
geleiteten Gleichungen (mit 180^ statt dort 2 R) 

a + «1 = ISO** und ai + « = 180« 

und ebenso für b, ß und c, y. Daher der wichtige Lehrsatz: 

In Folardreiecken ergänzt jeder Winkel des einen Breiecks die gegen- 
äberliegende Seite des andern Breiecks zu 180«. 

8. Der Lehrsatz 10, 14 ergiebt 

Bie Summe der Winkel eines Kngeldreiecks beträgt mehr als 180^ und 
weniger als dreimal 180«. 

Barch zwei Winkel eines Kngeldreiecks ist der dritte noch nicht be- 
stimmt; weil die Summe der drei Winkel keine feste Zahl, wie beim 
ebenen Dreiecke, ist. 

Man denke den wagerecht liegenden Hauptkreis einer Kugel, teile diesen in 3 
ziemlich gleiche Teile, nehme nur wenig über jedem Teilpunkte auf der Kugelfläche 
einen Punkt an und lege vom Kugelmittelpunkte aus durch je zwei der gewählten 
Punkte Aj B und G eine Ebene; dann entsteht ein Kugeldreieck ABG^ dessen Seiten 
sich nur sehr schwach aufbiegen über dem ersten Hauptkreise, so dafs jeder der drei 
Winkel dieses Kugeldreiecks nahe an 180® ist. Erst wenn die Eckpunkte A^ B und C 
ganz in die Teilpunkte des Hauptkreises zurücktreten, geht die Winkelsumme in drei- 
mal 180® über; dann ist aber das Kugeldreieck zur Halbkugel geworden, also kein 
Dreieck mehr. Man sieht: in einem Kugeldreiecke kann die Winkelsumme bis an 
dreimal 180® steigen. 

9. Die 6 Deckbarkeitssätze. Aus 10, 17 geht hervor: 

Kugeldreiecke (auf derselben Kugelfläche) sind übereinstimmend oder 
rückwärts stimmend, wenn sie entsprechend gleich haben 

1) eine Seite und die beiden anhegenden Winkel, 

2) zwei Seiten und den eingeschlossenen Winkel, 

3) die drei Seiten, 

4) die drei Winkel, 

5) zwei Seiten, einen gegenüberUegenden Winkel und wenn die andern 
gegenüberliegenden Winkel nicht zusammen 180^ betragen, 

6) 'zwei Winkel, eine gegenüberUegende Seite und wenn die andern 
gegenüberUegenden Seiten nicht zusammen 180® betragen. 

10. Ls. Rückwärts stimmende Kugeldreiecke (auf derselben Kugel- 
fläche) haben gleichen Flächeninhalt. 

Bw. (Figur 184.) Man lege durch die drei Eckpunkte jedes der beiden 
Dreiecke eine Ebene. Die auf der Kugelfläche entstehenden Schnittkreise 



Digitized by 



Google 



J 



— 213 — 



18, 11. 12. 13. 




sind gleich, weil sie die umbeschriebenen Kreise sind von den deckbaren 
Sehnendreiecken ABC und AtBiCi. Fällt man vom Kugelmittelpunkte M 
auf beide Schnittkreise die Senkrechten, so treffen sie deren Mittelpunkte Q 
und Qi (welche in der Figur nicht angegeben sind) und, verlängert, die 
Kugelfläche in und Oi. Aus Über- 
einstimmung der 6 Dreiecke AQM, 
BQM, . . . CiQxM folgt die Gleichheit 
der Winkel AMO, BMG, . . . CiMOi 

und daraus, dafs Bogen 0A^= OB =^ ä— — -j/i jl 

00 = OiAi = OiBi = OiCi ist. Die / ' /XZ^^^ ^ 
gleichschenkligen Kugeldreiecke 
GAB und G^A^B^ sind also wegen 
Gleichheit der entsprechenden drei 
Seiten deckbar, und ebenfalls die 
beiden andern Paare von Kugel- 
dreiecken. Zieht man von der Summe dieser beiden Dreiecke A OAB = 
Ol ^1^1 ab, so bleibt A ABC — AiBiCi. 

11. In Figur 184 sind GA, GB, GC die zur Kugelfläche passend 
gebogenen Halbmesser des um das Kugeldreieck ABC beschriebenen 
Kreises. Wie auf der Ebene mit geradlinigen Halbmessern, kann man 
auf der Kugelfläche mit Bogenhalbmessern verfahren, um die Winkel 
eines Kugeldreiecks zu halbieren oder auf seinen Seiten die Mittelsenkrechten 
zu erhalten. Mit Anwendung der Sätze über rückwärts stimmende 
Kugeldreiecke (Nr. 9) werden die für ebene Dreiecke geführten Beweise 
ebenso bei den Sätzen: die Winkelhalbierenden schneiden sich in einem 
Punkte, die Mittelsenkrechten ebenfalls. Also hat auch ein Kugeldreieck 
einen einbeschriebenen Kreis und drei anbeschriebene Kreise; der Schnitt- 
punkt der Mittelsenkrechten ist der Mittelpunkt des umbeschriebenen Kreises. 
Vergl. die Sätze von dreiseitigen Ecken 10, 18, 8) und 9). 

12. Ls. Vervollständigt man die drei Seiten 
eines Kugeldreiecks zu ganzen Hauptkreisen, so 
wird die Kugelfläche durch sie in 8 Kugeldreiecke 
geteilt, von denen je zwei gegenüberliegende 
rückwärts stimmend, also einander gleich sind. 

Bw. durch die Scheitelecken bei M, (10, 15.) 

13. Der Inhalt feines Kngeldreiecks ist, 
wenn sein Winkelüberschufs (über 180^) 
mit 2e bezeichnet wird, 

21. A = göjij ^r\ 

Für die Ausrechnung ist es, wenn die Winkel bis in die Sekunden gehen, 
bequemer, s^ und 90^ in Sekunden zu verwandeln. (Vergl. Formel 20 
in Nr. 5.) 

Bw. Die durch Vervollständigung der Dreiecksseiten zu ganzen Haupt- 
kreisen entstehenden 8 Dreiecke machen zusammen die ganze Kugelfläche 
aus, also das gegebene Dreieck ABC mif den drei an seinen Seiten hängenden 
die Hälfte, 27cr^. (Nr. 12.) Bezeichnet man den Inhalt des Dreiecks ABC 




Figur 185. 
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mit A, den des Dreiecks BGAi, welches an seiner Seite a hängt, mit A« und 
entsprechend die beiden andern, so hat man durch die Zweiecke (Nr. 5) 

A + A» = ^ rcr^ 
A + A. = ^ Tir» 



2^+2,,s=lB00 + 2.« 






90« 
90» 



* 2 



A = cjöö^'- 

Der Inhaltsausdruck für ein Kugeldreieck ist völlig anders, als für 

ein ebenes Dreieck — Man mache die Probe mit einem der 8 Dreiecke, 

in welche die Kugelfläche zerlegt wird durch drei im Mittelpunkte sich 
rechtwinklig schneidende Ebenen. 

14. Übungen. 

1) Wie lauten die Sätze, welche für Kugeldreiecke hervorgehen aus 
den Sätzen 10, 18, 10 und 11 für dreiseitige Ecken? 

2) Der Körper MABG (Figur 185) ist eine auf einem Kugeldreiecke 
stehende Pyramide, welche die Bezeichnung Kugelpyramide führt. Durch 
eine Entwicklung, welche der in Nr. 13 nachzubilden ist, zeige man, dafs 
der Inhaltsausdruck der dreiseitigen Kugelpyramide entspricht der Form 
J z= ^UGh, und dafs folglich für eine nseitige Kugelpyramide dasselbe gilt. 
(Vergl. 14, 15, Anm.) Daraus ergiebt sich sehr leicht, dafs sogar die durch 
eine innere Kugel um M abgestumpfte Kugelpyramide (ein Stück einer 
Kugelschale) einen Inhaltsausdruck hat, welcher mit dem des Pyramiden- 
stumpfes auf ebener Grundfläche ganz übereinstimmt. (Formel 3 in 12, 11.) 
Da das Ergebnis von der Seitenzahl n unabhängig ist, darf der Mantel des 
Körpers auch der eines beliebig gestalteten Kegels mit der Spitze M sein, 
wovon der emfachste Fall der Kugelausschnitt ist. (15, 17, vor Formel 16.) 



19. Olied. Kugeldreiecksrechnung. 
(Sphärische Trigonometrie.) 

a. Das rechtwinklige Kugeldreieck. 

1. Die Neperschen Gleichungen.*) Man fälle vom Eckpunkte B 
des bei C rechtwinkligen Kugeldreiecks ABC auf die nach den beiden 



♦) Neper (Napier), Baron von Merchiston, geb. 1550, gest. 1617 April 3 (alten 
Stils) zu Merchiston-Castle unweit Edinburgh. 
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andern Eckpunkten gehenden Kugelhalbmesser die 
Senkrechten BD und BF und verbinde deren 
Fufspunkte D und F. Der entstandene Neigungs- 
winkel BFD zwischen den Ebenen BAM und 
CAM giebt die Gröfse a des Winkels BAG an. 
(18, 3.) Das rechtwinklige Dreieck BDF liefert 
die Werte der Funktionen des Winkels BFD = er. 
Nach Aufstellen jedes dieser Brüche dividiere man 
Zähler und Nenner durch die Linie, welche vom 
Mittelpunkte nach dem Treffpunkte der beiden 
gebrauchten Seiten geht. 

.. . BB BB\r sin BMD sina . 

1) Sm« = — — = —^— = — — ZTzr—z = — — . 

^ BF BF:r smBMF smc 

BF _ BF: MF _ igB3IF _ igb_ 
BF~ BF: MF~~ i^BMF ~ "Ige * 
g. _BB_ BB : MB _ ig BMB _ _tga 

^ ^^ " BF ~~ BF : MB ~" sinBMF "~ sin6' 

Nun werde mit der zuletzt benutzten Linie MB der Zähler beim Kosinus 

der gröfsten Seite c dividiert und multipliziert: 

^,„ MF MF: MD ' MD 

cosc = cosBMF = =:: 

r r 

4) cos c = cos BMF • cos BMD = cos & • cos a. 

Aus diesen Formeln gehen durch Umformung neue hervor. Das Er- 
gebnis von 2) Uefert 

sin& cosc 

cos« = -: — • -. 

smc cos 6 

Der erste Bruch bedeutet, gemäfs 1), sin/? und der zweite nach 4) cosa; 

also hat man 

5) cosa = sin/? • cosa und entsprechend 

cos/? = sincc • cosö; daraus folgt durch Multiplizieren 
cosa cos/? = sina sin/? • cos& cosa; daher nach 4) 

6) ctga . ctg/? = cosc. 

Den 6 Formeln giebt man, um sie leichter im Gedächtnis behalten zu 
können, andere Gestalt Man beseitigt die Nenner und setzt für die kleinen 
Seiten ihre Ergänzung zu 90®. Nach den dadurch entstehenden Formen 
treten sie in 2 Gruppen zusammen: 

L II. 

1) cos (90® — a) = sin a sine 2) cos a = ctg (90® — b) ctg c 

4) cos c = sin (90® — b) sin (90® — d) 3) cos (90® — b) = ctg (90® — a) ctg a 

5) cos a = sin /? sin (90® — a) 6) cos c = ctg a ctg /?. 

Schreibt man nach der Figur die Seiten und Winkel des Kugeldreiecks 
mit Fortlassen des bekannten rechten Winkels heraus, so ersieht man aus 
der Anordnung 

/^ 

c a 

a b 
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dafs in Gruppe I auf der rechten Seite immer zwei zusammenliegende 
Stücke auftreten und links das von ihnen getrennte, in jeder Formel der 
Gruppe II aber drei nebeneinander liegende, deren mittleres links steht. 
Bezeichnet man deshalb die zusammenliegenden Stücke mit z und £^^ das 
getrennt liegende mit g, das mittlere mit m, und die nebenliegenden mit n 
und n', so hat man nur 2 Formeln zu merken 

1. I. cos^ = %inz • sin^ und IL cosin = ctg 22 • ctg 22' 
wo statt der kleinen Seiten ihre Ergänzungen zu 90^ zu nehmen sind. 
I und II sind die beiden Neperschen Gleichungen. 

h. Das schiefwinklige Kugeldreieck. 

2. Der Sinnssatz. Man fälle vom dritten Eckpunkte C des schief- 
winkhgen Kugeldreiecks ABC auf die Grundebene MAB die Senkrechte CQ, 

C 




Figur 187. L^ A ist spitz. 



Figur 188. L^ A ist stumpf. 



sowie auf die Halbmesser MB und MA die Senkrechten CD und CF, und 
verbinde deren Fufspunkte D und F mit §. Von den entstandenen Neigungs- 
winkeln ist CD§ = ß des Kugeldreiecks und CFQ = a, wenn a spitz ist, 
und = 180^ — of, wenn a ein stumpfer Winkel ist. 

Die erste Senkrechte CQ^ auf zwei Weisen durch r und Winkelfunktionen 
ausgedrückt, giebt in beiden Fällen (mittels CD und CF) 

CQ =: r sina • sin/? = r sinft • sin« 
und durch Dividieren mit sin« sin/? folgt 

2. der Smnssatz 



sma 



sin/J' 



Anmerkung. Wie CQ kann man auch die Höhe CH des Kugeldreiecks 
benutzen mit der ersten Neperschen Gleichung. 

3. Der Kosinnssatz für die Seiten. Nun werde auch von dem auf JlfJL 
liegenden Fufspunkte F die Senkrechte FL auf MB gefällt und bis zu ihr 
von Q aus die mit MB gleichlaufende Gerade gezogen, welche sie in J trifft. 
Weil ^ MFL (und im andern Falle mit seinem Scheitelwinkel) jeden der 
beiden Winkel zu einem Rechten ergänzt, ist 

Z. QFJ = FML = c. 
Ist Z a spitz, so ist MD := ML -{- JQ, und wenn man diese Linien 
der Reihe nach durch r und Winkelfunktionen ausdrückt, steht da 
r cos a = r cos h • cos c -\- r sinb - cos a • sin c. 
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Ist Z^ a stumpf, so wird MB = ML — JQ und das ist 
r cosa = r cosft • cosc — r sinfe • cos(180^ — a) • sine. 
Folglich lautet in beiden Fällen der Kosinussatz für die Seiten 

3. cosa = cosZ) cosc + sinft sine • cos a. 

[Man denke, zum leichteren Behalten dieser Gleichung, an die Hauptformel 
für Kosinus: cos(& — c) = ] 

4. Der Kosinussatz für die Winkel. Wendet man die eben ent- 
wickelte Formel auf die Seiten des zum Dreieck ABC gehörigen Polar- 
dreiecks AiB^Cx an, so hat man die Gleichung 

cosrti = cos^i cosci -f- sin^i sinci • cosai. 
Es ist aber nach 18, 7, 2) a^ = 180« — a, &i = 180« — /?, ci = 180« — y 
und «1 = 180« — a. Durch Einsetzen dieser Werte entsteht 

— cosa = cos/? cosy — sin/? siny • cosa 
oder nach Umkehren der Vorzeichen 
der Kosinussatz für die Winkel 

4. coscf = — cos/? cosy -[- sin/? siny • cosa 

welcher sich vom Kosinussatz für die Seiten durch das rechts voran- 
gehende Minuszeichen wesentlich unterscheidet. 

5. Nepers Tangens-Formeln (Analogien).*) 

Aus dem Sinussatz in der Form -^— - = — — - liefert der Satz von 

sm6 sm/? 

gleichen Brüchen (3, 10, unter 7) 

sina -[- sin& sin« -|- sin/^ 

sina — sin6 sin« — sin/?* 
Nach dem Einsetzen der Werte ziehe man links zusammen, rechts nicht: 
j tg V2 (g + ft) ^ sin V2 {a + /?) cos V2 ja — /?) 

tg V2 (a ~ h) cos V2 (« + /?) sin V2 (« — ß)' 
Aus dem Kosinussatz für die Seite a und für die Seite h hat man 
cos a — cos h cos c = sin 5 sin c • cos « 
COS& — cosa cosc = sina sine • cos/? 
Zieht man die erste Gleichung von der zweiten ab, so entsteht 

cos 6 — cosa -f- (cosft — cosa) cosc oder zusammengezogen 
(cosfe — cosa) (1 -\- cosc) = sine (sina cos/? — sinft cosa) 
und durch Zusammenzählen der beiden Gleichungen folgt ebenso 

(cosa -f- C0S&) (1 — cosc) = sine (sina cos/? -f- sin& cosa). 
Es fällt der Faktor sine fort, wenn man die vorletzte Gleichung durch die 
letzte dividiert: 

C0S& — cosa 1 -|- cosc sina cos/? — sinft cosa 

cos6 4" ^ös^ 1 — cosc sina cos/? -|- sin6 cosa' 
Dividiert man Zähler und Nenner des rechts stehenden Bruches durch sin fe, 

so kann man für -^— - nach dem Sinussatze — — 7, setzen. Beseitigt man 
sm6 sm/? 



*) „Analogie" ist der alte Ausdruck für Verhältnisgleichung. 
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dann wieder den Nenner sinß durch Multiplizieren, so wird der Bruch zu 

-^—7 — i — ^, den man, weil links halbe Winkel entstehen, auch zerlegen wird: 

sin [a -f- ß) 

2sin V»(a4-6)sinV2(a-6) 2cos^V»c _ 2sin'/8(cg — /y) cosV2(« — /?) . 
2cosV2(a + &) cosV2(a — 5) ■2sin^ V2C ~ 2 sin V« (« + Z^) cos V2 (« + /?)' ^^^ 
Tr ♦ 1/ / I i.\ + 1/ / 7,\ ♦21/ sin V2 f« — z^) cos ^'2 (« — /y) 

Multipliziert man die Gleichungen I und II mit einander, so kommen lauter 
quadratische Gröfsen und es ergiebt das Wurzelausziehen 

6. .,.,(« + *) = ..V,c.«^fe--«. 

Dividiert man die IL Gleichung durch diese, so hat man 

a. .,v.(a-*) = .../.c.^i;^^. 

Entsprechende Formeln für tg ^k (« + ß) und tg V2 (« — ß) könnte man 
ebenso al3leiten aus dem Sinussatz und aus dem Kosinussatz für die Winkel. 
Man kommt aber leichter dazu, wenn man die Formeln 5. und 6. auf das 
Polardreieck anwendet und durch ai = 180® — «, &i = 180® — ß u. s. w. 
zu dem ersten Dreieck zurückkehrt. Dabei ist 

'l2(ch+h)=l80'-"„{a+ßl il,{a,-ß^)=z-^h{a^h) 

i^a, — h) = -'l2{a-ß), V2Ci = 90®-V2;^, V2K+ft) = 180®- V2(a+&). 
Hierdurch wird in beiden Formeln die linke Seite negativ, aber auch die 
rechte, in 5. durch den Nenner und in 6. durch den Zähler, so dafs die 
Minuszeichen sich aufheben und dasteht: 

7. tg V.(« + ß) = ctg V.y . ,„3x;;(a + Z,) 

8. tg V. (« -ß) = ctg V2 y . ^^Tj^-fy 

Dies sind Nepers Tangens -Formeln, und zwar 5. und 6. für die 
Seiten, 7. und 8. für die Winkel; denn durch jene findet man aus einer 
Seite und den anliegenden Winkeln die beiden andern Seiten, und durch 
diese aus zwei Seiten und deren Zwischenwinkel die beiden andern Winkel. 
Zu beachten ist, dafs in den Formeln für die Winkel rechts ctg eingetreten 
ist. Welche Funktion in den rechts stehenden Brüchen auftritt, sagt das 
auf der linken Seite gebrauchte Vorzeichen durch den Gleichklang: bei 
Minus kommt Sinus. 

Anmerkung. Läfst man bei unveränderter Seitenlänge den Kugel- 
mittelpunkt weiter und weiter vom Dreieck abrücken, so gehen, wenn die 
Seiten im Vergleich zu dem aufserordentlich grofsen Kugelhalbmesser sehr 
klein sind, sin und tg der Seiten in die Bogen über (7, 7, 2) und diese 
strecken sich, wenn der Kugelhalbmesser unendlich grofs wird, zu 
geraden Linien. So verwandeln sich die Formeln für Kugeldreiecke in die 
für ebene Dreiecke, mit Ausnahme des Kosinüssatzes für die Seiten, dessen 
Form nichts Gleichartiges in der Ebene hat und in 1 = 1 übergehen 
würde. 
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c. Die sechs Hauptaufgaben, 
geordnet nach den 6 Deckbarkeitssätzen. (18, 9.) 

6. Erste Aufgabe. 1 Seite und die beiden anliegenden Winkel. 
Von einem Kngeldreiecke sind gegeben c, cc nnd ß; man soU die beiden 
andern Seiten nnd den dritten Winkel berechnen. 

Ausführung. Zwei Behandlungsweisen. 1) Die Seiten a und b er- 
hält man durch Nepers Tangens-Formeln für die Seiten (Formel 5 und 6) 
und aus einer der beiden für die Winkel (7 oder 8) den dritten Winkel y 

entweder ctg V« y = tg V2 (« + /?) ^^^j^gi^ 

oder ctgV.y = tgV2(a - ß) aL;M^^ 

^ smV2(a — b) 

und zwar nimmt man, wenn a und ß wenig ungleich sind, die er^te, bei 
erheblicher Ungleichheit, die ^kia — 5) > 45® macht, die zweite; denn 
das Zahlenergebnis wird ungenau, wenn der Nenner ein kleiner Bruch 
ist. (Wollte man y mittels des Sinussatzes berechnen, so hätte man in der 
Logarithmentafel zu viel zu blättern; für vorstehende Formeln stehen die 
Logarithmen mit den schon aufgesuchten in derselben Zeile; man schreibt 
sie für diesen Teil der Rechnung sogleich mit heraus.) 

2) Weniger gut ist es, wenn man erst den dritten Winkel und dann 
die Seiten berechnet. Dabei hat man den Kosinussatz für die Winkel (Formel 4) 
durch Einführen eines Hilfs winkeis zur logarithmischen Rechnung be- 
quemer einzurichten. Man zieht auf der rechten Seite der Gleichung 

cosy = — cosa cosjä? -|- sin« sin/? cosc 
cos/? wie einen gemeinsamen Faktor heraus 

cosy = — cos/? (cosa — sina \gß cosc) 

und setzt tgfjp ==tgß cosc 

1 t X cos/? cos(a -4- w) 
und hat cos y = ^ — *—^ 

COSff 

endlich die Seiten aus dem Sinussatz 

sin c sin c 

sina = -; — sin« und sinb = — — sin/?, 
sm y sm y 

Anmerkung. Auf der Kugelfläche könnte noch das Dreieck in Betracht 
gezogen werden, welches die Gegenpunkte der Eckpunkte des gefundenen 
zu Eckpunkten hat. (Figur 185 in 18, 12.) Es hat die gegebenen und die 
berechneten Stücke von gleicher Gröfse, aber in umgekehrter Reihen- 
folge. Man wird dieses Dreieck nicht als ein wesentlich anderes Dreieck, 
als ein zweites, rechnen. Für die folgenden Aufgaben gilt dasselbe. 

7. Zweite Aufgabe. 2 Seiten und der Zwischenwinkel. Von einem 
Kngeldreiecke sind gegeben a, b nnd y; die übrigen Stücke sind zn berechnen. 

Die beiden Behandlungsweisen entsprechen denen der ersten Aufgabe. 

8. Dritte Aufgabe. 3 Seiten. Ans den drei Seiten eines Kngel- 
dreiecks die Winkel zn berechnen. 

Ausführung. Aus dem Kosinussatze für die Seiten (Formel 3) erhält man 

cosa — COS& cosc 



cos« = 



sin 6 sine 
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Diese Gleichung wird, weil sie zur logarilhmischen Rechnung ungeeignet ist, 
von 1 = 1 abgezogen und, nachdem sinV»« gefunden ist, auch zu 1 = 1 
hinzugefügt, um auch cos V2 « zu haben. Dabei wird der Umfang des Dreiecks 

2s = a -f- b ;-{- c eingeführt. Man findet 

. , , 1 /sin(s — b) sin(s — c) 

smV2a = 1/ — ^^ r-^ — r-^^ 

\ sm b sm c 



,, 1 /sms sm(s — a) 

cos V2« = 1/ . , . -. 

\ sm& smc 



Man hat, wenn alle drei Winkel zu berechnen sind, weniger Logarithmen 
aufzuschlagen, wenn man die in beiden Ergebnissen übereinstimmenden 
Nenner durch Dividieren beseitigt: 

^ ., i /sin (s — b) sin (s — c) 

\ sms sm(s — a) 
Um den Zähler für alle drei Winkel gleichlautend zu machen, erw^eitert 
man den Bruch mit dem im Zähler fehlenden sin(s — d) 

tgi/sja = 1 1 / sin(s — g) sin (s — ft) sin (s — c) 

sin(s — a)\ sins 

Für diese bei allen drei Winkeln auftretende Quadratwurzel werde tgp ge- 
schrieben; dann ist 

sm(s — a) sm(s — ft) ' sm(s — c) 

Beim Rechnen wird man die Zahlen genau untereinander setzen, um 
vom logtgp die darüberstehenden Logarithmen, ohne sie noch einmal 
zu schreiben, bequem abziehen zu können. 

Anmerkung 1. Zieht man aufser den Winkelhalbierenden noch nach 
den Berührungspunkten des dem Kugeldreiecke einbeschriebenen Kreises die 
Bogenhalbmesser (>, so folgt aus den paarweise rückwärts stimmenden 
Dreiecken (18, 9, 6), dafs die an demselben Eckpunkte liegenden Seiten- 
abschnitte, wie bei den ebenen Dreiecken, einander gleich sind. Bezeichnet 
man die bei A hegenden mit x, die bei B mit y und die bei C mit ^, so 
liefert der Umfang 2s x-=. s — a, ^ = s — ö, -8r = s — c. Aus einem der 
rechtwinkhgen Dreiecke bei A giebt die zweite Nepersche Gleichung (Nr. 1) 

sina? ^=^ cig^l2cc tgp 
woraus tg p = sin (s — a) tg ^h cc 

und wenn man für tg^/2Cf olDigen Ausdruck mit der Quadratwurzel einsetzt, 

^ y sins 

Dies zeigt, dafs bei der vorhin für die Berechnung eingeführten Bezeichnung 
Q den Halbmesser des einbeschriebenen Kreises bedeutete. 

Anmerkung 2. Läfst man bei unveränderter Länge der Seiten den 
Kugelmittelpünkt vom Dreiecke fort bis ins Unendliche rücken, so gehen 
alle diese Formeln in die entsprechenden für geradlinige Dreiecke über. 
(5, 6, 8 und 5, 4.) 

9. Vierte Aufgabe. 3 Winkel. Aus den drei Winkeln eines Kugel- 
dreiecks die Seiten zu finden. 
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Ausführung. Anstatt die Entwicklung aus dem Kosinussatz für die 
Winkel ganz ebenso zu machen, wenden wir die Formeln 10 und 9 auf 
das Polardreieck des gegebenen an und kehren durch ai = 180^ — a, 
at = 180® — a zu ihm zurück. Dabei wird 2si = 2 * 180<^ — (« + i^ + / 
— 180®) oder mit der zweckmäfsigen Bezeichnung des Winkelüberschusses 
durch 2 s, 2si = 2 • 180® — 26, also si = 180® — e, daher si—ai = a — e, 
Si — h = ß — £, Si — ci = y — s. So bringen die Formeln 10 und 9 

■1 /sin(a — €) sin(/y — 6) sin (/ — s) , . ., tg Qi 

tgoi = 1/ ^^ ^- -^? und ctg Va a = . . ^ ^. 

°^^ [/ sms ^ sm(a — f) 

Die nach den Eckpunkten gehenden Bogenhalb- 
messer des umbeschriebenen Kreises zerlegen das 
Dreieck in gleichschenklige Kugeldreiecke, deren Grund- 
winkel liefern 

2u-\-2v + 2w = a-{-ß-{^y= 180® + 2e 

t( + t; -f «e; = 90® + 6, t« -f a = 90® + ß 

t* = 90® — (a — e). 

Daher hat man aus dem rechtwinkligen Dreiecke BJDM 

durch die 2. Nepersche Gleichung ^'8« m. 

cos w = ctg r tg V2 a, also ctgr = ctg V2 a sin {a — e), 
und wenn man für ctg V2 a den obigen Wert einsetzt, ergiebt sich 
ctcrr — +-- _ . / sin(of — s) sm{ß — s) sin(y — e) 




= iEQ.=Y- 



und damit wird 

* 1/ ^^Sr 

ctg V2 a = 



sin(a — «)■ 
Zum Rechnen sind bequemer die umgekehrten Werte 



11. tgr=l/^^- 



sme 



€) sin (/? — s) sin (y — e) 
12. tgV2a = tgrsin(cf — «), tg V2Ö = tgr siu(/? — e), tg V2C = tgr sin(y — 6). 

Die letzten drei Ausdrücke, 12., gehen, wenn der Kugelhalbmesser ins 

c 
Unendliche wächst, über in ^!2a = r sin«, oder ö = 2r sin/?, oder — — = d, 

siny 

wie es der Sinussatz für ebene Dreiecke verlangt. (Dabei sagt der Ausdruck 
tgr weiter nichts, als dafs der Kreishalbmesser r im Vergleich zum un- 
endlich grofs werdenden Kugelhalbmesser verschwindend klein ist.) 

Anmerkung. Wendet man den Ausdruck für ctgr auf das Polar- 
dreieck an, so liefert 

1 / "sin («1 — €1) sin (A"^ ft) sin(yt — e^) _ | / sin {s — a) sin s — b) sin(s — c) 

° ' ]/ Sinei 1/ sins 

also nach Formel 10 auch ctgn = tgp. Aus beiden Ergebnissen folgt 

r = 90® - Qi und ri = 90® — q 
also 2r-f 2(^1 = 180® und 2ri -f 2p = 180®. 

Dies lehrt: Wie jede Seite des einen Dreiecks den entsprechenden Winkel 
des andern zu 180® ergänzt, so betragen in Polardreiecken auch der 
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Durchmesser des dem einen nmbeschriebenen Kreises und der Durch- 
messer des dem andern einbeschriebenen Kreises zusammen 180^. 

10. Fünfte Aufgabe. Zwei Seiten und ein gegenüberliegender 
Winkel. Für ein Kugeldreieck sind gegeben a, b und a; die übrigen 
Stücke sind zu bestimmen. 

Ausführung. Der Sinussalz liefert durch 

. ^ sina . , 
sm/? = - — sin6 
sma 

zwei Winkel, ß und ßi = 180** — ß. Also können zwei verschiedene 

Kugeldreiecke die drei gegebenen Stücke enthalten. Jeder der beiden 

Winkel, ß und ßi, bringt aus den folgenden Formeln die zu seinem 

Dreiecke gehörige dritte Seite und den dritten Winkel, also doppelte 

Rechnung. 

Durch Nepers Tangens-Formeln hat man 

* 1/ 4 1/ ^ I i.\ cos V2 (« + /?) 

tg 1/2 c = ig V2 (a + 6) 



cos 
sin 




+ /?) 


sin 
cos 


V2(a 


-/*) 
+ &) 


cos 
sin 




-b) 



ctg V«y = tg »/*(« + /?) 



= tgV.(«-/J)^.^,/^(^_,) 

davon wählt man, wenn a und b nicht allzuverschieden grofs sind, die 
ersten Ausdrücke, bei erheblicher Ungleichheit aber die zweiten, damit 
die Nenner möglichst grofse Brüche sind. 

Abschlufs. Grenzbedingung sina ^ sin6 sin«. 

Anmerkung 1. Um die beiden Kugeldreiecke, welche a, b und a 
von der gegebenen Gröfse enthalten, zu zeichnen, wird man verfahren, wie 
Figur 33 (in 5, 2) für die entsprechende Aufgabe bei ebenen Dreiecken zeigt. 

Anmerkung 2. Um eines dieser beiden Kugeldreiecke mit denselben 
drei gegebenen Stücken auszuschliefsen beim Vergleiche beider mit einem 
andern Kugeldreiecke in Bezug auf Übereinstimmen oder Rückwärtsstimmen, 
mufste beim fünften Satze die Bedingung hinzugefügt werden, dafs die 
andern gegenüberliegenden Winkel, ß oder ßi, mit dem Winkel ß2 des 
andern Kugeldreiecks nicht zusammen 180° betragen. (18, 9, 5.) 

11. Sechste Aufgabe. Zwei Winkel und eine 
gegenüberliegende Seite. Für ein Kugeldreieck sind 
gegeben a, ß und a; die übrigen Stücke sind zu be- 
rechnen. 

Ausführung. Nachdem aus sinft = -;t^^ sin/? 




smof 



Figur 190. 



zwei Werte gefunden sind, b und hi = 180® — &, erfolgt 
die Berechnung von c und Ci, von y und yi mittels 
der unter Nr. 10 angegebenen Formeln nach der zur 
Auswahl angestellten Überlegung. 
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Die beiden möglichen Dreiecke sind ABC und ÄiBiC in Figur 190. 
Dabei ist Äi von Ä der Gegenpunkt auf der Kugelfläche. 

Abschlufs. Grenzbedingung sin« ^ sina sin/9. 

Schlufsbemerkung. Aus den Behandlungsweisen tritt deutlich hervor, 
dafs die den 6 Deckbarkeitssätzen entsprechenden 6 Hauptaufgaben paar- 
weise zusammengehören. 

12. Übungen. 

a. Das rechtwinklige Kugeldreieck. 

1) Martus, Aufgaben 375—377, 381. 

2) Von einem rechtwinkligen Kugeldreiecke ist ein Winkel « und der Unter- 
schied u der ihn einschliefsenden Seiten gegeben. Man soll die Seiten des Dreiecks 
berechnen. « = 71^40', u = 9^20'. 

Ergebnis. Aus sin (^ -|- ^) = si^ ^ ^^8^ V2 « gehen 2 Werte hervor. Es wird 
die Gegenseite des gegebenen Winkels (welche nicht nur der Eindeutigkeit wegen, 
sondern auch der Genauigkeit halber aus tg zu berechnen ist) im ersten Dreieck 
xi = 13® 1' 4" und im zweiten X2 = 71^9' 53". 

3) Inhalt eines Kugeldreiecks: M., Aufgaben 378&, 379a und b, 378a. 

4) Es soll ein regelmäfsiges Kagelvieleck bestimmt werden, welches den n ten 
Teil der Kagelfiäche einnimmt und dessen Winkel denen des ebenen regelmäfsigen 
n-Ecks gleich sind. Wieviele Seiten mufs das regelmäfsige Vieleck erhalten? wie 
grofs werden dieselben und der Bogenbalbmesser des umbeschriebenen Kreises? (Die 
Figur sieht aus wie ein aufgespannter Regenschirm. Vergl. Figur 203.) Hier kommt 
aber der Kosinus zu nahe an 1. Deshalb sind die beiden Formeln umzugestalten; man 
mufs den Kosinus des Bogens durch den Sinus des halben Bogens ausdrücken. Bei- 
spiele: 1) « = 12, 2) n — 50. 

Ergebnis. Das Kugelvieleck mufs 2 Seiten weniger erhalten, als das ebene 
regelmäfsige w-Eck. Beim ersten Beispiele wird a = 20® 7' 58" und r = 34® 26' 
45" ; beim zweiten a = 2® 6' 5" und r = 16® 16' 56". 

5) Unter allen auf derselben Kugel befindlichen regelmäfsigen Vielecken von 

gegebener Seitenzahl n dasjenige durch seine Winkel zu bestimmen, bei welchem 

zwischen dem um- und einbeschriebenen Kreise die gröfste Zone liegt. Der Polabstand 

der Grenzkreise, die Höhe und die Bogenbreite der gröfsten Zone auf der Kugel vom 

Halbmesser jB für w = 5 werde als Beispiel berechnet. 

Ergebnis. Der halbe Winkel des betreffenden Vielecks geht hervor aus 
3 

sin^/2a = 1/ cos— Die gröfste Zone hat einen Polabstand von 51® 51' 49" bis 

57® 34' 36", ihre Höhe ist h = 0,08 1371? und ihre Breite b = 0,09 971-B. 

b. Das schiefwinklige Kugeldreieck. 

6) M., Aufgaben 383 a, b und c, 385, 386; 384. Benutzung der Figur 187 für 
Aufgabe 404. 

7) Zwei gegen eine wagerechte Ebene unter den Winkeln ^ = 20® 10' 41" und 
s = 9® 42' 24" geneigte gerade Linien bilden mit einander den Winkel w = 47® 45' 
39". Wie grofs ist der Winkel zwischen den Ablotungen der Geraden in der Ebene? 

[« = 48®24'56".] 
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8) Man stelle aus den Formeln, durch welche die halben Winkel eines Kugel- 
dreiecks aus seinen Seiten bestimmt werden, eine einfache Formel für das Produkt 
tg V2 « • ctg ^/2 ß auf und berechne dann mit Hilfe dieser Formel die Stücke eines 
Kugeldreiecks, von welchem & + c — a = 2 (s — a) = 70^34' 20", « = 38** 18' 
und ß = 21^ gegeben sind. 

Ergebnis. Zwei Dreiecke besitzen die gegebenen Gröfsen. Deren übrige 
Stücke sind , 

c= 91^ 57' 32,5" Ci = 158^ 36' 47,5" 

a= 61 25 21 tti = 124 56 35 

2» = 40 2 8 &i = 36 54 7 

y = 135 8 32 yi = 163 59 43. 

9) M., Aufgaben 380a und b, 382« und b, 380c. 

10) Zwei Orte auf der Erdkugel, deren Längenunterschied / = 28^40' beträgt, 
sind 3000 und 4000 Kilometer vom Nordpol entfernt. Wie grofs ist das Viereck 
zwischen den Meridianen der Orte, dem Äquatorbogen und dem die Orte verbindenden 
Bogen des Hauptkreises? r = 6370 km. 

Ergebnis. J = q^^qq» ^r\ J = 17 464000 qkm. 

c. Aufgaben aus der astronomischen Geographie. 

11) Für Orte welches Breitenkreises geht die Sonne am längsten Tage in Nord- 
westen unter? {s = 23^27'.) 

Ergebnis. Dem Werte 9 = 55° 45' 6" entspricht Kopenhagen (55° 41') und 
Moskau (55° 45'). 

12) M., Aufgaben 389 a, 390a, 391, 387; 392 a,. 393, 398. 

13) Welche Höhe erreicht die Sonne eine Stunde nach ihrem Aufgange am 21. 
März in Berlin, wo die Polhöhe (p = 52° 30' ist? und welchen Winkel bildet dann 
auf wagerechtem Boden der Schatten eines senkrecht stehenden Stabes mit der Rich- 
tung nach Norden? [h = 9°3'5ö", x = 77°59'55".] 

14) In welcher Höhe sieht ein am Äquator reisender Beobachter die Sonne am 
21. Juni vormittags 9 Uhr 10 Minuten (d = 23° 27'), und um welche Nachmittags- 
stunde erreicht auf wagerechtem Erdboden der Schatten des Reisenden gleiche Gröfse 
mit ihm selber? 

Ergebnis: h = 42° 33' 42"; um 2* 38« 18* nachmittags. 

15) Wie lange dauert das Durchgehen der Sonne durch den Mittagskreis, wenn 
ihre Deklination (Jist? Beispiele: 1) Am längsten Tage ist der scheinbare Halb- 
messer der Sonne q = 15' 45" und J = c = 23° 27'. 2) Am 23. September q = 
15' 58,5" und cf = 0. Sternzeit wird in mittlere Zeit verwandelt durch Multipli- 
zieren mit 1 — 0,00 273. 

Ergebnis. 1) Am längsten Tage 2t = 2*» 16,95' mittlerer Zeit. 2) Zu An- 
fang des Herbstes 2 t = 2*" 7,45* mittl. Zeit. 

16) In welcher Entfernung vom Zenit und unter welchem Winkel schneidet den 
ersten Vertikal der Kreis, v^elcher die Polhöhe, y > 45°, zum Halbmesser hat, und 
wie grofs ist der Stundenwinkel eines Schnittpunktes? Beispiel: (p = 52° 31'.*) 



*) Der „erste Vertikal" ist derjenige Kreis an der Himmels kugel, dessen Ebene in 
der Ost-West-Linie auf der Grundebene senkrecht steht. 
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Ergebnis. Bogen und Winkel haben gleiche Zahl von Graden, Minuten und 
Sekunden; im Beispiele x = t/ = 39^ 55' 36" und t = 53® 58' 43" oder in Zeit 
3^ 35"» 54,9*. 

17) M., Aufgaben 3926, 395. 



18) M., Aufgaben 396,.397; 388, 3896, 390&, 394a und b\ 399, 400. 

19) In der heifsen Zone tritt nach Sonnenuntergang das Dunkel der Nacht 
schneller, als bei uns, ein. Um hiervon eine Vorstellung zu bekommen, werde be- 
rechnet, wieviel Minuten nach ihrem Untergange die Sonne an einem Orte des Äqua- 
tors ebenso tief senkrecht unter dem Horizonte steht, wie hier bei 52^30' nördlicher 
Breite eine Stunde nach Sonnenuntergang, und zwar 1) am 21. Juni bei der Deklina- 
tion der Sonne d = 23® 27' und 2) am 23. September bei d = 0. (Drei Figuren 
sind zu zeichnen. Man benutze den zuerst bestimmten Ausdruck für den Stunden- 
winkel t des halben Nachtbogens, um die Gleichung für den Stundenwinkel (90® -J- x) 
zusammenzuziehen.) 

Ergebnis, sina; = 2 cos 9 sin(^ -— 7V2®) sin7V2® ergiebt 1) am 21. Juni 
27*» 9,7* und 2) am 23. Sept. 36"* 15,7*. Unsere langen Sommerabende verkürzen 
sich am Äquator auf die Hälfte der Zeit. Aber das Geniefsen der Abendruhe wird 
noch weit mehr vermindert durch den bei der Klarheit des tropischen Himmels schnell 
vorgehenden Wärmeverlust, der die Menschen bald ins Zimmer treibt. 

20) Wie grofs ist die südliche Deklination der Sonne an dem Tage, an welchem 
durch die Strahlenbrechung der erste Sonnenstrahl genau im Ostpunkte erscheint? 
Bei welchem Azimute (vom Nordpunkte an gezählt) sieht man mittels der Strahlen- 
brechung dann den Sonnenmittelpunkt aufgehen? Die Strahlenbrechung ß = 35', 
der scheinbare Sonnenhalbmesser q = 16' und die Polhöhe q) = 52® 31'. (Zwei 
Figuren sind zu zeichnen). 

Ergebnis. Die südliche Deklination (ohne Vorzeichen) erhält man aus sind = 
sin {ß -f- q) sin 9p und mit s = V2 [90® + ^ + ((f + ß)] und u — V2 [90® + cT 

— (9 + ßyi das Azimut aus sin V2 a = ]/ ^^" ^ ^^° ^ , . d = 0® 40' 28", a = 
^ ' ^ V cos <p cos ß 

90® 20' 55". Der Sonnenmittelpunkt wird sichtbar erst 1,3 des scheinbaren Sonnen- 
halbmessers rechts vom Ostpunkte. 

21) Wie lange dauert für einen Ort auf dem 80sten Breitenkreise nach der 
langen Polarnacht die Tageshelle an dem Tage, an welchem die Sonne mittags durch 
die Strahlenbrechung zum ersten Male wieder ganz sichtbar wird? Bei welchem 
Azimut erscheint der erste und bei welchem verschwindet der letzte Strahl? Die 
Zwischenzeit ist als Dauer der Tageshelle zu nehmen. Die Strahlenbrechung am 
Horizonte ist ß = 35' und der Halbmesser der Sonnenscheibe q = 16'. Zur Ver- 
wandlung der Sternzeit in mittlere Zeit ist mit 1 — 0,00273 zu multiplizieren. 

Ergebnis. Ohne Vorzeichen d = 90® — 9 -{- ß — Q^ 



h'.t=Y 



cos ß sino . cos (J ... 

sm a = — ^^—. — r sm V2 1. 



' cos 90 cos S" cos (ß -|- q) 

Dauer der Tageshelle 2^ 31*" 35* mittlerer Zeit; Azimut, vom Südpunkte aus, a = 
-f- 18®41'1". Die Tageshelle dauert also doch schon 2V2 Stunden, und der Auf- 
gangspunkt des ersten Strahles ist nur 4® von Süd-Südost entfernt. 

22) Wie lange dauert an einem Orte auf 9® Breite das Untergehen der Sonne, 
wenn die Deklination ihres Mittelpunktes d und ihr scheinbarer Halbmesser ^ ist ? 

Marias, Banmlehre. 2. 15 
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Die Strahlenbrechung beträgt für Punkte dicht unter dem Horizonte ß = 36'. Man 
berechne nicht die Zeit des Anfanges und Endes, sondern entwickle eine Formel für 
die Zeitdauer. Beispiele: (f = 52^31', und 1) für den 21. Juni d = 23^ 27', 
Q = 15' 45,6" und 2) für den 23. September 6 = 0, q = Ib' 58". 
Ergebnis. Zur Abkürzung sei 



V2 [90^ 



ß + iV ^)] = a 



1/2 [900 4-/?_(^ -^ d)]=b 






sin V2 (^2 — ^1) 



cos ß sin Q 
2 1/ sin a sin b cos c cos d 
Für das zweite Beispiel vereinfacht sich der Nenner. Es dauert das Untergehen 



der Sonne 



am 21. Juni 
am 23. Sept. 



^ 38,3* 
29,9 



Unterschied 1"» 8,4*. 
Hauptsächlich durch den vom Himmelsäquator fernen Stand der Sonne (zwischen den 
Himmelsmeridianen) zu Anfang des Sommers und Winters verlängert sich (für Berlin) 
das Auf- und Untergehen der Sonne um ein Drittel der Zeitdauer bei Anfang des 
Frühlings und Herbstes. 



20. aiied. Kegelschnitte. 

In derselben einfachen Weise, in welcher die Gleichung der Ellipse am Kegel 
selbst abgelesen wurde (14, 10), wollen wir nun, von beliebigem Achsenschnitte aus- 
gehend, die Gleichungen der Kegelschnitte ableiten. 

1. Einleitung. Die 
Figuren 191 — 193 sind so ent- 
worfen, dafs der in der Zeichen- 
ebene liegende Achsenschnitt 
des schiefen Kegels der senk- 
rechte ist; der Achsenschnitt 
SÄC steht also schief auf dem 
Grundkreise des Kegels. Dieser 
schneidet den der Grundfläche 
gleichlaufenden Schnittkreis 
EPFvdl einem Durchmesser -EJP; 
und es wird durch irgend einen 
Punkt J desselben die auf dem 
Durchmesser EF recht- 
winklige Sehne PPi gelegt. 
Nun werden im Achsenschnitte 
SAC drei gerade Linien gezogen : 
die erste JS^ (Figur 191) 
schneidet die Seitenlinie SA 
selbst, die zweite JSa (Figur 192) 
trifft sie in der Verlängerung 
SAi im Scheitelkegel, die dritte 
Figur 191. JL (Figur 193) ist mit SA 
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gleichlaufend. Die durch die Gerade und die Sehne PPi bestimmte Ebene schneidet 
die Kegelfläche in drei verschiedenen krummen Linien, bei Figur 191 in einer 
Ellipse, bei Figur 192 in einer Hyperbel, bei Figur 193 in einer Parabel. 




Figur 192. 

2. Mittelpunktsgleichung der Ellipse und Hyperbel. Aus dem Kreise 
EPF hat man PJ^ = JE - JF, 

Legt man durch den Halbierungspunkt der gezogen Geraden SiS% die der Grund- 
fläche gleichlaufende Ebene, welche vom Achsenschnitt SAC in dem Durchmesser GK 
geschnitten wird, so liefert der Verhältnissatz 

JE _ JSi 

OK ~ ÖSi 

JF _ JSs 

oa ~ oss 



daher durch Multiplizieren 



PJ^ 



JSi • JSs 



In Figur 191 ist, als Winkel mit gleichgerichteten Schenkeln, ^ S2OK = PJE = 
B, also OK' OG = 0/S2^ und in Figur 192 ist von an den Kreis KG die Be- 
rührungslinie OS2 zu legen, um auch zu haben OK • OG = 0S2^\ mithin 

PJ^ _ JSt ' JSs 

0^2^ "^ OSt' • 
Bezeichnet man nun die Ordinate PJ mit ^, die Abscisse JO mit o;, ferner die Halb- 
messer OSi und OSs mit a, OS2 mit &, so lautet diese Gleichung 



^ 
&* 



für die Ellipse 

(a — x) (a -^ x) x^ 



a'' 



a" 



^' 



für die Hyperbel 

(x — a) {x --{- a) X 



15* 
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also ist die 
und die 



Gleichung der Ellipse 






Gleichung der Hyperbel -^ — ^ 




Figur 193. 

mit 2p und S^Si wie vorher mit 2 a, so wird die Gleichung 



3. Scheitelgleiohungen der drei 
Kegelschnitte. Man ziehe vom Scheitel Si 
aus SiH\\ CAy trage diese Strecke SiH von 
Si aus auf dem Durchmesser SiS% als SiL 
ab*) und ziehe auch LR \\ AC bis zu der 
Seitenlinie SC^ auf welcher der Scheitel ^i 
liegt. Dann hat man durch den Yerhältnissatz 

SiL 

SsSi 

und in Figur 193 nur JF = SiH 
also, da beim Multiplizieren SiH gegen SiL 
sich forthebt, 

SsS, 
und bei der Parabel PJ^ = LR • SiJ. 
Bezeichnet man wieder PJ mit ^, aber nun, 
vom Scheitel Si an, StJ mit x^ ferner LB 



JE=LR 



JF=:SiH' 



nach Figur 191 

„ „ 192 

,, „ 193 



,,2 



2p 



t/' = 2p 



x{2a — x) 

2a 
x{2a-[-x) 

20 



y^ z=:i 2p ' X 



also lautet die 



Scheitelgleichung der Ellipse y^ = 2px 



Hyperbel 
Parabel 



a 



2px + -x^ 

CL 



2px. 



Anmerkung 1. 



P 



Durch das Fehlen des zweiten Gliedes, —x^, in der Parabel- 

a 



gleichung spricht sich das Übergehen der Ellipse durch die Parabel in die Hyperbel 
aus. Denn dreht man die Gerade SiSs um Si so, dafs Ss auf SA in der unter den 
Grundkreis sich fortsetzenden Kegelfläche in die Feme rückt (Figur 191), so streckt 
sich die Ellipse immer länger, und es wird, wenn SiSs = 2a in gleicheRichtung 
mit SA übergeht, der Durchmesser 2a, also auch a, unendlich grofs und macht 



*) Die in den drei Figuren verkürzt sich darstellende Strecke SiH ist ihrer 
wirklichen Länge nach als SiL abgetragen. 



Digitized by 



Google 



— 229 — 20, 4. 

P P et 

den Bruch — verschwindend klein und dadurch —ic- zu Null; was notwendig ist, damit 
a a 

die Gröfse —x^ aus dem Negativen ins Positive übergehen könne. Bei weiterem 
et 

Drehen kommt der Schnittpunkt S3 von oben her aus unendlicher Ferne auf ÄtS 

(Figur 192) wieder heran; der anfangs aufserordentlich kleine Bruch — läfst das 

Glied —x^ aus Null nur sehr langsam heraus wachsen. Dreht man, von Figur 192 

ausgehend, S\S^ in der Ebene des Achsenschnitts entgegengesetzt herum, so geht die 
Hyperbel durch die Parabel in die Ellipse über. 

Anmerkung 2. Legt man in Figur 192 durch den Scheitel S des Kegels die 
der Hyperbelebene gleichlaufende Ebene, so schneidet sie die Kegelfläche in zwei 
Seitenlinien, welche der Hyperbelebene gleichlaufend sind. (9, 19, 1.) 

Eine Schnittebene der Kegelfläche kann gleichlaufend sein 1) keiner Seiten- 
linie, 2) einer, 3) zwei Seitenlinien. Im ersten Falle schneidet sie alle Seitenlinien, 
ist also eine geschlossene krumme Linie, eine Ellipse; im zweiten ist sie in Rich- 
tung jener einen Seitenlinie offen, sie ist eine Parabel; im dritten Falle schneidet 
sie die jenseit jener zwei liegenden Seitenlinien erst in ihren Verlängerungen im 
Scheitelkegel; sie ist eine aus zwei getrennten Teilen bestehende krumme Linie, 
eine Hyperbel. Dreien sich schneidenden geraden Linien, die nicht in einer Ebene 
liegen, kann keine Ebene gleichlaufend sein; (9, 15) mehr als jene drei Fälle sind 
nicht möglich. 

4. Orundeigenschaften der Kegelschnitte. 

1) Legt man in jeder der drei Figuren 191 — 193 durch den Kegelschnitt noch 
mehrere der Kegelgrundfläche gleichlaufende Ebenen, so sind die neuen Winkel EJP 
als Winkel mit gleichgerichteten Schenkeln dem gezeichneten Winkel EJF gleich, 
also auch Rechte; mithin wird jede Kreissehne PPi in ihrem Punkte J halbiert. 
Daher hat man den für alle drei Kegelschnitte geltenden Satz: 

Die Mitten gleichlaufender Sehnen liegen in einem Durchmesser. 

Anmerkung. Wenn Ellipse und Hyperbel durch die Parabel in einander über- 
gehen, ist der Mittelpunkt in unendliche Ferne gerückt. Nach diesem unendlich 
fernen Punkte ist die die gleichlaufenden Parabelsehnen halbierende Gerade S\J 
gerichtet; sie kann daher auch ein „Durchmesser" der Parabel genannt werden. 

2) Zieht man bei der Ellipse oder Hyperbel durch P die dem Durchmesser S^S^ 
gleichlaufende Gerade, bis sie die Kurve in einem zweiten Punkte P2 (Figur 192) 
schneidet und von dort P^Ji \\ PJ bis zum Durchmesser SiSa, so ist in der entstande- 
nen Raute JPP2J1 P2J1 = PJ = y\ mithin geht aus der Mittelpunktsgleichung für 
OJi ein ebenso grofser Wert hervor, wie für OJ; also ist die Mitte von JJi. Bei 
der Ellipse läuft der Durchmesser OS2 in der Richtung der Gegenseiten JP und JiPe? 
ist also die Mittellinie der Raute und halbiert die Sehne PP2. Bei der Hyperbel 
ist die Mittelinie von her in Richtung der JP und J1P2 erst noch zu ziehen, welche 
auch hier die Sehne PP2 halbiert. Da die Mittellinie durch den Mittelpunkt 
der Hyperbel geht, hat man auch ihr die Bezeichnung „Durchmesser" gegeben, wie- 
wohl diese Gerade zwischen beiden Zweigen hindurch geht, also keine Sehne der 
Hyperbel ist. 

Daher giebt es in der Ellipse und Hyperbel je zwei zusammengehörige Durch- 
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messer, von denen jeder die dem andern gleichlaufenden Sehnen halbiert. Zwei so 
zusammengehörige Durchmesser heifsen zugeordnete Durchmesser.*) 

Von zwei zugeordneten Durchmessern der Ellipse oder Hyperbel halbiert 
jeder die dem andern gleichlaufenden Sehnen. 

3) Yon welchem Achsenschnitte des Kegels mufs man ausgehen, wenn die zu- 
geordneten Durchmesser sich rechtwinklig scheiden sollen? 

Wenn der Durchmesser S2S4 (Figur 191) den Durchmesser StSs rechtwinklig 
schneiden soll, so mufs die ihm gleichlaufende Sehne PPi es auch thun. Dann steht 
FJ nicht nur auf EF^ sondern auch auf S1S3, also auf der Ebene SÄC senkrecht, 
deshalb auch die durch PJ gehende Kreisebene ^P2^; oder, umgekehrt ausgesprochen: 
dann steht der Achsenschnitt SÄC auf der Kreisebene, folglich auch auf der Grund- 
fläche des Kegels senkrecht. 

Der senkrechte Achsenschnitt giebt die sich rechtwinklig schnei- 
denden zugeordneten Durchmesser. 

Diese beiden Durchmesser heifsen die Achsen der Ellipse oder der Hyperbel. 

4) Zieht man an zwei getrennt liegende Kreise die beiden äufseren Berührungs- 
linien und dreht die Figur um die Achse JOfi, so entsteht ein gerader Kegel. Zieht 

man in dem in der Zeichenebene liegenden 
Achsenschnitte eine innere Berührungslinie JRBi 
und errichtet in ihr die auf dem Achsenschnitte 
senkrechte Ebene, so wird sie eine Berührungs- 
ebene beider Kugeln und schneidet die Kegel- 
fläche in einer Ellipse. (Ein Kreis kann die 
Schnittfigur nicht sein, weil die Wechselschnitte 
im geraden Kegel mit der Grundfläche gleich- 
laufend sind.) Man verbinde irgend einen 
Punkt P der Ellipse mit den Berührungs- 
punkten der Kugeln und mit der Spitze des 
Kegels und verlängere diese Seitenlinie SP, 
bis sie den Berührungskreis der Kugel um M 
in E trifft; durch den Berührungskreis der 
Kugel um Mi geht sie im Punkte B. Dann 
sind, als Berührungslinien von einem Punkte 
an eine Kugel, PPi und PJD gleich; ebenso 
PB und PE] mithin 

PBt -}- PB = DE = FG. 
Es ist aber der zwischen den äufseren Be- 
rührungslinien liegende Abschnitt SiSs der 
inneren Berührungslinie gleich der Strecke der 
äufseren zwischen den Berührungspunkten F 

und 6r (1. T., 13, 6) und S1S3 ist die grofse Achse 2a der Ellipse; mithin hat man 

ri "4- r = 2 a. 

Da P ein beliebiger Punkt der Ellipse war, so ist bei jedem die Summe seiner Ent- 




Fignr 194. 



*) Konjugierte Durchmesser sind zugeordnete Durchmesser. (Von conjugare, 
Zusammenjochen, verbinden.) 
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fernungen von Bi und B dieselbe Gröfse 2 a. Mithin sind die Berührungspunkte Bi 
und B der Kugeln die Brennpunkte der Ellipse. 

Legt man an die beiden getrennt liegenden Kreise um Jlf und Jfi (Figur 195) 
die beiden inneren Berührungslinien, so beschreiben sie bei Umdrehung der Figur 
um die Achse MMi eine 
Scheitelkegelfläche. Zieht 
man nun in dem in der 
Zeichenebene liegenden 
Achsenschnitte eine äufsere 
Berührungslinie und er- 
richtet in ihr die auf dem 
Achsenschnitte SÄC senk- 
rechte Ebene, so wird sie 
eine Berührungsebene bei- 
der Kugeln und schneidet 
die Scheitelkegelfläche in 
einer Hyperbel. Verbindet 
man auch hier irgend einen 
Punkt P der Hyperbel mit 
den Berührungspunkten Bi 
und B der Kugeln und mit 
der Spitze S des Kegels, so 
hat man ebensoP^i = PB 
xnidPB = PE, Hier aber 
mufs man die zweite Glei- 
chung von der ersten abzie- 
hen, um auf den zwischen 
den Berührungskreisen be- 
findlichen Abschnitt der Seitenlinie zu kommen : 

PBi -^ PB = I)E = Fa 
und dieser Strecke zwischen den Berührungspunkten ist der zwischen den inneren 
Berührungslinien liegende Abschnitt der äufseren Berührungslinie gleich: SiSs = 
FG.*) Die beide Hyperbelzweige verbindende Hauptachse /S1/S3 wird mit 2a be- 
zeichnet. Also hat sich ergeben 

ri — r = 2a, 

Bei jedem Hyperbelpunkte ist der Unterschied der Entfernungen von 
zwei festen Punkten dieselbe Gröfse, nämlich die Hauptachse 2 a. 

Wegen dieser Beziehung zur Ellipse v^erden die festen Punkte B und Bi die 
Brennpunkte der Hyperbel genannt.**) 

5) Da für einen Parabelschnitt nur eine die Kegelfläche berührende Kugel mög- 
lich ist, mufs die Untersuchung für die Parabel abgeändert werden, doch in einer 
Weise, die auch für die beiden andern Kegelschnitte möglich ist. 




Figur 195. 



*) Für das Dreieck SS1S3 sind die Kreise um M und Mi zwei seiner anbeschriebenen 
Kreise. Die Verlängerung jeder Dreiecksseite bis zum Berührungspunkte des anbeschriebenen 
Kreises ergänzt sie zum halben Umfange s des Dreiecks. (1. T., 13, 6, 3 mit Figur 99.) 
Also ist SF=s — SSi und SG = SH= s — SSs, zusammen FG=2s — SSi — SSa = S1S3. 

**) Die unter 4) und 5) angegebenen Entwicklungen rühren vom Belgier Dandelin 
her; durch Dupin sind sie mehr bekannt geworden. 
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In Figur 196 ist die Ebene des Berührungskreises bis zur Parabelebene er- 
weitert; ihre Schnittlinie ist EL, Es soll der Abstand eines beliebigen Parabelpunktes 

P von dieser Schnittlinie mit seinem 
Abstände vom Eugelberührungspunkte B 
verglichen werden. 

Bei Umdrehung der Figur um SM 
beschrieb CrH eine zur Kegelachse recht- 
winklige Ebene; also steht die Ebene des 
Berührungskreises auf dem Achsenschnitte 
SÄC senkrecht, die Parabelebene auch; 
also steht LR auf der Ebene SÄC senk- 
recht; dasselbe gilt von der Schnittlinie 
PJ, und PL wurde smi RL gefällt; daher 
ist PLRJ ein Rechteck, also PL = JB. 
Nun ist PB = PE = KG und aus den 
beiden gleichschenkligen Dreiecken hat 
man KG = JjR, und damit PB = PL, 
Bei der Parabel ist der Abstand r = s. 
Die Gerade EL heifst die Richtlinie 
der Parabel, B ist ihr Brennpunkt. 
Brennpunkte und von der Eichtlinie 




Figur 196. 



Jeder Parabelpunkt hat vom 
gleichen Abstand. 

Bei der Ellipse und Hyperbel werden die Richtlinien EL ebenso erhalten. (Figur 
194 und 195.) Bei ihnen ist das Verhältnis r : s zu bestimmen. Für beide folgt 
aus r = PE = KG und s = JE 

^ ^ö^ ^ V. . ^ , , . . -^ö^ SiG 

— = ^r=r und nach dem Verhältnissatze ist -— - = ——- 
s JE . JE SiE 

also, mit SiG = SiB 

L — h^ 
s ~~ SiE' 

Diese für alle Punkte des Kegelschnitts geltende Gleichung lautet für den 
Punkt Ss 

SsB SiB 



SsB — SiB 
SsE — oi-B 



SsE 
SiB 



SiE' 



woraus für die Ellipse 



und für die Hyperbel 



SsB-^SiB 



SiB 
SiE' 



SiE SsE -f- SiE 

also, da man den gegenseitigen Abstand der Brennpunkte BiB mit 2e bezeichnet, 

2e _ SiB 

2a ~ SiE 

mithin ergiebt sich 

r e 

s a 
Dies lehrt: Läuft ein Punkt in einer Ebene so, dafs seine Entfernungen 
von einem festen Punkte und einer nicht durch diesen gehenden geraden 
Linie stets dasselbe Verhältnis behalten, so beschreibt er einen Kegelschnitt, 
und zwar, wenn das Verhältnis < 1 ist, eine Ellipse, wenn es = 1 ist, 
eine Parabel, und wenn es >> 1 ist, eine Hyperbel. 
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6) Bei der Ellipse und Hyperbel ist der Abstand der Richtlinie vom Mittel- 
punkte = — . 

Bw. Aus obiger Grleichung 7^ =-. — folgt durch -^— = — — 

StM a e a 

e -f- a e e 

Bei der Ellipse ist SiB = a — e und bei der Hyperbel e — a; demnach bei der 
^2 g2 ^2 ^2 

Ellipse BB = = e. also OB = — und bei der 

e e , e 

Hyperbel BB = = e , also OB = — . 

e e e 

7) Die im Brennpunkte stehende Ordinate der Ellipse und Hyperbel ist 

p = — . 
a 

Dies folgt aus der Mittelpunktsgleichung, da die zugehörige Abscisse a? = e ist. 

Bezeichnet man bei der Parabel den Abstand des Brennpunktes von der Richt- 
linie mit i), so ist die im Brennpunkte stehende Ordinate = p. 

Die doppelte Ordinate, 2^?, also die durch den Brennpunkt in Richtung der 
Ordinaten zu ziehende Sehne, heifst der Parameter des Kegelschnitts.*) 

8) Aus den Mittelpunktsgleichungen der Ellipse und Ifyperbel (Nr. 2) kann man 
ihre Scheitelgleichungen ableiten, ind«m man statt des OJ=x (da nun SiJ 
als Abscisse x genommen werden soll) einsetzt bei der Ellipse (Figur 191) a — x^ 

und bei der Hyperbel (Figur 192) a -\- x. Schreibt man dann für — die in 7) ein- 

geführte Gröfse p^ so lautet die 

* V 

Scheitelgleichung der Ellipse y^ = 2px x^ 

a 

und „ „ Hyperbel y^ = 2px -\ x^ 

d 

und man sieht, dafs die in Figur 191 und 192 im Achsenschnitte hergestellte Strecke 

ZB so grofs ist, wie der Parameter des Kegelschnitts (wenn der Achsenschnitt der 

senkrechte ist). y 

Für die Parabel folgt dies aus Figur 196 mittels der Grundeigenschaft r = s = 

JB = X --{- ^l^p durch das hier rechtwinklige Dreieck PJB 

y^=z{x-\- ^Upf — {X— ^hpf = 2px. 

5. Bas Zeichnen der ah Kegelschnitte erhaltenen krummen Linien. 

Zur Herstellung benutzt man ihre Grundeigenschaften : bei der Parabel r = s, 
bei der Ellipse ri -|- r = 2a und bei der Hyperbel ri — r = 2a. 

1) Man zeichnet für die Parabel zuerst die Richtlinie BL^ nimmt aufserhalb 
derselben den Brennpunkt B an und fällt von B auf BL die Senkrechte BB^ welche 
die Achse BX der Parabel wird. Mitten zwischen B und B hat man den Scheitel S 



*) Im Worte Parameter liegt der Ton auf der drittletzten Silbe, die vorletzte Silbe 
ist kurz. 
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Figur 197. 



der Parabel. Dann zieht man zwischen S 
and X beliebig viele mit der Richtlinie gleich- 
laufende gerade Linien, trägt zunächst auf der 
durch B gehenden nach beiden Seiten £R = p 
ab und schneidet dann mittels des Zirkels mit 
BÄ vom Brennpunkte B aus in die Senkrechte 
Ä bei Äi und Ä2 ein, in die bei C mit Bö bei 
Ol und C2 und so hinreichend viele, um aus 
freier Hand mit gut gespitztem Bleistifte nach 
der Folge der Schnittpunkte die Parabel zeich- 
nen zu können. 

Mifslich für genaue Herstellung ist die 
Biegung der Parabel beim Scheitel S. Des- 
halb wollen wir die Krümmung der Parabel 
beim Scheitel bestimmen. 

Um einen Punkt M der Achse, welchen 
man nicht nahe beim Scheitel gewählt hat, be- 
schreibe man mit seinem Abstände vom Scheitel, MS = r, einen Kreis. Diesen 
berührt die Parabel im Scheitel von innen, und er schneidet sie noch in zwei Punkten 
mit derselben Abscisse, in -äi und A2. Für jede Ordinate ^ des Kreises gilt die 
Gleichung ^2 _ ^(gr — ^r) und für jede der Parabel y* = 2px, 
Für die den beiden krummen Linien gemeinsamen Punkte ist t/ dasselbe. 
Für sie ist also x(2r — x) = 2px 

aus welcher Gleichung die Abscissen der gemeinsamen Punkte hervorgehen. Die erste 
Wurzel dieser Bestimmungsgleichung ist a? = 0; sie giebt den Scheitel als den Be- 
rührungspunkt beider an. Die Abscisse der Schnittpunkte hat man in 

2r — X = 2p. 
Will man unter jenen beliebigen Kreisen denjenigen zeichnen, welcher durch die 
Endpunkte Pi und P2 des Parameters geht, so hat man x = ^hp zu nehmen und 
findet seinen Halbmesser r = l^Up, welcher von S aus auf der Achse abzutragen 
ist. Sollen die Schnittpunkte so weit an den Scheitel herankommen, dafs ihre Abscisse 
nur ^lioop wird, so vermindert sich der Kreishalbmesser auf 1^1 200p. Nun sollen die 
Schnittpunkte Nachbarpunkte des Scheitels werden; ihr x mufs in Null 
übergehen. Dabei nimmt r den besonderen Wert q an. Der mit Q=p beschriebene 
Kreis hat dann drei Nachbarpunkte, also zwei Bogenteilchen mit der Parabel 
gemein, stellt also in seinem gleichmäfsig gekrümmten weiteren Verlaufe die Rundung 
der Parabel am Scheitel deutlich vor Augen. Der Halbmesser der Krümmung 
am Scheitel der Parabel ist Q = p. 

Diesem Kreise bleibt die Parabel anfangs so nahe, dafs sie selbst bei feinster 
und nicht übertrieben grofser Zeichnung, auf etwa 30® nach beiden Seiten von S von 
ihm nicht zu unterscheiden ist. Man wird also beim Zeichnen der Parabel gleich nach 
Beginn, wo man für BPi und BP2 p im Zirkel hat, SÄ = p abschneiden und um 
Ä den Krümmungskreisbogen von etwa 60® beschreiben und nicht weiter, da man an 
Pi und P2 das ^Fortgehen der Parabel sieht. * 

2) Auch beim Zeichnen der Ellipse*) und Hyperbel wird man den Halbmesser 



*) Die Herstellung der Ellipse mittels eines Fadens (1. T., 1, 5, 2) wird nicht 
genau genug, weil der Faden beim Spannen sich mehr und mehr reckt, auch die richtige 



Haltung des • Bleistifts sich leicht ändert. 
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der Krümmung beim Scheitel benutzen und zu seiner Bestimmung die Scheitelgleichung 
nehmen. (Vergl. Figur 197.) Nachdem aus 

x{2r — x)z=z 2px + -x^ 

die Wurzel o? = für den Scheitel als Berührungspunkt beseitigt ist, soll die Abscisse 
der Schnittpunkte in 

2r — X = 2p "^ —X 

auch in Null übergehen, wobei r zu einem besonderen Werte q abnimmt. Also ist der 
Krümmungshalbmesser der beiden Bogenteilchen am Scheite] der Hauptachse in jedem 
der beiden Kegelschnitte Q = p. 

Zur Bestimmung des Krümmungshalbmessers beim Scheitel der kleinen Achse 
der Ellipse (Figur 198) zähle man auf ^4^2 vom unteren Scheitel fi'4 aus die Ordinaten, 
so dafs z. B. für den Punkt 2) die Strecke 
/S4D die Ordinate ^ ist; dann hat das alte ^, 
OB, den Wert (t/ — b) und die Mittelpunkts- 
gleichung lautet 



/,2 » 



^- 



1, 



woraus hervorgeht x^ = 2 — y — tt^^ 



und für jeden Punkt des Kreises um M 
(auf der oberen Halbachse), den man mit 
MS4, = r beschreibt, gilt die Gleichung 

x^ = y(2r — y) 
so dafs die Ordinaten der dem Kreise und 
der Ellipse gemeinsamen Punkte hervor- 
gehen aus der Gleichung 




y{2r—i^) = 2~y — 



zunächst ^ = für den Berührungspunkt 84^ und dann soll das in 



2r—f/ 



b^' 



stehende t/ der Schnittpunkte Ci und C2 auch in Null übergehen, damit die Schnitt- 
punkte Nachbarpunkte von S4, werden. Bei deren Heranrücken vergröfsert sich r bis 
auf den besonderen Wert Qb und es wird 

a^ b^ 

Qb = -r; während Qa = P = — war. [Nr. 4, 7).] 



Der Abstand der Brennpunkte BBi = 2e ist beliebig grofs anzunehmen (die 
beständige Summe ri -4- r = 2a mufs gröfser als 2e sein). Setzt man die Brenn- 
punkte zu nahe bei einander, so wird die Ellipse nahe kreisrund und nimmt man sie 
zu weit von einander, so wird die Ellipse recht platt. Die Ellipse schönster Form 
ist diejenige, bei welcher die Halbachsen sich wie Eckenlinie und Seite eines Qua- 
drates verhalten, also a^ = 2b^ ist. (Die in Figur 198 gezeichnete ist eine solche.) 
Hierdurch erhält diese Ellipse die besondere Eigenschaft, dafs bei ihr e = Ya^ — b"^ 
■= b ist, und dafs die Krümmungshalbmesser an ihren Scheiteln Qb = 2h und (>« = 
^Ua werden. Um also eine Ellipse schönster Form zu zeichnen, trägt man auf zwei 
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sich rechtwinklig schneidenden Geraden vom Schnittpunkte aus die gewählte kleine 
Halbachse b ab und hat dadurch die Brennpunkte B und Bi und die Scheitel S2 und 
/S4. Nun beschreibt man um S2 mit 8284^ den Erümmnngskreisbogen beim unteren 
Scheitel etwa 30® weit nach rechts und links, darauf ebenso um S4 bei 82- Dann 
schneidet man 8^B = a vom -Mittelpunkte aus nach beiden Seiten als grofse Halb- 
achse ab, (Figur 198) halbiert diese Strecken in Äi und ^3 und errichtet den halben 
Parameter solcher Ellipse, p = Vsa, in den Brennpunkten B und Bi nach beiden 
Seiten der grofsen Achse. Diese 4 Endpunkte P lassen erkennen, wie weit man nun 
um die Krümmungsmittelpunkte Ai und As mit ^ /a (f die Kreisbogen von den Scheiteln 
Si und 83 aus ziehen darf, und geben an, wie man durch sie hin die Rundung der 
Ellipse aus dem ersten in den zweiten Kreisbogen mit dem Bleistift überzuführen hat. 
Bei einer so gestalteten Ellipse braucht man um die Brennpunkte B und Bi mit r 
und ri gemäfs ri + r = 2 a gar keine Kreuzbogen zu schlagen, was bei der Hyperbel 
immer stattfinden mufs. 

3) Wählt man beim Zeichnen einer Hyperbel & = a, so entsteht eine besondere 
Gestalt, welcher man die Bezeichnung „gleichseitige" Hyperbel gegeben hat. 

Durch b = a entspricht sie 
dem Kreise unter den Ellipsen, 
und durch e = K«^ + b^ 
= a y^ wird sie die Hyperbel 
schönster Form. (Eine 
solche ist in Figur 199 ge- 
zeichnet.) Bei ihr wird der 
Halbmesser der Krümmung an 

b^ 

-^ — den Scheiteln p = ~ =z a. 

M^ Jl a 

Nachdem man a und b von 
aus auf den sich rechtwinklig 
schneidenden Achsen abgetra- 
gen und durch E8i = e B 
und Bi angegeben hat, errich- 
tet man p in diesen Punkten, 
macht 81M1 und 83^3 = p 
und beschreibt mit p um Mi 
und M3 die Krümmungskreis- 
bogen bei 81 und 83 nicht zu weit, da die Hyperbel durch die schon nahen End- 
punkte P des Parameters gehen mufs. Hinter diesen macht man mit beliebiger 
Zirkelöffnung BCi einen kurzen Bogen bei Ci und C2 und sogleich auch von Bi aus 
bei C3 und C4, trägt diesen Halbmesser als S3B ab, nimmt JDSi in den Zirkel 
(da ri — r = 2a werden mufs) und schneidet von Bi her bei Oi und O2, und von B 
aus bei C3 und C4 in die ersten Bogen ein. So erhält man zugleich 4 Punkte der 
Hyperbel. Hat man dann noch 4 Punkte bestimmt, so sind es genug; denn die Zweige 
der Hyperbel strecken sich weiterhin auffallend gerade. 

Man zeichne eine Hyperbel, bei welcher b <^a ist, und eine mit & > a, um die 
Änderung der Gestalt kennen zu lernen. 

Anmerkung. Man beschreibe über dem Brennpunktsabstande BBi als Durch- 
messer einen Kreis und ziehe auf OX die Senkrechte in einem der Scheitel 8 bis zum 
Schnitt mit dem Kreise. Die nach den beiden Schnittpunkten gehenden Halbmesser e 




Figur 199. 
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geben, nach beiden Seiten bis ins Unendliche verlängert, zwei gerade 
Linien, an welche die Zweige der Hyperbel immer näher herangehen. Es wird näm- 
lich die Strecke der Senkrechten, vom Scheitel bis zum Kreise, =.y e^ — a*, also 
= &, und darum findet man für irgend einen fernen Punkt einer der beiden Geraden 
die Ordinate Y aus seiner Abscisse x als 

a 
während für das Stück der Linie T, welches Hyperbel-Ordinate y ist, hervorgeht aus 
der Hyperbelgleichung x2 

Zieht man diese Gleichung von der quadrierten vorhergehenden ab, so bleibt 

r* — t/^ = &^ woraus Y — y = -—-. — . 

Y-f- y 

Der Nenner dieses Bruches wächst, wenn der Punkt auf der unendlich langen Geraden 

in immer gröfsere Ferne rückt, sehr schnell, während der Zähler derselbe bleibt; also 

wird das Stückchen Y — f/ f üi- sehr ferne Punkte ganz aufserordentlich klein. 

Wie sehr die Hyperbel an diese beiden Geraden in weiter Ferne herankommen 
mufs, ersieht man aus Folgendem. Man lasse die Figur um die Hauptachse OX sich 
drehen. Dann beschreibt das Stückchen Y — y einen ebenen Kreisring, nY'^ — ^y^, 
und dieser ist, nach obiger Gleichung, = ttJ^, also stets gleich der von h um den 
Scheitel beschriebenen Kreisfläche. Wie aufserordentlich schmal müssen also 
die in der Ferne sich sehr ausweitenden Kreisringe werden, wenn sie doch nur so 
klein bleiben dürfen, wie diese Kreisfläche ! Bei Umdrehung der Figur um die Achse 
OY entstehen-in gleicher Weise Kreisringe, die alle = na? sind. 

Man sieht, dafs die beiden Geraden die Hyperbel bis ins Unendliche be- 
gleiten. Sie führen den Namen Asymptoten.*) Sie erleichtem das Zeichnen der 
Fortsetzung der Hyperbel, da man nur an ihnen entlang zu ziehen braucht. 

6. Übungen. 

1) Martus, Aufgaben 687, 689, 706. 714—718; 721, 722^, 723a— 724, 
735—737. 743; 745—748. 

2) Der untere Rand des Trägers einer Lampenglocke hat im Innern einen Halb- 
messer von r cm, und h cm über der Mitte dieses Kreises beginnt das helle Leuchten 
der Flamme. Der Schatten des Randes fällt auf eine d cm vom Kernpunkte der 
Flamme entfernte Wand. Welche Gestalt hat dort die Schattengrenze und wie lautet 
die Mittelpunktsgleichung dieser krummen Linie? ^ 

[Die eine Halbachse ist d. die andere nur — eZ.I 

r 

3) Dreht man eine Parabel um ihre Aphse, so entsteht ein Umdrehungs-Para- 
boloid. Eine rechtwinklig durch die Achse gelegte Ebene begrenzt als Grundfläche 
einen Paraboloid- Abschnitt. Man bestimme den Inhalt solches Abschnitts durch seine 
Grundfläche und Höhe mittels des Cavallierischen Satzes von den Querschnitten, 15, 
22, 28. — Aus dem Ergebnis folgt ebenso leicht die Inhaltsformel einer Paraboloid- 
schicht, ausgedrückt durch ihre Grund- und Deckfläche und ihre Höhe, oder durch ihre 
in halber Höhe laufende Mittelfläche und die Höhe. 



"**) Nach der Zusammensetzung des aas dem Griechischen kommenden Wortes ist 
abzubrechen Asym-ptote. 
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[Wie das erste Ergebnis der Formel für den Dreiecksinhalt, so entspricht das 
zweite dem Ausdrucke für den Inhalt eines Trapezes, ist also viel einfacher als bei 
einem Pyramidenstumpf oder einer Kugelschicht. (15, 19,2^.)] 

4) Hieraus und aus 15, 19, b folgt sogleich der Satz: 

Beschreibt man um einen Punkt in der Achse einer Parabel einen Kreis, welcher 
die Parabel in vier Punkten schneidet, so liefern die entstandenen Sicheln bei Um- 
drehung der Figur um die Achse einen Ring, welcher gleich einer Kugel von 
derselben Höhe ist. 

Da das Ergebnis von r und p unabhängig ist, so hat man den Satz: Zieht man 
durch viele um denselben Mittelpunkt beschriebene Kreise zwei gleichlaufende Gerade 
und legt immer durch die vier demselben Kreise angehörigen Schnittpunkte eine 
Parabel, so liefern alle Sicheln bei der Umdrehung Ringe von gleicher Gröfse, 
trotz ihrer sehr verschiedenen Weite. (Das Zeichnen des halben Parameters solcher 
Parabel erfolgt bequemer, als durch die Rechnungslösung, von der Mitte der Sehne 
aus mittels eines rechtwinkligen Dreiecks, welches deckbar wird dem Parabeldreiecke, 
worin ^^= 2x • p ist.) Verschiebt man die zweite der gleichlaufenden Geraden so 
weit, dafs der Mittelpunkt der Kreise mitten zwischen beiden ist, so rückt dabei der 
Scheitel jeder Parabel in immer gröfsere Ferne und jede Parabel geht in zwei gleich- 
laufende gerade Linien über. Mithin ist dieser Satz von Ringen mit paraboloidischer 
Innenfläche die Verallgemeinerung des Satzes (M., Aufg. 560 a), bei welchem mitten 
durch eine Kugel ein walzenförmiger Kern herausgebohrt wird. (Bei kegel- 
förmiger Ausbohrung kommt statt der Kugel ein Sphäroid. M. Aufg. 560 &.) 

5) Um den Brennpunkt eines Umdrehungsparaboloides beschreibe man mit den 
Halbmessern r und ri Kugeln, welche die Paraboloidfläche schneiden, und berechne 
den Inhalt des Schalenstücks innerhalb des Paraboloides zwischen den Kugelkappen, 
deren Flächeninhalt mit 6r und D und deren gegenseitiger Abstand mit h bezeichnet 
werden soll. Bei der Deutung des Ergebnisses ist auch die in halber Höhe laufende 
Mittelfläche der Kugelschale zu beachten. (Man ziehe die Richtlinie der Parabel.) 

Ergebnis. J = 7i{r^ — ri^) ' p = ^U (G -\- JD) • h = M * h, Jed^r dieser 
drei Ausdrücke läfst eine gute Deutung zu. Das Ergebnis entspricht dem bei einer 
Paraboloidschicht. Deren Grund- und Deckfläche können also auch kugelig aus- und 
eingebogene Flächen sein. 

6) Einen geraden Paraboloidabschnitt durch eine zu seiner Höhe h rechtwinklige 
Ebene nach dem goldenen Schnitte zu teilen, so dafs das an der Grundfläche liegende 
Stück Mittelglied wird zwischen dem am Scheitel und dem Ganzen. 

(Im. Ergebnis überrascht die Umkehrung der Ordnung.) 

7) M., Aufgaben 707^ bis 712. 

8) Einem Umdrehungsparaboloide einen regelmäfsigen Vierflächner so einzu- 
beschreiben, dafs ein Eckpunkt im Scheitel liegt. Wie grofs wird die Höhe des Vier- 
flächners? Bei der entsprechenden Aufgabe für die Ellipse und Hyperbel wird man 
auch die Scheitelgleichung nehmen, und das Ergebnis durch die Kugel auf Richtigkeit 
prüfen. Auch denke man an die Ellipse schönster Form, endlich an die gleichseitige 
Hyperbel. 

Antwort beim Paraboloide x = 4^?. Die Ergebnisse für die beiden andern 
gehen in dieses über, wenn man a unendlich grofs werden läfst. 

9) Diejenige Gerade durch eine Ellipse in Richtung eines von zwei zugeordneten 
Durchmessern zu ziehen, von welcher die Ellipse und die beiden Linien, die seine End- 
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punkte mit einem Scheitel des andern Durchmessers verbinden, drei gleiche Strecken 
abgrenzen. 

(Die Bestimmungsgleichung läfst sich geschickt behandeln und ergiebt x = 0,8 a, 
also unabhängig von h. Auch durch die andere Hälfte der Ellipse läuft bei 0,8 a 
eine Gerade, von welcher dieselben drei Linien drei gleiche Strecken abgrenzen.) 

10) In einer Ellipse zieht man von einem Endpunkte der grofsen Achse eine 
Sehne, welche den über, der kleinen Achse als Durchmesser beschriebenen Kreis be- 
rührt. Wie grofs sind die Teile, in welche diese Sehne durch den Berührungspunkt 
zerlegt wird, ausgedrückt durch die Halbachse a und den halben Brennpunktsabstand e? 
[Das Auflösen der Gleichung zweiten Grades kann vermieden werden durch Benutzung 
der Eigenschaft ihrer Wurzeln.] 

Ergebnis: Der kleinere Teil der Sehne ist -^—, — «e. 

a^ + e* 

11) Durch den Mittelpunkt einer Hyperbel den Kreis zu beschreiben, welcher 
die Hauptachse und beide Anne berührt. (Man denke zunächst einen Kreis, welcher 
die Zweige der Hyperbel noch schneidet, und berechne die Ordinaten der Schnittpunkte. 
Deren Ausdruck läfst das Geforderte erkennen.) 

Ergebnis. Das vom Brennpunkte auf eine Asymptote gefällte Lot trifft die 
Ordinatenachse im Mittelpunkte des gesuchten_Kreises. Der Abstand der Berührungs- 
punkte vom Mittelpunkte der Hyperbel ist aK2, also unabhängig von h. Dies lehrt? — 

12) Den Parameter derjenigen Parabel zu bestimmen, welche einen Brennpunkt 
einer Hyperbel zum Scheitel hat und die Hyperbel zu beiden Seiten der gemeinsamen 
Achse berührt. (Man denke zunächst eine Parabel, welche die Hyperbel noch schneidet, 
und berechne die Abscissen der Schnittpunkte.) 

Ergebnis. Die Abscisse der Berührungspunkte ist a; = c -|- fe; der halbe Para- 

meter der Parabel, 'p ^ —^(e -\- h)^ wird mittels des halben Asymptotenwinkels a 
a j2 

nach ^ = iptg^a bequemer gezeichnet, als nach p = -. 

e — 



Gröfste oder kleinste Werte. 

13) Um einen Würfel das kleinste Umdrehungs-EUipsoid zu beschreiben. 

14) Bei einem Würfel von der Kante 2 c das kleinste unter den EUipsoiden zu 
bestimmen, welche die in der Grundfläche und in der Deckfläche liegenden Kanten in 
der Mitte berühren. 

Ergebnis. Der Achsenschnitt des kleinsten Ellipsoides ist eine Ellipse schön- 
ster Form, deren grofse Achse auf der Grund- und Deckfläche des Würfels senkrecht 
steht. 

15) Eine Ellipse hat sich um ihre grofse Achse gedreht. Welches ist der gröfste 
unter den Kegeln, die ihren Scheitel im Mittelpunkte haben und deren Grundkreis ein 
zur grofsen Achse senkrechter Schnitt ist? Welcher von diesen Kegeln hat den gröfs- 
ten Mantel? Wie weit steht dessen Seitenlinie vom Brennpunkte ab? (Einen Kegel 
mit gröfster Oberfläche giebt es nicht.) 

Grenzbedingung. Für die zweite Frage mufs in der Ellipse b<^e sein. 

16) Von einer Parabel hat man durch eine fern vom Scheitel liegende Sehne 
einen Abschnitt begrenzt und den die Sehne halbierenden Durchmesser gezogen. 
(20, 4, 1, Anm.) Es werden dem Abschnitte Rauten einbeschrieben, worin eine 
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Seite der Sehne und zwei Seiten dem Durchmesser gleichgerichtet sind. Man soll 
diejenige unter ihnen ermitteln, welche den gröfsten Umfang hat. 

Ergehnis. x = 2p^ unahhängig von der Entfernung der Sehne. 

1 7) Auf der Achse einer Parahel ist in dem Ahstande m vom Scheitel ein Punkt 
gegeben. Man soll zwischen ihm und dem Scheitel eine zur Achse senkrechte Sehne 
ziehen, welche die Grundseite eines mit der Spitze im gegebenen Punkte ruhenden 
Dreiecks wird. In welchem Punkte der Achse ist diese Sehne zu errichten, damit der 
Inhalt des Dreiecks am gröfsten werde, und in welchem, damit der Umfang des Drei- 
ecks einen gröfsten oder kleinsten Wert erhalte? Man nehme die Höhe des gleich- 
schenkligen Dreiecks als Unbekannte. Beispiel: w = bp. 

Abschlufs. Der Umfang stellt die Grenzbedingung m >> 4^/2i?. 

18) Man bestimme durch ihre Ordinate diejenigen Punkte einer Hyperbel, 
welche einem auf der Ordinatenachse gegebenen Punkte am nächsten sind. 

Ergebnis. Man fällt vom gegebenen Punkte auf beide Asymptoten die Senk- 
rechten. Die Verbindungslinie ihrer Fufspunkte giebt verlängert auf der Hyperbel die 
gesuchten Punkte an. 

19) M., Aufgaben 707, 669 A 



21. Qlied. Anhang. Schwerer zu behandelnde Körper. 

1. Der regelmäfsige Zwölfflächner. (Das regelmäfsige Dodekaeder.) 

1) Herstellung. Über einer Strecke, welche so lang ist wie die Eckenlinie 
ÄC eines regelmäfsigen Fünfecks ABCBE (Figur 200), beschreibe man ein gleich- 
seitiges Dreieck FGH (Figur 201), errichte auf seiner Ebene im Mittelpunkte S die 
Senkrechte SJ^ lege durch sie und einen Eckpunkt, F^ 
die Ebene, beschreibe in dieser um F mit der Seite AB 
des regelmäfsigen Ftlnfecks einen Kreis, welcher SJ 
im Punkte J schneiden möge, und lege von «/"aus durch 
jede Seite des Dreiecks FGH 
eine Ebene. Ihre Schnittlinien JG 
und JH sind gleich JF^ also auch 
gleich der Seite a des regelmäfsi- 
gen Fünfecks ABCBE, 

Nun werde um die drei- 
seitige Pyramide FGHJ die um- 
beschriebene Kugel hergestellt. 
Ihr in JS liegender Mittelpunkt 
wird gefunden, indem man auf 
der Kante FJ in ihrer Mitte K in der Ebene FJS die Senkrechte errichtet, welche JS 
im Mittelpunkte M trifft. In der Kugel liefern die drei von J aus gelegten Ebenen 
Schnittkreise, welche dem um ABCBE beschriebenen gleich sind; denn sie sind die 
umbeschriebenen Kreise deckbarer Dreiecke, ABC^ JFG^ JGH und JHF. Ver- 
vollständigt man die Dreiecke in den Schnittkreisen zu regelmäfsigen Fünfecken,, so 
stimmen diese mit ABCBE überein. Nun sind bei jP, G und H dreiseitige Ecken 
gewonnen, welche mit der ersten Ecke J nach dem 2. Satze übereinstimmen. (10, 
17, 2.) Folglich sind die dritten Seitenwinkel, wie NGL^ so grofs wie die Winkel des 
regelmäfsigen Fünfecks. Ihre Ebenen liefern neue Schnittkreise der Kugel, in welchen 
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man ebenso verfährt und mit den hinzukommenden auch, bis man unten immer wieder 
auf dieselbe Ebene kommt. Denn die bei P erhaltene Ebene UFQ bildet mit NFQL 
einen Flächenwinkel, der so grofs ist, wie die Flächenwinkel der ersten deckbaren 
Ecken, und die bei Q entstehende Ebene FQB schliefst auch mit NFQL einen Flächen- 
winkel von derselben Gröfse ein und darum fallen die Ebenen UFQ und FQR zu- 
sammen, und mit ihnen auch QBT und weiter bis U\ so dafs'die Schlufsfigur ein 
ebenes Ftlnfeck ist, welches mit den übrigen übereinstimmt. 

Der entstandene, von 12 Flächen begrenzte Körper ist, da seine sämtlichen 
Ecken in allen Stücken übereinstimmen, ein regelmäfsiger. 

2) Berechnung. Für die bei dem regelmäfsigen Körper auftretenden Gröfsen 
sollen nun Formeln entwickelt werden, aus welchen man dieselben mit beliebiger 
Genauigkeit berechnen kann, unabhängig von der begrenzten Genauigkeit der Lo- 
garithmen. 

Im 1. Teile, 22, 4, 3) ist bewiesen, dafs die demselben Kreise (um 0, Figur 
200) angehörende Seite vom regelmäfsigen Fünfeck, Sechseck und Zehneck die 
Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks werden können; also hat man 

1) o2^s2^^2 

und da der Kreishalbmesser gleich der Seite s des regelmäfsigen Sechsecks ist, 

2) z=^U{Yh-^\)s 
(1. T., 22, 4). Setzt man für z den Wert in 1) ein, so kommt 

3) a^= V2(5— K5)s2 
also 4) s2= Vio(5 4-K5)a^ 

Um die Gröfse der Eckenlinie ÄG = e (Figur 200) durch a auszudrücken, 
giebt man den Inhalt des Bestimmungsdreiecks OAB auf zwei Weisen an und hat die 
Gleichung 

^/4 es = V2 a Y^ — V4 a^^ also e =: a 1/ 4 ^ 

und wenn man den Ausdruck 3) für a^ einsetzt, 

e = a j / — ^31 und den Bruch mit 2 erweitert, e = V2aT^ 5 -f- 21/5^4- 1 

und das ist 

5) e=V2(K5+l)a. 
Von dieser Gröfse e wurde ausgegangen beim Herstellen des Körpers. 

Die Seite FQ = e des gleichseitigen Dreiecks FGH(Figar 201) giebt zunächst 
FS^= V3e^ daher ist 

JS' = a« — Vse^ = Vi2(6 - 2Vb)a' = Vi2(Kö — lYa^ 

^^ (K5-l)a 

also JS = ^^ 7-7= — . 

2K3 

Damit hat man für den Durchmesser 2r der umbeschriebenen Kugel aus dem durch 
F und J gehenden Hauptkreise a^ = 2r • JS^ also 

f = 2^ = V4(K5 + i)-«K3- 

Max tu 8, Banmlehre 2. 16 
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(Hierfür könnte man nach 5) schreiben r = V'2 «K3 und dies lehrt: der Halbmesser 
r der umbeschriebenen Kugel ist gleich der Höhe des gleichseitigen Dreiecks FGH, 
kann also genau gezeichnet werden.) Zur bequemeren Berechnung ist zu nehmen 
6) r = V4(Kl5 + V^) a = 1,40126 a. 
Den Halbmesser MK der alle Kanten berührenden Kugel findet man aus r 

7) ^1 = V4 (3 + Kö) a = 1,30 902 a. 
Da der Halbmesser des um das regelmäfsige Fünfeck beschriebenen Kreises, 
OB = s, durch 4) bekannt ist, hat man den der einbeschriebenen Kugel, die alle 
Flächen berührt, durch 

^2 ^ ,.2 —s' = V40 (25 + 11 Vb) a' 

also 8) Q= V2a]/2,5 + 1,1 Kö = 1,11352 a. 

Das Bestimmungsdreieck des regelmäfsigen Fünfecks liefert für die Oberfläche 
9) F=30a]/s^ — (V2 a)2 = 3a2]/25 + lOj/ö = 20,64 573 a^ 

und hieraus folgt mittels J = ^IsFq 

J = V4a^]/^470 + 210 KöT 

Diese Doppelwurzel läfst sich in die Summe zweier einzelnen Wurzeln zerlegen. 

Man setzt 



V' 



470 + 2IOK5 = Kw + |/^ 

Die quadrierte Gleichung, 470 + 210K5 = w + 2Vuv -|- v 
zerfällt, da das Kationale nur dem Rationalen, das Irrationale dem Irrationalen gleich 
sein kann, in zwei Gleichungen, die zur Bestimmung der beiden Unbekannten er- 
forderlich sind: _ 
u-\-v = 470 und Vüv = 105 Vb, 
Man findet u = 245 = 5-49 und v =1 225 = 15^ so dafs ist 

1/470+ 2IOK5 = 7 Kö + 15 
daher 10) J= V4(l5 + lYb)a^= 7,66 312 a^ 

Endlich ist noch die Gröfse des Flächenwinkels durch seinen Neigungswinkel « 

zu bestimmen. Es ist sinV2«= — . Da aber nur deren Quadrate Zusammen- 

Ziehung ermöglichen, geht man über auf 

2o^ 
cos a = 1 — 2 sin^ 1/2 a = 1 n. 



Es wird -^ = 1 + VsKö, mithin cos« = — ^5^5 und dazu sin« =^/5|^5, 

daher am einfachsten 

li) tg« = — 2, also a = 116^ 33' 54" (54,18"). 

2. Der regelmäfsige Zwanzigflächner. (Das regelmäfsige Ikosaeder.) 
1) Herstellung. Ausgehend von einem regelmäfsigen Fünfeck ABCDE^ ver- 
fährt man mit diesem ganz so, wie in Nr. 1 mit dem gleichseitigen Dreiecke FGH^ 
bis man den Mittelpunkt M der um die fünfseitige Pyramide zu beschreibenden Kugel 
gefunden hat. Dann lege man von der Spitze F aus auch durch die Eckenlinie AG 
die Ebene ; der auf der Kugelfläche entstehende Schnittkreis ist gleich dem um 
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ABGDE beschriebenen, weil A ^FC ^ ABC\ und darum wird auch das in ihm 
aus AFG weiter gezeichnete regelmäfsige Fünfeck mit dem gegebenen übereinstim- 
mend. Durch die hinzugekommenen Seiten CN, NG 
und GA lege man von B her Ebenen. Die entstan- 
dene fünfseitige Pyramide läfst sich mit der ersten zur 
Deckung bringen ; denn da die dreiseitige Ecke mit 
den Kanten FA, FB, FG und die mit den Kanten J5C, 
BF, BA ganz übereinstimmen, kommt beim Aufein- 
anderlegen der Fünfecke mit FinB die Spitze B in F, 
Daher bildet das Dreieck ABG mit ABF einen 
Flächenwinkel von der Gröfse des an einer nach F 
gehenden Kante. Legt man nun durch die Eckenlinie 
BF von F her die Ebene und läfst eine fünfseitige 
Pyramide mit der Spitze A entstehen, so bildet in ihr 
das Dreieck ABGi auch mit ABF einen ebenso grofsen 
Flächenwinkel, so dafs das neue gleichseitige Dreieck 
ABGi mit dem alten ABG zusammenfällt. So geht man mittels der andern Eckenlinien 
am Fünfeck rings herum; jede folgende Pyramide findet Anschlufs an die vorhergehende. 
Dadurch entsteht unten ein Fünfeck GJKLN^ an dem nachzuweisen ist, dafs seine 
Seiten in einer Ebene liegen. Die Grund&eite ö^iV^des regelmäfsigen Fünfecks AFGNG 
ist der Eckenlinie AG gleichgerichtet (vergl. Figur 200), ebenso GJ und BE\ also 
haben die Winkel iVlGr/ und C^^ paarweise gleichgerichtete Schenkel; deshalb sind ihre 
Ebenen gleichlaufend. (9, 12.) Nun ist J!fi"eine Gerade, welche einer in der Ebene 
ABGBE liegenden Geraden, ÄD, gleichgerichtet ist, also ist sie der Ebene gleich- 
laufend (8, 10); sie hat den Punkt J in der andern der beiden gleichlaufenden 
Ebenen; folglich liegt sie ganz in dieser Ebene NGJ (9, 14). Dafs in der Ebene 
NGJK auch KL liegt, wird ebenso begründet, und dann befindet sich LN mit darin, 
da sie zwei Punkte in der Ebene hat. So ist also GJKLN ein ebenes Fünfeck. Es 
ist gleichseitig und seine Winkel sind denen des regelmäfsigen Fünfecks ABGBE 
gleich; denn es war ^ NGJ = GQE und dieser ist = GBE als Gegenwinkel eines 
gleichseitigen Vierecks. (Vergl. Figur 200.) Dasselbe gilt von den übrigen Winkeln. 
Mithin ist das Fünfeck GJKLN regelmäfsig und stimmt mit ABGBE überein, des- 
halb auch ihre umbeschriebenen Kreise, die folglich gleichen Abstand vom Kugelmittel- 
punkte M haben; also bleibt von den Halbmessern übrig GP = SF, Dies macht die 
fünfseitige Pyramide mit der Spitze P und die mit der Spitze F deckbar. Also ist 
der entstandene Körper unten gestaltet wie oben. 

Demnach stimmen sämtliche Ecken desselben in allen Stücken überein; der 
Körper ist ein regelmäfsiger Zwanzigflächner. 

2) Berechnung. Da im rechtwinkligen Dreiecke AFS AF gleich der Fünf- 
eckseite a ist und AS als Halbmesser des um das Fünfeck beschriebenen Kreises 
gleich der Sechseckseite s ist, so hat SF die Gröfse der Seite des regelmäfsigen Zehn- 
ecks js = V2(K5 — l)s. [Wie in Nr. 1, 1) und 2).] Die Sehne FA und der 
Durchmesser FF geben 

also ist 



a^ = 2rz 



und durch den Wert von ^ 



* 2^ 



(K5 - l)s 



16* 
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Hieraas läfst der Ausdruck in Nr. 1, 3) 

a* = V2(5 -Kö)«» = V*K5(K5 — l)s« 
das s' durch Fortheben beseitigen, wenn man die Gleichung quadriert nnd für das 
zweite a' den Ausdruck einsetzt, 



a'-VsKöCKö — l)s« 



sKö 



mithin 



Vb — 1 



(Kö- i^s' 

1) r = Via]/ 10 + 2K5 = 0,95 106 a. 



a'=^UVb{Vb + l)a^ 



Hieraus folgt 2) (»i = ^U{Vb + l)a = 0,80 902a; 
also ist der Durchmesser 2()i der Kugel, welche alle Kanten herührt, gleich der Ecken- 
linie des regelmäfsigen Fünfecks. [Nr. 1, 5).] 

Da die andere einbeschriebene Kugel jedes Seitendreieck im Schwerpunkte be- 
rührt, ist ^« = ^« _ 1/3 a« = 1/3 . i,,, (u + 6 Vb) a^ 

Den Ausdruck hinter Vs erhielten wir in Nr. 1, als zur Bestimmung von cos « Qi 
quadriert wurde, also ist nach Formel 7) 

^2=V3-Vi6(3+K5)2a2 
3) ()=KVi. 1/4(3 +K5)a= Vi2(3K3+Kl5)a = 0,75 576 a. 
Femer ist die Oberfläche 4) F= ba^Vs = 8,66 025 a* 
und hieraus der Inhalt 5) J= ^/i2 (3 + Vb) a^ =2,181 695 a^ 

Der Neigungswinkel des Flächenwinkels wird am bequemsten ebenso bestimmt. 

Hier wird 0^2 _ 

1/ 



2^^ 



1 4" VsKö, also ist cos« = — ^/sKö 
und 6) sina = ^k, mithin a = 138^ 11' 21" (22,87"). 

Gesamtbehandlung der regelmäfsigen Körper mit i^ugeldreiecks- 

Legt man bei irgend einem der regel- 
mäfsigen Körper vom Mittelpunkte aus Ebenen 
durch die n Seiten einer Seitenfläche, so ent- 
steht auf der umbeschriebenen Kugel ein regel- 
mäfsiges Kugelvieleck, dessen Mittelpunkt der 
Pol P des der Seitenfläche umbeschriebenen 
Kreises ist. Ebensolches Kugelvieleck liefert 
jede der s Seitenflächen, welche die Ecke Ä des 
Körpers bilden. Mithin liegen um ^ s gleiche 
Yieleckswinkel, jeder beträgt 360^ : s. Daher 
ist in dem halben Bestimmungsdreieck ÄPH 

71 

und ^ APH = — . Die zweite Nepersche Gleicbung giebt 
n 




Figar 203. 



bekannt Zl PÄS = 



TT 71 

COS AP = ctg — • ctg— 
n s 



9 



und der cos AP ist aus dem rechtwinkligen Dreieck AMO — , mithin hat man für alle 
regelmäfsigen Körper ^ 

1) 



71 71 

Q =r ctg- ctg- 
^ n s 
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Beim Achtflächner ist w = 3 und s = 4, beim Würfel umgekehrt w = 4 und 
s =: 3 ; das Produkt der Eotangenten ist also für beide dasselbe. Folglich haben der 
regelmäfsige Achtflächner und der Würfel, welche beide derselben Kugel einbeschrieben 
sind, auch die Kugel gemeinsam, welche aUe Flächen berührt. Vom regelmäfsigen 
Zwanzig- und Zwölfflächner gilt dasselbe. Bei dem einzeln dastehenden Yierflächner 
ist w = s = 3, also q = r ctg^ 60® = ^/s r. 

Die halbe Seite des Kugelvielecks liefert durch die erste Nepersche Gleichung, 

cos — = sin — • cos ÄH, wenn man ^ ÄMH mit y bezeichet, den 
WS . 



cos 


y 


= 


71 
COS — 

n 


71 

sm — 
s 


Qi 




- r 


71 

cos — 
n 


71 

sin — 
s 



und dieser ist (>i : r 

2) 

und giebt auch die Kante des regelmäfsigen Körpers durch 

3) a = 2r siny. 

Durch die Seite a hat man die Oberfläche und durch sie und q auch den Inhalt 
der regelmäfsigen Körper in der Kugel vom Halbmesser r. 

Da Z^ OGM der halbe Neigungswinkel eines Flächenwinkels « des regelmäfsigen 
Körpers ist, erhält man mittels 1) und 2) 

71 

cos — 

4) sin ^2 a = — = 

9l ^ 71 



sin — 
n 



für alle regelmäfsigen Körper. 



4. Standort eines Punktes im Räume. Man denke nach allen Seiten er- 
weitert den Fufsboden des Zimmers, die Yorderwand und die linke Seitenwand. Der 
Schnittpunkt der drei auf einander senkrechten Ebenen heifse 0; die von nach 
rechts gehende Schnittlinie werde mit OX bezeichnet, die von nach hinten laufende 
mit OTund die von nach o.ben gerichtete mit OZ. Dadurch hat man zugleich die 
Bezeichnung der drei Ebenen : die Grundebene ist XY", die Vorderwand XZ und die 
dritte Ebene YZ. 

In dem vor uns hinter der Wand befindlichen Teile des Raumes denke man sich 
einen Punkt und fälle vom ihm die Senkrechte auf jede der drei Ebenen. Die wieXO 
gerichtete sei a; Meter lang, die wie YO liegende i/m und die wie ZO auf der Grund- 
ebene stehende zm. Nachdem z gemessen, kann man ^ bequemer finden, indem man 
in der Grundebene vom Fufspunkte der Senkrechten js aus rechtwinklig nach OX 
hin mifst, und dann hat man vom Treffpunkte aus bis eine Strecke = x. Wie findet 
man den Punkt, für welcken a; = 3, ^ = 2 und z = 1 Meter ist? — Bei entgegen- 
gesetzter Richtung der Strecken, bei Punkten in einem andern Teile des Raumes, 
nimmt der Wert das negative Vorzeichen an. (1. T., 21, 14, 4.) 
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Der Standort eines Punktes im Räume wird durch die drei Stand- 
gröfsen x^ y^ z bestimmt. 

5. Dreiachsiges Ellipsoid. Entsprechend der Form der Ellipsengleichung 

werde für drei Raum-Standgröfsen «, ^, z die Gleichung aufgestellt 

und untersucht, was für ein Gebilde sie darstellt. 

1) Da die Brüche auch bei negativen Werten stets positiv bleiben, so mufs 
jeder der drei Brüche echt sein; also können die Standgröfsen ^, ^, z die entsprechen- 
den Linien a, ftundc an Gröfse nicht überschreiten, das Gebilde mufs ein geschlos- 
senes sein (wie unter den Linien die Ellipse). Zunächst fragt es sich, welche Punkte 
der Achsenebenen mit ihren Standgröfsen der gegebenen Gleichung genügen. Alle 
Punkte der ZZ-Ebene haben ^ = 0; also wird für Punkte der ZZ-Ebene die 
gegebene Gleichung zu 

mithin genügen die Punkte der Ellipse mit den Halbachsen a und c durch ihre Stand- 
gröfsen der gegebenen Gleichung. (Man zeichne diese Ellipse ziemlich grofs hin, setze 
an den rechts liegenden Scheitel /Si, links ^3, oben /S2, unten ^84.) Nimmt man ebenso 
^ = 0, so sind es in der Grundebene die Punkte der Ellipse 

?! . vi '= 1 

die man in wagerechter Lage von den Endpunkten der schon gezeichneten 2 a- Achse 
aus sogleich gehörig darstellt; sowie endlich für ir = die Ellipse mit den Halb- 
achsen b und c, die man in der von vorn nach hinten gehenden Mittelebene zur An- 
schauung bringen möge von einem etwas rechts gedachten Standpunkte aus. Der 
hinten liegende Scheitel werde mit S^^ der vorn mit Sß bezeichnet. 

Wählt man für z einen bestimmten Wert, OQ = z^^ selbstverständlich kleiner 
als c, so wird in 

^ -1-^ — 1 _ ?L 
a^'^b^' ~ , c' 

die rechte Seite ein unbenannter echter Bruch, dessen Wert = «^ gesetzt werde. 
Dividiert man die Gleichung durch w^, so sagt 

{nay ^ {nbf 
dafs in der Ebene, welche in der Höhe Zi über der Grundebene schwebt, die Punkte 
der Ellipse mit den Halbachsen na und nb der gegebenen Gleichung genügen. Auf dem 
EUipsenbogen S1S2 habe der Punkt D mit der Ordinate Zi die Abscisse «. Sie ergiebt 
sich aus 

a^ e 

als a zzn na\ ebenso findet man durch einen Punkt auf dem EUipsenbogen S<iSf, die 
Abscisse ß z=. nb\ und diese Halbachsen des Querschnitts sind kleiner als a und &, 
weil n ein echter Bruch ist. Dieser Bruch wird mit wachsendem Zx kleiner, und mit 
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^1 = c zu Null, also zieht sich bei S^ der Querschnitt zum Punkte S2 zusammen (was 
abzulesen ist aus der gegebenen Gleichung, nicht aus einer, welche n im Nenner hat). 
Dasselbe gilt von Ebenen, welche der XZ-Ebene gleichlaufend hingestellt werden, 
hinter oder vor ihr, in Abständen ^1 ^ &, sowie von Schnittebenen. rechtwinklig auf 
OX, bei denen der Abstand von Xi ^a ist. Wegen der Eigenschaft, dafs solche 
Schnittebenen immer Ellipsen sind, heifst die durch die gegebene Gleichung ausge- 
drückte krumme Fläche ein Ellipse id. 

2) ^(Bestimmung des Inhalts eines Ellipsoid-Abschnitts, entstanden durch eine 
rechtwinklig zur c-Halbachse im Scheitelabstande h geführte Schnittebene. 

Ein über der Grundebene in der Hohe ^ gelegter Querschnitt hat den Inhalt 
Q = naß. Es wird a aus 

und^ans ^ + ^=1 'ß = lVo'-^' 

mithin Q =z 7i-^(c^ — £!^) 

oder, wenn man statt «e^ den Scheitelabstand c — u einführt, 

§ = 71 -^ (2 cw — u^). 

Dies gilt für jeden Querschnitt; also wird (nach dem Cavallierischen Satze 15, 22, 
28) der Inhalt des Abschnitts bis zur Höhe u 

n -g- {cv?' — ^/a v^) und bis zur Höhe u = h 

2. Ä= V3 7r^Ä2(3c — Ä). 

c 

Daher mufste der Inhalt eines Kugelabschnitts so werden, wie er 15, 18 angegeben 
wurde. 

Wächst h bis c, so entsteht das halbe EUipsoid. Daher ist der Inhalt eines 
dreiachsigen EUipsoides 

3. E=^lznahc. 
Für das r^ der Kugel treten die drei Halbachsen ein. 

3) Fügt man den Kegel hinzu, welcher unter der Grundfläche mit der Spitze im 
EUipsoid -Mittelpunkte sich befindet, so erhält man den Inhalt des EUipsoid- 
Ansschnitts. 

4. S=^l3nah'h 

unabhängig von der c-Halbachse. Dies lehrt: Ausschnitte um die c-Achse mit 
der Abschnittshöhe h aus allen Ellipsoiden, welche denselben Haupt- Achsenschnitt 
haben, sind gleich grofs; und zwar gleich dem halben Ellipsoide, welches h zur 
C-Halbachse hat. 

6. Paraboloid. Um mit der Parabel in entsprechender Weise vorgehen 
zu können, ist die Parabelgleichung i/^ =z 2px rechts auf 1 zu bringen, 

2px 
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In dieser Form werde sie, ganz wie die EUipsengleichung unter Nr. 5, auf drei Raum- 
standgröfsen ausgedehnt .,8 9 

1 L ^ — 1. 

2px 2p\x 

Es soll die Gestalt des durch diese Gleichung ausgedrückten Raumgehildes wie vorhin 
festgestellt werden. 

1) Es liefert y = in der Zeichenebene die Parabel z^ = 2pix und ^^ = 
in der Grundebene die Parabel y^ = 2px, Aus diesen Parabeln erhält man zu einem 
bestimmten xi die Ordinatenquadrate y* = 2piXi und ß^ = 2|)aJi, so dafe die 
gegebene Gleichung bei bestimmtem Xi wird 

/?" ^ y» 

woraus man ersieht, dafs jede Ebene, welche auf der positiven Seite in beliebigem 
Abstände 0^1 der TZ-Ebene gleichlaufend gelegt wird, das Gebilde in einer Ellipse 
schneidet. 

Für eine in der Höhe zi der Grundebene gleichlaufend gelegte Ebene wird die 
gegebene Gleichung durch Beseitigen der Nenner zu 

,/=2px — ^z,\ 
Pi 
Das letzte Glied hat bei dem gewählten zi eine feste Gröfse, gegen welche das erste 
Glied der rechten Seite bei kleinen Werten von x nicht aufkommt, so dafs y^ negativ, 
^imaginär ist. Es wird y erst bei demjenigen Werte xi möglich, welcher beide 
Glieder gleich macht, 

2pxi = ~^i^, also bei Xi = - — Zt^ 
Pi 2pi 

da ist ^ = 0; jedes gröfsere a;, also x = Xi -{- x% liefert zwei reelle Werte 

für y aus 

Pi 
welche Gleichung nach Einsetzen des Wertes Xi wird 

i/^ = 2px\ 
Der Schnitt ist also eine Parabel, welche mit der in der Grundebene XF überein- 
stimmt. Da dies für jede Höhe z^ gilt, kann man das durch die gegebene Gleichung 
ausgedrückte Gebilde dadurch entstehen lassen, dafs man an der in der XZ-Ebene 
gezeichneten Parabel als Leitlinie die Parabel der Grundebene mit ihrem Scheitel 
entlang laufen läfst (während ihre Achse in deren Ebene bleibt und ihre eigene 
Ebene, der Grundebene gleichlaufend, hinschwebt.) 

Dasselbe gilt von jeder Ebene, die in einem Abstände y\ der XZ-Ebene gleich- 
laufend hingestellt wird. Ihr Schnitt liefert eine Parabel, welche mit der in der 
XZ-Ebene gezeichneten übereinstimmt. Daher entsteht dasselbe Gebilde, wenn 
man diese Parabel in gleicher Weise an der in der Grundebene liegenden Parabel als 
Leitlinie mit ihrem Scheitel entlang gleiten läfst. 

Das aus der gegebenen Gleichung gefundene Gebilde heifst ein elliptisches 
Paraboloid. 

2) Inhalt eines geraden Abschnitts vom elliptischen Faraboloide. 

Der rechtwinklig zur X-Achse im Scheitelabstande x geführte Querschnitt hatte 

den Inhalt ^ o -y/-^ Ti — 

§ = nßy = ny 2p • 2pi • x. 
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Diese Querschnitte wachsen also wie die Abstände selbst, ebenso wie im Dreieck 
die der Grundseite gleichlaufenden Qaerlinien, während in einer Pyramide solche 
Schnitte zunehmen, wie die Quadrate der Entfernungen vom Scheitel. 

Der Inhalt d es Abschn itts wird folglich 

J = 7iY2p • 2pi • V'2 x^ = ^knY2px • V2pix • x = V2 nßy . x 
darin ist nßy die Gröfse der Grundfläche und x die Höhe, also der Inhalt eines geraden 
Abschnitts vom elliptischen Paraboloide 

5. Ä = V2Gh 

während ein Kegel von gleicher Grundfläche und Höhe ^/s Gh ist und eine Walze 
1 • 6rÄ; also verhält sich 

W:Ä:K= 1 : V2 : V3. 
3) Auch für eine Paraboloid schiebt erhält man nun dieselben Ergebnisse wie 
bei 20, 6, 3. 

Anmerkung. Wird in der Gleichung 1 unter Nr. 5 

einem Bruche, dem letzten, (entsprechend der Hyperbelgleichung) das Minus- 
zeichen gegeben, so zeigen die ebenso geführten Schnittebenen, dafs die Gleichung 
darstellt ein Hyperboloid mit einer Schale, welches in dem besonderen Falle, a = b^ 
entsteht, wenn eine Hyperbel sich um ihre Ordinatenachse Or dreht. Giebt man 
zwei Brüchen, den beiden letzten, das Minuszeichen, so bedeutet die Gleichung ein 
Hyperboloid mit zwei Schalen, welches in dem besonderen Falle, ö = c, geliefert 
wird von einer Hyperbel bei Umdrehung um ihre Abscissenachse OX Statt der 
Schnittkreise der Umdrehungsfiguren haben beide Hyperboloide Ellipsen. Der in 
vorliegendem Buche nur noch zur Verfügung stehende Raum gestattet nicht, die Be- 
trachtung hier auszuführen und Inhaltsbestimmungen anzuschliefsen, welche nicht so 
einfache Ergebnisse haben, wie die obigen. Ebenfalls mag nur noch erwähnt werden, 
dafs, wenn man in der unter Nr. 6 behandelten Gleichung dem zweiten Bruche das 
Minuszeichen giebt, die Gleichung 

2px 2piX 
ein hyperbolisches Paraboloid darstellt. In der XZ-Ebene, wo ^ = ist, mufs hier 
auftreten die Parabel -e^* = — 2pix^ deren Abscissen nur auf der negativen Seite 
der Abscissenachse sich befinden und ^^ positiv machen. In dieser mit der Öffnung 
nach links gewandten Lage gleitet sie mit dem Scheitel an der in der Grundebene 
noch wie vorhin liegenden Parabel ^^ = 2px entlang und beschreibt eine krumme 
Fläche, bei welcher die zur Z-Achse rechtwinkligen Schnitte Hyperbeln sind, von 
denen die auf dem positiven Teile der X-Achse stehenden ihre Hauptachse in der 
Grundebene XF, die auf dem negativen in der XZ-Ebene haben! Läfst man die 
Parabel der Grundebene mit dem Scheitel an der andern Parabel hingleiten, so ent- 
steht dieselbe wunderbar gebogene Fläche. 

7. Übungen. 

a) Krystalle. 

1) Die Grundform der zwei- und einachsigen Krystalle ist eine doppelt vier- 
seitige Pyramide mit quadratischer Grundfläche. Yon den drei in ihren Halbierungs- 
punkten auf einander senkrecht stehenden Achsen sei die Hauptachse = 2a und jede 
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der beiden Nebenachsen (Quadrateckenlinien) = 2 b. Man berechne 1) die End- 
kanten, das sind die Kanten, welche von den Endpunkten der Hauptachse ausgehen, 
und 2) die Seitenkanten, sie verbinden die Endpunkte der Nebenachsen; 3) die 
Oberfläche und 4) den Inhalt des Körpers; dann 5) den Halbmesser der die Seiten- 
flächen berührenden Kugel; ferner 6) und 7) die Winkel an einem Endpunkte der 
Hauptachse zwischen zwei benachbarten und die zwischen zwei gegenüberliegenden 
Endkanten; endlich 8) den Flächenwinkel an einer Seitenkante und 9) den an einer 
Endkante. Als Beispiel werde nachher genommen der Achtflächner von schönster 
Form, das ist derjenige, in welchem sich die Hauptachse zur Nebenachse verhält, 
wie Seite und Eckenlinie eines Quadrates. , 

b^ 
Ergebnis bei 9) cose = — ^ o , ^o , im Beispiele s = 120^ 

2 a -\- 

2) Die doppelt sechsseitige Pyramide ist die Grundform der drei und ein- 
achsigen Krystalle. Die Grundfläche der Doppelpyramide ist ein regelmäfsiges Sechs- 
eck, dessen grofse Durchmesser die drei gleichen Nebenachsen 2b sind; die Haupt- 
achse 2 a steht im Mittelpunkte auf ihnen senkrecht und wird von ihnen halbiert. Es 
soll diejenige Doppelpyramide bestimmt werden, in welche sich eine Kugel einbe- 
schreiben läfst, die alle Kanten berührt. Von ihr sei die halbe Nebenachse b ge- 
geben. Man berechne 1) die halbe Hauptachse, 2) die an ihren Endpunkten zu- 
sammenstofsenden Endkanten, 3) den Inhalt und 4) die Oberfläche des Körpers, 
5) den Halbmesser der Kugel, die alle Seitendreiecke berührt; dann 6), 7) und 
8) die Winkel, welchen eine Endkante mit den übrigen an dem Endpunkte der Haupt- 
achse bildet; ferner 9) den Flächenwinkel an einer Seitenkante (einer Sechseckseite) 
und 10) den an einer Endkaute. 

Ergebnis. 4) -F = 11,61 895 fei — Alle Flächenwinkel dieser Doppel- 
pyramide müssen gleich grofs werden; sie betragen 126^52' IT'. 

3) Das Granatoeder. Die halben Eckenlinien eines Würfels sind Kanten von 
6 vierseitigen Pyramiden. Setzt man diese mit der Grundfläche an die Seitenflächen 
eines ebenso grofsen Würfels, so entsteht ein von zwölf (nicht 24) Ebenen begrenzter 
Körper, welcher Granatoeder heilst. Durch die Würfelkante a bestimme man In- 
halt und Oberfläche des Körpers, die Halbmesser der beiden einbeschriebenen Kugeln, 
von denen die eine die Flächen, die andere die Kanten berührt, endlich die Flächen- 
winkel des Körpers. (Für die Figur nehme man a = 4 cm.) 

Ergebnis. Die Kugel vom Halbmesser Qi = Vs aVö = 0,81 650« berührt 
die Kanten nicht in der Mitte. « = 120*^. 

4) Verlängert man die Achse eines geraden Prismas, welches auf einem regel- 
mäfsigen 2n-Eck steht und quadratische. Seitenflächen hat, über beide Endpunkte 
hinaus um gleich viel, und legt durch jeden der neuen Endpunkte bis zu den Seiten 
der ihm nächsten Grundfläche Ebenen, so entsteht eine zusammengesetzte Säule der 
n- und einachsigen Krystalle. Wie mufs sich die Hauptachse verhalten zu den 
zwischen den Seitenkanten des Prismas liegenden Nebenachsen, wenn sich dem 
Körper eine Kugel einbeschreiben lassen soll, die sämtliche Kanten berührt? Bei- 
spiele: 1) w = 2, 2)n = 3, 3) n = b, 

Ergebnis, g = V2 fsin J + -\\ wird bei 3) | = Vs (s + bVb) = 

1,77254. 

5) M., Aufgabe 642. 
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h) Archimedische Körper. 

6) Ein Körperstumpf hat als Grundfläche ein regelmäfsiges Sechseck von der 
Seite a, als Deckfläche ein regelmäfsiges Dreieck von der Seite a und als Seitenflächen 
abwechselnd Quadrate und gleichseitige Dreiecke von der Seite a. Man bestimme die 
Flächenwinkel (durch Kugeldreiecksrechnung) und den Inhalt dieses zusammen- 
gesetzten Körpers. Darauf bringe man unter der Grundfläche ebensolchen Körper- 
stumpf an, doch so, dafs an ein Quadrat ein Dreieck sich ansetzt. Dann entsteht ein 
Archimedischer Körper, weil seine Grenzflächen regelmäfsige Figuren zweierlei 
Art sind undl^alle seine Ecken übereinstimmen oder rückwärts stimmen. Es läfst sich 
eine Kugel um ihn beschreiben, sowie in ihm eine Kugel, die alle Kanten berührt. 

Ergebnis. Der Inhalt des ganzen Körpers ist J = ^/sK^ • a^ = 2,35 702a^ 
jeder seiner Flächenwinkel y = 125® 15' 52". 

7) Bei dem in der Aufgabe 12, 12, 10 behandelten Körper mache man die 
Grundfläche zur Deckfläche eines geraden achtseitigen Prismas, dessen Seitenflächen 
Quadrate mit der Seite a sind, und füge unter dessen Grundfläche ebensolchen Körper- 
stumpf umgekehrt in entsprechender Stellung an. Der entstandene Körper, welcher 
von 18 Quadraten und 8 gleichseitigen Dreiecken eingeschlossen wird, gehört, da ihn 
regelmäfsige Figuren zweierlei Art begrenzen und seine Ecken entweder überein- 
stimmen oder rückwärts stimmen, zu den Archimedischen Körpern. Man be- 
rechne den Halbmesser der einbeschriebenen Kugel, die alle Kanten berührt, den der 
umbeschriebenen Kugel und zeige, dafs er eine alle Flächen berührende Kugel nicht 
besitzt. Auch bestimme man seinen Inhalt. 

Ergebnis. ^i = a]/ 1 + V2K2 = 1, 30 656 a. 

J^ = (4 + 10/3 j/2) «3 3=^ 8, 714 045 a^ 

c) Ein Vierzehn flächner mit ungleichen Kanten. 

8) Eine Abstumpfung des regelmäfsigen Achtflächners. Man zeichne die 
alle Seitenflächen eines regelmäfsigen Achtflächners berührende Kugel, und lege 
durch die Punkte, in welchen sie seine Eckenlinien schneidet, Berührungsebenen. Nach 
Fortnahme der dadurch an den Ecken abgetrennten Stücke bleibt ein vierzehnseitiger 
Körper. Es soll, wenn der Halbmesser der einbeschriebenen Kugel = q gegeben ist, 
berechnet werden 1) die Gröfse der Kanten, 2) der Halbmesser der um die Seiten- 
flächen zu beschreibenden Kreise, 3) der Halbmesser der um den Körper zu be- 
schreibenden Kugel, 4) der Inhalt und 5) die Oberfläche des Körpers. (Die Vorzahlen 
sind auf 5 Bruchstellen auszurechnen.) [Die Figur, mit 7 cm langer Kante des Acht- 
flächners, bringt die Gestalt des Körpers klar zur Anschauung, wenn man das Zeichen- 
blatt in den Eckpunkten des Körpers fein durchsticht und auf der Rückseite nur die 
Kanten des Körpers nachzieht, mit Verstärkung der in den Vordergrund tretenden.] 
(Vergl. 16, 6, 10.) 

Ergebnis. 2) n = (K3 — \)q=: 0,73 20b q\ 3) r = ]/5 — 2]/3 • (> 

= 1,23 931 Q\ 5) F = 60 (2 — VI) q^ = 16,07 695 q\ 

9) Eine Abstumpfung des Würfels. Einem Würfel zeichne man die alle 
Seitenflächen berührende Kugel ein und lege an sie Berührungsebenen durch die 
Punkte, in welchen die Eckenlinien des Würfels aus ihr heraustreten. Nachdem die 
hierdurch an den Ecken abgeschnittenen Stücke vom Würfel weggenommen sind, 
bleibt ein vierzehnseitiger Körper. Es sollen, wenn der Halbmesser der einbeschrie- 
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benen Kugel = (>, gegeben ist, berechnet werden 1) die Länge der Kanten, 2) der 
Halbmesser der um die Seitenflächen zn beschreibenden Kreise, 3) der Halbmesser 
der Kugel, die sich um den Körper beschreiben läfst, 4) die Oberfläche und 5) der 
Inhalt des Körpers. (Die Vorzählen sind auf 5 Bruchstellen auszurechnen.) [Die 
Zeichnung, bei einem Wtlrfel von 6 cm langer Kante, wird gut und nahe genau, 
wenn man jede Würfelkante in drei gleiche Teile zerlegt und durch Verbinden der 
von einer £cke entfernteren Teilpunkte die abstumpfenden Ebenen darstellt. Nach 
Durchstechen der gefundenen Eckpunkte des zu bestimmenden Körpers werden auf 
der Rückseite des Zeichenblattes nur seine Kanten, mit Verstärkung der vorderen, 
nachgezogen.] [Vergleich 16, 6, 8), sowie 9) und 10).] 

Beide Aufgaben, 8) und 9), führen zu demselben Vierzehnflächner. 



d) Körper von der Gestalt eines Napfes. 

10) In einer Ellipse und in einer Hyperbel ist ein Halbmesser gezogen, dessen 
Endpunkt die Ordinate d hat. Der von diesem Halbmesser und der Halbachse a be- 
grenzte Ausschnitt beschreibt bei Umdrehung der Figur um die andere Achse einen 
Körper, dessen Inhalt durch den Gavallierischen Satz von den Querschnitten zu be- 
stimmen ist. Statt der Umdrehungsfigur kann ein dreiachsiges EUipsoid und ein ein- 
schaliges Hyperboloid genommen werden. Aus dem Ergebnis geht auch der Inhalt 
eines halben Ellipsoides hervor, und nun hat man aus ^/s Tiäbc den Inhalt des Aus- 
schnitts, welcher den Körper zum halben EUipspide ergänzt. 

Ergebnis. J = '^Isnabd^ unabhängig von der Halbachse c, also gleich für 
alle gleich hohen über derselben Grundellipse (oder gleich grofsen Ellipsen) mit 
sehr verschiedener dritter Halbachse c hergestellte EUipsoide und Hyperbolide. 
Der innerste dieser Körper ist ein volles halbes EUipsoid mit den Halbachsen a, h 
und d. Die ellipsoidisch gebogene Anfsenfläche der folgenden geht durch eine gerade 
Walzenfläche über in die hyperboloidische Anfsenfläche für die sich immer mehr aus- 
breitenden flachen Schalen, die alle mit jenen Näpfen von gleicher Gröfse sind 
(also zu ihrer Herstellung alle gleich viel Thon, Porzellan, erfordern würden.) — Für 
einen Ellipsoid-Ausschnitt erscheint ^Undbh und zeigt, wie die Abschnittshöhe h 
eine bestimmende Gröfse für den Ausschnitt werden konnte. 

11) In der Achse einer Parabel ist ein Punkt gegeben, dessen Ab- 
stand c vom Scheitel gröfser als der Parameter ist. Man soll durch den 
Punkt die Kreise beschreiben, welche die Parabel zu beiden Seiten der 
Achse in gleichliegenden Punkten berühren. (Man denke zunächst einen 
Kreis, welcher die Parabel noch schneidet, und führe am Ende der Be- 
stimmung der Abscissen der Schnittpunkte die im gegebenen Punkte stehende 
Ordinate d ein.) — Hierbei begrenzen die Ordinate d und die Bogen des 
Kreises und der Parabel bis zum Berührungspunkte auf jeder Seite von d 
ein dreieckiges Flächenstück, welches bei Umdrehung der Figur um die 
Parabelachse einen napf förmigen Körper beschreibt. Man soll den Inhalt 
dieser Körper durch ihre Grundfläche und Höhe mittels des Gavallierischen 
Satzes bestimmen. 

Ergebnis für beide ./ = ^knd^^ also von der Form J"= ^IsG'h. Statt 
des Punktes an einer Kegelspitze tritt bei diesen derselben Inhaltsformel unter- 
worfenen Körpern eine Kreislinie auf, in welcher als Rand die Aufsen- und die 
Innenfläche des Napfes sich berühren. Diese Näpfe erhalten darum denselben In- 
haltsausdruck wie eine Pyramide, weil auch bei ihnen die Querschnitte sich verhalten, 
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wie die Quadrate der Abstände von der zu einem Kreise gewordenen Spitze. — 
Beide verschieden gestaltete Körper haben dieselbe Grundfläche, gleiche Höhe und 
gleichen Inhalt; und dieser ist unabhängig von der Biegung der Parabel. 
Alle, auch von weit links her, um die Abscissenachse sich hinstreckenden Parabeln, 
welche durch die Endpunkte der Sehne 2d gehen, liefern gleiche Näpfe. Die aus 
unendlicher Ferne kommende Paraboloidfläche erscheint am Körper als Walzen- 
fläche und ist der Übergang zu den nach der andern Seite sich öffnenden Paraboloiden. 
Dieser Napf mit Walzenmantel giebt eine Bestätigung für den Inhaltsausdruck. Die 
letzte unter den hier möglichen Parabeln ist die mit 2p = d^ in welcher der eine Kreis 
der Krümmungskreis an ihrem Scheitel ist. (20, 5, 1.) Bei ihr zieht sich der 
Band des einen Napfes zum Punkt zusammen; und auch dieser ausgehöhlte Körper 
bestätigt die Formel. Alle diese Näpfe sind doppelt so grofs, wie eine Kugel 
von gleicher Höhe. 

Anmerkung. Man findet auch gleich hohe und gleich grofse Näpfe mit 
dem Inhaltsausdrucke eines Kegels, Vs nd^ • Ä, bei derselben Aufgabe für die Hyperbel 
oder die Ellipse. Bei der Hyperbel kann der Punkt auf der Nebenachse angenommen 
werden oder innerhalb eines Zweiges auf der Hauptachse in einem Scheitelabstande 
(c — a), der gröfser ist als der Parameter der Hyperbel; und unter derselben Be- 
dingung für (a — c) auf der grofsen Achse einer Ellipse, bei welcher die kleine Achse 
kleiner ist, als der Abstand der Brennpunkte. Die Entwicklung beider Teile der Auf- 
gabe ist aber bedeutend länger und mufs sehr aufmerksam durchgeführt werden. 
Dabei empfiehlt es sich, zunächst 'den Versuch mit dem besonderen Falle zu machen, 
wo der Mittelpunkt des Kegelschnitts der gegebene Punkt sein soll. — Viel einfacher, 
als diese Übertragung der Hauptaufgabe, ist die hier folgende Aufgabe. 

12) Auf der Nebenachse einer Hyperbel ist in der Entfernung c vom Mittelpunkte 
ein Punkt gegeben. Derselbe soll der Scheitel zweier entgegengesetzt liegenden Pa- 
rabeln werden, welche die Nebenachse als Achse haben und beide Zweige der Hyperbel 
beitlhren. (Man bestimme die Ordinate der Berührungspunkte und den Parameter 
jeder Parabel für sich, und denke zunächst oberhalb des Punktes eine Parabel, welche 
die Hyperbel noch schneidet. Am Ende der Entwicklung wird man ]/ c^ -{- b^ = h 
setzen.) — Hierbei begrenzen die durch den gegebenen Punkt in Richtung der 
Abscissenachse gehende halbe Hyperbelsehne d und die Bogen der Parabel und der 
Hyperbel auf jeder Seite von d ein dreieckiges Flächenstück, welches bei Umdrehung 
der Figur um die Nebenachse einen napf förmigen Körper beschreibt. Man soll den 
Inhalt dieser Körper durch ihre Grundfläche und Höhe ausdrücken. 

Es ergiebt sich die Ordinate der Berührungspunkte füi die obere Parabel 
f/^* = c-\^ h und für die nach unten geöffnete y^^ -=. c — ä = — {h — c), stets 
negativ, wie es sein mufs. Mittels des halben Asymptotenwinkels « wird der halbe 
Parameter bequem gezeichnet gemäfs p ^= y* ctg*«. Die beiden sehr verschieden 
aussehenden Körper sind gleich hoch und erfordern zu ihrer Darstellung gleich 
viel Stoff, J= ^Isnd^ 'h. Der Inhaltsausdruck mufs die Form ^IsG-^h erhalten, 
weil bei diesen Körpern, wie bei den Pyramiden, die Querschnitte sich verhalten wie 
die Quadrate der Abstände von der hier durch einen Kreis ersetzten Spitze. — Bei 
einem auf der Hauptachse innerhalb eines Hyperbelzweiges durch seine Abscisse c 
gegebenen Punkte kann nur eine die Hyperbel berührende Parabel auftreten. Der 
dort entstehende Napf hat den Inhalt J = Vs ^^* ' h- 



-©-^-<>- 



Digitized by 



Google 



Nachschlage- Verzeiehnis 

in Buchstabenordnung. 



Abend in der heifsen Zone 19, 12, 19. 

Abschnitt mit sehr kleiner Höhe bei einem 
Kreise 3, 11, 8 und 7, 21, 14; bei einer 
Kugel 15, 22, 15. 

Abstand im Schaubilde 8, 14, 3 und 15, Anm. 
Gebrauch des halben Abstandes 8, 16, 1, 
Anm. 

Abstandspunkt im Schaubilde 8, 14. 

Achse eiuer Walze 13, 3. Ein schiefer Kegel 
hat zwei Achsen 14, 9, Anm., der Winkel 
zwischen ihnen 14, 19, 13. A. zweier Ku- 
geln 15, 9 und 12. 

Achsenschnitt einer Walze 13, 7, eines Ke- 
gels 14, 6, 14, 8, 3. 

Achtflächner, regelmäfsiger, 16, 1, 3, b und 
16, 4. Abstumpfungen 16, 6, 10) und 12), 
auch 21, 7, 8. Ein anderer A. 16, 6, 11. 

Adler auf der Garnisonkirche in Potsdam, 
Grofse, 5, 5, 18. 

Andreaskirche, Höhe, 1, 9, 1; Entfernung 
von der Marienkirche 6, 5, 12. 

Archimedische Körper 21, 7, 6 und 7. 

Archimedischer Satz 15, 21. 

Asymptoten der Hyperbel 20, 5, 3, Anm. 

Atlas auf dem Rathausturme im Potsdam 

5, 5, 23. 

Bartholomäuskirche, Höhe, 5, 5, 21. Entfer- 
nung von der Dorotheenstädtischen Kirche 

6, 4, 2, 1). 

Belle- Alliance-Platz, Höhe der Viktoriasäule, 

5, 5, 14. 

Benennung, als Hilfsmittel zur Prüfung einer 

Gleichung auf Richtigkeit, 12, 11, unten. 

Berlin, Grundlage für einen Plan von Berlin, 

6, 4, 2. 

Berührung herzustellen an einer Hyperbel 

20, 6, 11 und 12. 
Berübrungsebene einer Walze 13, 4; eines 

Kegels 14, 5; einer Kugel 15, 8. 
Berührungskegel einer Kugel 15, 13. 
Bezeichnung der Flächen und Körper durch 

grofse Buchstaben 12, 11, unten. 



Bogen des Kreises von 1 m Durchmesser, 
1 mm lang, ist wie wenig länger als seine 
Sehne? 7, 21, 14. (Vgl. 1, 9, 4.) 

Bogenhalbmesser bei Figuren auf der Kugel- 
fläche 18, 11. B. des einem Kugeldreiecke 
einbeschriebenen Kreises 19, 8, Anm. 1, 
der des umbeschriebenen Kreises 19, 9. 

Brandenburger Thor, Höhe, 5, 5, 11 — 13. 

Breitenmafsstab im Schaubilde 8, 16. 

Brennpunkt einer Ellipse 13,40. 

Bruch. Satz von gleichen Brüchen 3, 10, 7. 

Bruchreihe, in 7, 3. Aufgaben mit unend- 
licher Br. 15, 22, 21; 14, 19, 15. 

Cardanische Formel 7, 16. Berechnung mit- 
tels Hilfs Winkel 7, 17—20. 
Cavallierischer Satz 15, 22, 28. 
Cylinder 13. 

Deckbarkeitssätze der dreiseitigen Ecken 

10, 17, der Kugeldreiecke 18, 9. 
Dodekaeder, regelmäfsiges, 16, 1, 3, e und 

21, 1. 
Doppelkegel 14, 14 und 15. 
Doppelt vierseitige Pyramide 21, 7, 1 ; d. 

sechsseitige 21, 7, 2. 
Doppelwurzel zu zerlegen in zwei einzelne 

Wurzeln 20, 1, hinter 9). 
Dorotheenstädtische Kirche, Höhe, 5, 5, 16. 

Entfernung von der Bartholomäuskirche 

6, 4, 2, 1). 

Dreieck, Flächeninhalt, 1, 7 und 5, 1, am 
Ende; das gleichschenklige 1, 8, 1; das 
rechtwinklige 1, 4. D. aus a : b, c, d, 
4, 4, Aufg. Die 4 Hauptaufgaben für das 
schiefwinklige Dreieck 5, 1 — 4. Das D. 
mit den Seitenlängen 13, 14, 15, 5, 4, Beisp. 
Verhältnis zweier Dreieckswinkel = 2:1, 
4, 1, Aufg, = 4 : 1, 7, 21, 4, = 4 : 3, 

7, 21, 5. 

Durchmesser der um- und einbeschriebenen 
Kreise bei Polardreiecken 19, 9, Anm. 
Zugeordnete D. der Ellipse oder Hyperbel 
20, 4, 2. 
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Ebene 8, 1, 2. Eine E. durch eine Gerade 
zu legen 8, 1, Erklärung. 

Ecke. Summe der Seitenwinkel 10, 10, der 
Flächenwinkel 10, 14 und 10, 18, 7. Deck- 
bare dreiseitige Ecken 10, 17. Zu drei 
Stücken einer dreiseitigen Ecke die übrigen 
zu zeichnen 10, 18. 

Eigengewicht des Goldes 11, 22, 2, des 
Granits 12, 11, Beisp. 

Elfeck, regelmäfsiges, 5, 6, 12. 

Ellipse, Mittelpunktsgleichung 13, 10, 3) und 
20, 2; Scheitelgleichung 20, 3 und 20, 4, 8. 
Inhalt 13, 13, 2. Ellipsenschnitt einer 
Walze 13, 10, eines Kegels 14, 10 und 
20, 1. Grundeigenschaften 20, 4. Zeich- 
nung 20, 5, 2. E. schönster Form 20, 5, 2. 
Halbmesser der Krümmung an den Schei- 
teln 20, 5, 2. 

Ellipsoid, Inhalt eines Umdrehungs-E. 15, 
22, 28, 2), eines dreiachsigen E. 21, 5, 2. 
Das kleinste E. um einen Würfel 20, 6, 13, 
dazu auch 14. Dreiachsiges E. 21, 5. 
Inhalt eines E.- Abschnitts 21, 5, 2, eines 
Ausschnitts 21, 5, 3, auch 21, 7, 10. 

Entfernungsbestimmungen, mittels Dreiecks 
5, 5, 1 — 5 ; aus Höhenunterschieden 5, 5, 29. 

Fehler, der wahrscheinliche, 6, 2, 1 unten; 
17, 5, 8. . 

Figur, die gröfste oder kleinste unter ab- 
hängigen Figuren, 17. Regeln 17, 5. 

Flächeninhalt eines Dreiecks und einer Raute 

1, 7. 

Flächenwinkel 9, 1. Summe der Fl. einer 

dreiseitigen Ecke 10, 14, einer wseitigen 

Ecke 10, 18, 7. 
Fluchtpunkt gerader Linien im Schaubilde 

8, 15, Zs. und 10, 19. Fl. der Schatten 

senkrechter Kanten 10, 20. 
Flüssigkeitsmafse 13, 14, 2. 
Funktionen der Winkel 1, 2; Logarithmen 

der Funktionen der Winkel mit Sekunden 

2, 2. Aufschlagen des Winkels zu einem 
Funktionswert 2, 3: 

Fufspunkt einer Geraden in einer Ebene 

8, 1, 3. 

Garnisonkirche in Potsdam, Höhe, 5, 5, 17 

und 18. 
Gerade Linien, Lage, 8, 1 
Gleichlaufende Gerade 8, 4 und 6; gl. Ebenen 

9, 10 und 10, 1. 
Gleichschenkliges Dreieck, Berechnung, 1, 

8, 1. 1 km hoch, 1, 9, 2. 
Gleichung. Prüfung einer Gl. auf Richtig- 
keit 1^, 11, unten. Lösung der reinen 
Gleichungen wten Grades 7, 13, der 
Gleichungen dritten Grades 7, 14—20. 
Gesetzmäfsige Form d. einfachen Gleichung 

3, Grades 7, 15, II. Gl. 3. Grades mit 
2 gleichen Wurzeln 7, 16, Anm. 1 und 



7, 18, Anm. 2. Ausscheiden der unbrauch- 
baren Wurzeln 7, 18, Anm. 1. 

Gleichungen mit Winkelfunktionen 3, 10; 
3, 11, 19—28. 

Glienicker Brücke 5, 5, 1, 

Goldwürfel aus 5 Milliarden Frank 11, 22, 2. 

Granatoeder 21, 7, H. 

Granitschale vor dem Museum im Lustgarten 
5, 5, 22. 

Gröfste unter abhängigen Figuren 17. 

Grunddreieck MOP in Berlin 6, 2, 1—3. 

Grundlinie, nordöstlich von Berlin, 6, 2, 1. 

Guldinsche Regel 14, 19, 11. 

Hauptaufgaben, die 4 für ebene Dreiecke 
5, 1—4; die 6 für Kugeldreiecke 19, 6—11. 

Hauptformeln für Sinus und Kosinus 3, 3; 
H. der Dreiecksrechnung 4, 1—4. 

Hauptkreise einer Kugel 15, 7, 1. 

Hauptpunkt im Schaubilde 8, 14. 

Havel, Breite beim Parke Babelsberg, 5, 5, 4. 

Havelsee, nördlich von der Glienicker brücke. 
Breite und Wölbungshöhe, 5, 5, 5. 

Hedwigskirche, Entfernung bis zur Johannes- 
kirche in Moabit, 6, 4, 2, 2). 

Heiligegeistkirche in Potsdam, Höhe, 5, 5, 20. 

Hexaeder 16, 1, 3, d. 

Hilfswinkel 3, 9. H. beim Kosinussatz 5, 3, 2 

Höhenbestimmungen, aus senkrechter Stj-ecke, 
5, 5, 6 und 7; von quer laufender Grund- 
linie aus 5, 5, 8—13. Die Standlinie selbst 
geht durch die Höhe 5, 5, 14 — 16; sie 
geht verlängert durch die ^öhe 5, 5, 17 
bis 21. H. aus ferner Grundlinie 5, 5, 
26—28. 

Höhenmafsstab im Schaubilde 8, 16. 

Hohlkegel 14, 14 und 15. 

Horizontlinie im Schaubilde 8, 14 und 15, 
Anm. Figur 81. 

Hyperbel, [14, 10, Anm.] Mittelpunkts- 
gleichung 20, 2; Scheitelgleichung 20, 3 
und 20, 4, 8. Gruudeigenschaften 20, 4. 
Zeichnung 20, 5, 3. Gleichseitige H. 20, 
5, 3. Halbmesser der Krümmung am 
Scheitel 20, 5, 2. 

Hyperboloid 21, 6, Anm. 

Ikosaäder 16, 1, 3, c und 21, 2. 

Inhalt eines Dreiecks 1, 7; 5, 1, am Ende; 
I. soll = ^/4 c* werden, 4, 2, Beisp. ; I. eines 
Kugeldreiecks 18, 13. I. eines Körpers, 
welchem eine alle Grenzflächen berührende 
Kugel einbeschrieben werden kann, 15, 20 
und 15, 22, 23. 

Johanneskirche in Moabit, Entfernung von 
der Hedwigskirche 6, 4, 2, 2), vom Kreuz- 
bergdenkmal 6, 5, 8. 

Kalkspat 11, 22, 8. 

Kappe 15, 15, Formel 13, dort Kugeln mit 

gleichen Kappen. Überschufs über die 

Grundfläche 15, 15, 3. 
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Karte von Berlin, Grundlage, 6, 4, 2. 

Kegel 14. Mantel 14, 12 (Formel 7 und 8); 
Inhalt 14, 13; gleichseitiger K. 14, 12, 1. 
Abgestumpfter K. 14, 16. Der Winkel 
zwischen beiden Achsen eines schiefen 
Kegels 14, 19, 13. Gröfsenverhältnis zu 
Kugel und Walze 15, 21; 15, 22, 2 und 3. 

Kegelschnitte 20, 1. Ihre Grundeigenschaften 
20, 4 

Kegelstumpf 14, 16. Mantel eines geraden 
K. 14, 17 (Formel 10 und 11), Inhalt 14, 
18. Gröfster K. bei 2ri = «, 7, 21, 12. 

Kellergrund fiir Herstellung eines Schau- 
bildes 10, 19. 

Kofunktionen 1, 3. 

Konigstädtische höhere Lehranstalten, Ab- 
stand des Turmes von dem der Marien- 
kirche, 6, 5, 10. 

Konjugierte Durchmesser der Ellipse oder 
der Hyperbel 20, 4, 2, unten. 

Körpermafs 11, 17. 

Kosinus, Erklärung, 1, 2; Wertveränderung 
mit dem Winkel 2, 1, 1. Abziehen der Se- 
kundenverbesserung 2. 2. Den gröfseren 
Logarithmus nehmen 2, 3, 4. Hauptformel 
3, 3. cos 3« 3, 6; cos 5« 3, 11, 12. 
Reihe für cosa; 7, 6; Beispielberechnung 
7, 6, 2 und 4. K. sehr kleiner Winkel 
7, 7, 1. cosa + «sin« 7, 10 und 11. 

Kosinussatz 4, 2; bei Kugeldreiecken für 
die Seiten 19, 3, für die Winkel 19, 4. 

Kotangens, Erklärung, 1, 2. Wertverände- 
rung mit dem Wiiütel 2, 1, 4. Abziehen 
der Sekundenverbesserung 2, 2. Den 
gröfseren Logarithmus zu nehmen 2, 
3,4. 

Kreis, de^^ einem Dreieck einbeschriebene 
liefert die Winkel, der umbeschriebene die 
Seiten, 5, 4; für Kugeldreiecke 19, 8, 
Anm. 1 und 19, 9. Halbmesser des ein- 
beschriebenen Kreises und die der anbe- 
schriebenen bei ebenen Dreiecken 5, 6, 14. 

Kreis, Darstellung eines wagerecht liegenden 
Kreises, 8, 16, 2. 

Kreisabschnitt 1, 8, 4; mit sehr kleiner 
Höhe 3, 11, 8 und 7, 21, 14. 

Kreisfläche, gleich einem Quadrate, 16, 6, 6. 

Kreisringe, bei Umdrehung einer Hyperbel 
mit ihren Asymptoten, 20, 5, 3, am Ende 
der Anm. 

Kreuzbergdenkmal, Höhe, 1, 9, 9. Entfer- 
nung vom Rathausturme 1, 9, 9 und 6, 

5, 9; von der Johanneskirche in Moabit 

6, 5, 8. 

Sich kreuzende Gerade 8, 1, 3; Abstand 

9, 19, 9. 
Krümmung der Kegelschnitte am Scheitel 

20, 5, 1 und 2. 
Krystalle 21, 7, 1—4. 
Kubische Gleichungen, Auflösung, 7, 14 — 20. 
Kubus 11, 6. 11, 18, 2, unten. 



Kugel 15; durch 4 Punkte bestimmt, 15, 4. 
Kugelfläche 15, 15, Formel 14; (unendlich 
grofser Halbmesser 15, 15 am Ende). 
Inhalt 15, 17, Formel 17. Inhalt^ der 
Körper mit einbeschriebener Kugel 1 5, 20 
und 15, 22, 23. Gröfsenverhältnis zu Kegel 
und Walze 15, 21, 15, 22, 2 und 3. Teilung 
in Abschnitte = p : q 7, 21, 9, 

Kugel des Atlas auf dem Rathausturme in 
Potsdam 5, 5, 23. 

Kugelabsclmitt, Oberfläche, 15, 15, 4; Inhalt 
15, 18 und 15, 22, 28, 1), auch 15, 19a 
und b. Flacher K. 15, 22, 15. K. soll 
= Kugel im andern Abschnitt werden 7, 
21, 8. 

Kugelausschnitt 15, 17, Formel 16. 

Kugeldreieck 18, 2 und 6; Winkelsumme 

18, 8. Inhalt 18, 13. 
Kugeldreiecksrechnung 19. 
Kugelkappe 15, 15, Formel 13. 
Kugelpyramide 18, 14, 2. 

Kugelschale mit paraboloidischem Mantel 

20, 6, ö. 
Kugelschicht 15, 19. 
Kugelzone 15, 16. 
Kugelzweieck 18, 3. Inhalt 18, 5. 

Linien, Lage gerader Linien, 8, 1. 
Lufthülle der Erde 15, 22, 1. 
Luisenstädtische Kirche 6, 3, 1. 

Mantel einer Walze 13, 1; Ausbreitung in 
eine Ebene 13, 11. M. einer geraden 
Kreis walze 13, 12, eines geraden Kegels 

14, 12 (Formel 7 und 8). Die bei drei- 
maligem Umlaufen kürzeste Linie auf dem 
Mantel eines geraden Kegelstumpfs 14, 

19, 14. Schneckenlinie 14, 19, 15. Mantel 
der Körper aus regelmäf^igen 2 n- Ecken 
bei Umdrehung um den kleinen Durch- 
messer 15, 15, 5. 

Marienkirche, Abstand von der Petrikirche 

6, 2, 1; vom Rathausturme 6, 5, 6; von 

der Andreaskirche 6, 5, 12. Höhe 6, 5, 

15 am Ende. 
Markuskirche, Entfernung des Turmes von 

dem der Marienkirche, 6, 5, 11. 
Mafs für Flächenwinkel 9, 4, Anm., für 

Körper 1 1, 17. Flüssigkeits- und Trocken- 

mafse 13, 14, 2 und 3. 
Messen der Höhe von Bauwerken 1, 6. 
Messen der Minuten eines Winkels 1, 5. 
Messen einer Strecke, Mittelwert, 17, 5, 8. 
Mefskette 1, 6. 
Mittelfläche in der Simponschen Regel 12, 

12, 11 und 12; in einer Kugelschicht 

15, 19. 

Mittelpunktsgleichung der Ellipse 13, 10, 3) 

und 20, 2; der Hyperbel 20, 2. 
Moivrescher Satz 7, 11; für Wurzehi 7, 12. 
Mollweidesche Formeln 4, 3. 
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Museum am Lustgarten in Berlin, Höhe, 
6, 5, 13. Schale vor dem Museum 5, 
5, 22. 

Napf 15, 22, 28, 2). 15, 22, 31. 21, 7, 

10—12. 
Nauener Thor in Potsdam, Höhe, 5, 5, 15. 
Nebenkreise auf einer Kugel 15, 7, 1. 
Neigungswinkel einer Geraden gegen eine 

Ebene 8, 9; N. eines Flächenwinkels 9, 1. 
Nepers Gleichungen 19, 1. 
Nepers Tangensformeln 19, 5. 
Neuneck, regelmäfsiges, 5, 6, 12. 
NeuRzehneck, regelmäfsiges, 5, 6, 12. 
Newtons Reihen für Sinus und Kosinus 7, 6. 
Nikolaikirche in Potsdam, Höhe, 5, ö, 8. 
Nivellierlatte 1, 6. 
Null durch Null 7, 3 und 4. 

Obelisk (Figur 86 zu 8, 17, 14), von Sans- 
souci 1, 6, 2, von Luxor, Beisp. zu 12, 11. 
0., ein besonderes Prismatoid, 12, 12, 11, 
Figur 135. 

ObeiSäche der Körper aus regelmäfsigen 
(2w -|- 1)-Ecken bei Umdrehung um die 
Höhe 15, 15, 6. Formel J= Vs Fo, 15, 
20 und 15, 22, 23. 

Oktaeder, regelmäfsiges, 16, 1, 3, b. 

Pappus 14, 19, 11 unten. 

Parabel [14, 10, Anm.]. Gleichung 20, 3 
und 20, 4, 8. Grundeigenschaft 20, 4, 5. 
Zeichnung 20, 5, 1. Durchmesser 20, 4, 1, 
Anm. 

Paraboloid 20, 6, 3 und 21, 6. Inhalt eines 
Abschnitts und einer Schicht 20, 6, 3 und 
21, 6, 2, nebst zweiter Hälfte der Anm. 

Parallelepipedon 11, 6, unten. 

Parameter eines Kegelschnitts 20, 4, 7. 

Parochialkirche, Entfernung von der Marien- 
kirche, 6, 2, 2, von der Petrikirche 6, 2, 3. 

Petrikirche, Höhe, 5, 5, 19. Entfernung vom 
Rathausturme 5, 5, 29 und 6, 5, 7, von 
der Marienkirche 6, 2, 1. 

Pfingstberg, Entfernung von Türmen in 
Berlin, 5, 5, 2. 

TT für 1800 2, 7, Anm. 

Plan von Berlin, Grundlage, 6, 4, 2. 

Planzeichnung in gegebenem Mafsstabe, Vw 
der wirklichen Gröfse, 6, 2, 3, Anm.; 6, 
4, 2. 

Pole gleichlaufender Kugelschnittkreise 15, 
3,4. 

Polardreiecke 18, 7. Der Durchmesser des 
• dem einen umbeschriebenen und der des 
dem andern einbeschriebenen Kreises be- 
tragen zusammen 180^, 19, 9, Anm. 

Polarecken 10, 12. 

Pothenotsche Aufgabe 6, 3, unten. 

Prisma 11; Inhalt 11, 21. Zerlegung eines 
dreiseitigen Prismas in 3 Pyramiden 12, 6. 

Martus, Baumlehre. 2. 



Schief abgeschnittenes dreiseitiges Pr. 12, 
12, 8. Stehende und hängende Prismen 
12, 5 und 15, 22, 28. 

Prismatischer Raum 10, 4. 

Prismatoid 12, 12, 11. 

Projektion, 8, 8, unten. 

Prüfung einer Gleichung auf Richtigkeit 
durch die Benennung der Glieder 12, 11, 
unten. 

Pyramide 12. Eine gerade P. 12, 2, 1—3. 
Querschnitte 12, 3 und 4. Inhalt 12, 8. 
Die gröfste ägyptische P. 12, 12, 1. 
Schwerpunkt 12, 12, 7. Halbierung einer 
auf einer Raute stehenden P. von einer 
Grundkante aus 12, 12, 9. Doppelt vier- 
seitige P. 21, 7, 1; doppelt sechsseitige 
21, 7, 2. 

Pyramidenstumpf 12, 9. Inhalt 12, 11, auch 
12, 10. 

Quader 11, 6. Gröfsenverhältnisse 11, 13 
bis 16. Inhalt 11, 18. 

Quadratwurzel aus 2, Ziffernfolge, 5. 3, 1 
unter Berechnung. Q. aus einer Summe 
mit Wurzel, zu zerlegen in die Summe 
zweier einzelnen Wurzeln, 21, 1, hinter 9). 

Quadratzahlen, Summe, 15, 22, 28 unten. 

Rathausturm in Berlin, Entfernung von der 
Petrikirche 5, 5, 29 und 6, 5, 7, von der 
Marienkirche 6, 5, 6, vom Kreuzberg- 
denkmal 1, 9, 9 und 6, 5, 9. Höhe 6, 

5, 15. 

Rathausturm in Potsdam, Höhe, 5, 5, 25. 
• Durchmesser der Kugel des Atlas 5, 5, 23. 

Raute, Inhalt, 1, 7, Zs. 

Rautenprisma 11, 6. Verwandlung in einen 
Quader 11, 11. Halbierung durch eine 
Kantenebene 11, 12. Inhalt 11, 19. 

Rechteck schönster Form 16, 3, 2. 

Rechtwinkliges Dreieck, Berechnung, 1, 4; 
das mit den Seiten 3, 4, 5 2, 9, 3. 

Regelmäfsige Körper 16. 

Reihen. Restreihe 14, 19, 1; Bruchreihe 
14, 19, 15; 15, 22, 21. Summe der Qua- 
dratzahlen 15, 22, 28, unten. 

Reihen nach steigenden Potenzen von x, 
Lehrsätze, 7, 1 und 2. 

Restreihe, Aufgabe, 14, 19, 1. 

Rhomboeder 11, 22, 8. 

Richtlinie der Parabel, der Ellipse oder der 
Hyperbel 20, 4, 5 und 6. 

Ring (15, 22, 22), beschrieben von einer 
Sichel mit Kreis- und Parabelbogen, 20, 

6, 4. 

Ringförmige Körper 14, 19, 7 und 8, haupt- 
sächlich 11, e — g und weiter. 

Rückwärts stimmend 10, 15. Rückwärts 
stimmende Kugeldreiecke haben gleichen 
Flächeninhalt 18, 10. 

17 
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Sakrower Kirche 5, 5, 1. 

Satz von gleichen Brächen 3, 10, 7. 

Schale vor dem Museum im Lustgarten 5, 
5, 22. 

Schatten an Eörperflächen 10, 20, Anm. 2. 
An der Wand der Seh. einer Lampenglocke 
20, 6, 2. 

Schauhildherstellung nach 3 Lehrsätzen 8, 5. 
Aufgaben 8, 17, 13—19; 10, 19, 1— ö. 

Scheitelecken 10, 15. 

Scheitelgleichungen der Kegelschnitte 20, 3; 
ihre Ableitung aus der Mittelpunktsglei- 
chung für Ellipse und Hyperbel 20, 4, 8. 

Schicht einer Kugel 15, 19, eines Parabo- 
loides 20, 6, 3 und 21, 6, 3. 

Schillerplatz, Höhe der Türme, 5, 5, 10. 

Schlagschatten 10, 20. 

Schlofs in Berlin, Länge, 5, 5, 3; Höhe 5, 
5, 9 und 26. 

Schlofskuppel, Höhe, 5, 5, 9. Umgang unter 
■ der Schi. 5, 5, 28. 

Schneckenlinie mit 3 Windungen 14, 19, 14, 
mit unzähligen Windungen 14, 19, 15. 

Schnittkreis einer Kugel 15, 3, zweier Ku- 
geln 15, 9. 

Schraubenlinie 13, 14, 5. 

Schreibweise der Potenzen der Winkelfunk- 
tionen 3, 1, unten; bei Logarithmen ne- 
gativer Funktionswerte die Marke n 2, 4. 

Schwerpunkt einer dreiseitigen Pyramide 
12, 12, 7. 

Sehne, sehr wenig kleiner, als ihr 1 mm 
grofser Bogen bei d = Im, 7, 21, 14. 

Sehnenschnitt einer Walze 13, 6, eines Ke- 
gels 14, 6. 

Sehnenviereck, Bestimmung der Winkel aus 
den 4 Seiten, 6, 1. Inhalt 6, 1, Anm. 1. 

Seitenlinie einer Walze 13, 2, eines Kegels 

14, 2, 14, 7 und 8. 

Senkrechte auf eine Ebene zu fällen 8, 17, 4. 
Siebeneck, regelmäfsiges, 5, 3, 1, Beispiel. 
Siebzehneck, regelmäfsiges, 5, 6, 12. 
Simpsonsche Regel 12, 12, 11, am Ende. 
Körper, welche ihr entsprechen, 12, 12, 12, 

15, 19, Anm., 15, 22, 30. Grenze 15, 22, 
30, unten. 

Sinus, Erklärung, 1, 2. Wertveränderung 
mit dem Winkel 2, 1, 2. Hauptformel 
3, 3. sin 3« 3, 6; sin 5 « 3, 11, 12. 

^^ == 1, 7, 5. Reihe für sin x 7, 6; 

Beispielberechnung 7, 6, 1 und 3. S. sehr 

kleiner Winkel 7, 7, 2. 
Sinussatz 4, 1, für Kugeldreiecke 19, 2. 
Snelliussche Aufgabe 6, 3. Beispiele 6, 5, 

10—15. 
Sonne. Dauer des Durchgehens durch den 

Mittagskreis 19, 12, 15. Untergang in 

Nordwest 19, 12, 11. Das Aufgehen der 

S., vom Ostpunkte an, 19, 12, 20. Dauer 

des Untergehens 19, 12, 22. 



Sonnenstrahlpunkt im Schaubilde 10, 20. 

Sophienkirche 6, 3, 2. 

Sphärische Trigonometrie 19. 

Standlinie, nordöstlich von Berlin, 6, 2, 1; 

mitten in Berlin, 6, 4, 1. 
Standpunkts-Bestimmung durch Bogen, die 

sich nahezu rechtwinklig schneiden, 6, 3, 

Anm. 
Stereometrie 8, Überschrift. 
Stemzeit in mittlere Zeit zu verwandeln, 

unter 19, 12, 21. 
Symmetrisch 10, 17, unten. 
Synagoge in der Oranienburger Strafse, Höhe, , 

5, 6, 24. Höhe der Nebentürme 5, 5, 27. 

Tageshelle an einem Tage nach der Polar- 
nacht 19, 12, 21. 

Tangens, Erklärung, 1, 2. Wertveränderung 
mit dem Winkel 2, 1, 3. T. sehr kleiner 
Winkel 7, 7, 2. 

Tangenssatz 4, 4. 

Tausendeck, regelmäfsiges, 7, 21, 13. 

Teich, Wölbung des Wasserspiegels, 15, 
22, 15. 

Teilungspunkt für Breite oder Tiefe im 
Schaubilde 10, 19. 

Tetraeder, regelmäfsiges, 16, 1, 3, a. 

Theodolit 1, 6. Sein Mittelpunkt 5, 5, 24 
unten. Messung von Grundwinkeln 6, 2, 
1 unten. 

Thor, das Brandenburger Thor in Berlin, 
5, 5, 11 — 13; das Nauener Thor in Pots- 
dam 5, 5, 15. 

Trigonometrie 1. Sphärische Tr. 19. 

Trockenmafse 13, 14, 3. 

Türme auf dem Schillerplatze in Berlin, 
Höhe, 5, 5, 10. 

Turmspitze (in romanischem Stile) 12, 12, 13. 

Umdrehungs-Ellipsoid, Inhalt, 15, 22, 28, 2). 

Umdrehungskörper 14, 19, 7—12; mit glei- 
chen Mänteln 15, 15, 5, mit gleichen 
Oberflächen 15, 15, 6. Bei Umdrehung 
eines regelm. 2 n -Ecks um den kleinen 
Durchmesser wird die Oberfläche gröfser, 
als bei Umdrehung um den grofsen Durch- 
messer, 15, 15, 6, Anm. 

Umfang des Dreiecks 5, 6, 15. 

Universitätsgebäude in Berlin, Höhe, 1, 6, 1; 
5, 5, 6. 

Vernier 1, 5. 

Vertikal, der erste, 19, 12, 16 unten. 

Vieleck, regelmäfsiges, 1, 8, 3. Hunderteck 
1, 9, 7. Tauseudeck 7, 21, 13. Zeich- 
nung der Seite des einbeschriebenen regel- 
mäfsigen V., Beisp. zu 5, 3 und 5, 6, 12. 

Viereck, das gleichseitige, 1, 8, 2; gleich- 
schenkliges V. aus 2 a, 2ß und e 4, 3, 
Aufg. Die Winkel eines Sehnenvierecks 
zu berechnen 6, 1. Aus einer Seite und 
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den Teilen der anliegenden Winkel die 
Gegenseite zu berechnen 6, 2. Y. aus a, 
h, c, d, so dafs ^ah = ^cd wird, 6, 5, 1. 
Andere Aufgaben 6, 5, 2 — 4. 

Vierflächner, regelmäfsiger, 16, l, 3, a, 16, 5. 
Daraus Doppelpyramide 16, 6, 7. Kern- 
körper 16, 6, 8. Abstumpfung 16, 6, 11. 

Vierzehnflächner 1) 16, 6, 9 und 10; 2) 16, 
6, 12; 3) l6, 6, 13; 4) 21, 7, 8 und 9. 

Viktoria auf dem Brandenburger Thor 5, 5, 

12. Viktoriasäule auf dem Belle-AUiance- 
Platz 5, 5, 14. 

Wahrscheinlicher Fehler 6, 2, 1 unten, 17, 

5, 8. 
Walze 13. Inhalt 13, 13. Gröfsenverhältnis 

zu Kegel und Kugel 15, 21, 15, 22, 2 

und 3. 
Wechselschnitt durch eine schiefe Walze 

13, 9; W. eines schiefen Kegels 14, 9. 
Wellige Fläche 14, 19, 1. 
Werdersche Kirche, Höhe, 6, 5, 14. ^ 
Windmühlenberg bei Potsdam, Höhe, 5, 5, 7. 
Winkel, Messung bis auf Minuten genau, 1,5; 

Messung von Grundwinkeln 6, 2, 1 unten. 
Aufschlagen der Funktionen stumpfer Win- 
kel 2, 4. Negative Winkel 2, 6. Hilfs- 
winkel 3, 9; 5, 3, 2. 

Winkel des Dreiecks aus den 3 Seiten zu 
berechnen 5, 4; 5, 6, 13 (dazu 5, 6, 8); 
für 'Kugeldreiecke 19, 8. 

Winkel mit gleichgerichteten Schenkeln 8, 7; 
ihre Ebenen 9, 12. 

Winkelfunktionen, Erklärung, 1, 2. Werte 



2, 1; bei Winkeln mit Sekunden 2, 2. 
Aufschlagen des Winkels zu einem Funk- 
tionswert 2, 3. Ein Funktionswert gehört 
mehr als einem Winkel 2, 7. Die W. 
von 45^ 60«, HO« 2, 8, von 18« und 36« 
3, 11, 1 ; 3, 11, 12. Bestimmungsgleichungen 

3, 10. 

Winkelüberschufs bei Kugeld^eiecken 18, 
13. 

Wölbungshöhe eines Wasserspiegels, Havel- 
see 5, 5, 5, von einem kreisrunden Teiche 
15 22 15. 

Würfel 11, 6, 16, 3; aus Gold 11, 22, 2. 
Zerlegung nach (a + b)^ 11, 22, 1. Ober- 
. fläche und Inhalt anzugeben durch die 
Eckenlinie e 11, 22, 3. Abstumpfungen 
16, 6, 9) und 13), auch 21, 7, 9. 

Wurzel, die wte W. aus jeder Zahl hat n 
Werte 7, 13. Zusammenhang der W. einer 
Gleichung 3. Grades mit deren Vorzahlen 
7,14. 

Zeit: Sternzeit in mittlere Zeit zu verwan- 
deln, unter 19, 12, 21. 

Zone 15, 16. 

Zugeordnete Durchmesser einer Ellipse oder 
Hyperbel 20, 4, 2. 

Zusammengesetzte Zahl, Erklärung, 7, 8; 
Lehrsatz 7, 9. 

Zwanzigflächner 16, I, 3, c, 21, 2. 

Zweieck auf der Kugelfläche 18, 3. Inhalt 
18, 5. 

Zwölfflächner, regelmäfsiger, 16, 1, 3, e, 
21, 1; Z., von Rauten begrenzt, 21, 7, 3. 
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Zusammenstellung 

der 

Formeln aus der Körperlehre. 

Prisma J" = G 'h. 
Pyramide J= ^hGh, 
Pyramidenstumpf J = ^/sä • (ö + YGD + D), 
Mantel einer geraden Walze M-= 27irh, 
Inhalt einer Walze J = itr^h, 
Mantel eines geraden Kegels Jf = ixrs = 27tQh, 
Inhalt eines Kegels J= ^knr^h. 
Mantel eines geraden Kegelstumpfs M= 7r(r + rj) • 5 = 2n:Qh. 
Inhalt eines Kegelstumpfs J = Vs* • (r^ + rri + ri^). 
Kappe = 2Tirh = ns^, 
Kugelfläche =* nd^ = 4:7tr\ 
Zone = 27trh, 
Kugelausschnitt S = ^/s Ttr^h = ^/a Tts^r, 
Kugel = */8 7rr* = V6^c^^ 
Kugelabschnitt J. = Vsttä^ • (3r — A). 
Inhalt eines Körpers, welchem eine alle Grenzflächen berührende Kugel 
einbeschrieben werden kann, J^= ^IsFq. 

Inhalt eines Kugelzweiecks Z = ötto ^^^* 

Inhalt eines Kugeldreiecks A = öttö ^^*- (Winkelüberschufs 2«.) 



Da die Formeln der Dreiecksrechnung, besonders die über Winkelfanktionen, 
nur durch wiederholtes Entwickeln sicher zu merken sind, suche man sie 
an der Stelle ihrer Herleitung im Buche auf. 



*^l'O ^B>0+-^ 



Druck von Yelhagen A Klasing in Bielefeld. 
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Prisma. 

1) Eine Mauer, welche 40 m lang, 3 m hoch und 0,3 m dick werden soll, ist ans 
Steinen aufzuhauen, welche 20 cm lang, 10 cm hreit und 6 cm dick sind. Wieviele 
Steine sind anzufahren? 

2) Auf einem Rechteck mit den Seiten a und h soll ein Quader entstehen, welcher 
gleichen Inhalt hat mit einem Würfel von der Kante c. Wie hoch mufs derselbe wer- 
den? und um wieviel wird seine Oberfläche gröfser als die des Würfels? Beispiele: 

1) a = 12, ft = 2, c = 6 m. 2) a = 18, ft = 4, c = 12 m. 

3) Auf einem rechtwinkligen Dreiecke, bei welchem die kleinen Seiten 28 und 
45 cm lang sind, steht ein gerades Prisma, dessen Höhe dem Umfange des Grund- 
dreiecks gleich ist. Wie grofs ist der Inhalt und die Oberfläche dieses Prismas? 

p:rg:ebnis. «7^= 79 380 ccm, JP= 17136 qcm. 

4) Ein Quader hat die Grundkanten a und h und die Seitenkanten von der 
Länge c. Wie grofs sind sein Inhalt, seine Oberfläche, seine Eckenlinien und deren 
Neigungswinkel gegen die Grundebene? Beispiele: 1) a = 2, 6 = 3, c = 6 cm; 

2) 8, 9 und 12 cm; 3) 3, 4 und 12; 4) 6, 9, 2. 5) 1, 8, 4; 6) 4, 7, 4. 7) 5, 14, 2; 
8) 10, 11, 2. 9) 8, 19, 4; 10) 13, 16, 4 cm. 

Ergebnis. Es ist der Neigungswinkel bei 1) 58^ 59' 45", bei 2) 44® 54' 0", 

3) 67" 22' 48", 4) 10" 28' 33", bei 5) und 6) 26" 23' 17", bei 7) und 8) 7" 39' 44", 
bei 9) und 10) 10" 58' 50". 

5) Ein Würfel mit der Kante a ist durch eine der Grundfläche gleichlaufende 
Ebene mitten durchgeschnitten. Wie grofs ist bei einem der erhaltenen Quader die 
Oberfläche, jede Eckenlinie und unter wie grofsen Winkeln schneidet eine Eckenlinie 
die beiden folgenden? 

Ergebnis. Die Schnittwinkel sind 83" 37' 17" und 38" 56' 33". 

6) Wie grofs sind die Kante, die Oberfläche und der Inhalt eines Würfels, dessen 
Eckenlinie ein Meter lang ist? (Bis auf Tausendstel des Metermafses anzugeben.) 
Wieviel solche Würfel geben 1 cbm? 

Ergebnis. 3 K3 = 6,196 solche Würfel geben 1 cbm. 

7) Das Eigengewicht des Bleies ist 11,35, das des Aluminiums nur 2,56. Wie 
grofs wird die Kante von 4 einander gleichen Würfeln aus Aluminium, die zusammen 
so viel wiegen sollen, wie ein bleierner Würfel mit 3 cm langer Kante? 

Ergebnis. Die Kanten der 4 Würfel werden noch um 1 mm länger als die des 
bleiernen Würfels. 

8) Aus p = 223,4 g Blei vom Eigengewichte s = 11,35 soll ein Würfel ge- 
gossen werden. Wie grofs ist die Kante des Holzwürfels zu nehmen, der zum Her- 
stellen der Thonform für den Gufs dienen soll? Zweites Beispiel: p =^ 138,1. 



9) Auf einem gleichseitigen Vierecke mit den Eckenlinien d und e steht ein 
gerades Prisma von der Höhe h. Man bestimme seinen Inhalt, seine Oberfläche und 
die Neigungswinkel seiner Eckenlinien gegen die Grundebene. Beispiele: 1) rf = 4, 
€ = 4,2, Ä = 5 cm; 2) d = 5,6, e = 9, A = 10 cm. 

Ergebnis. F = de -{- 2hV~¥~+T\ 

1. e7 = 42 ccm, F = 74,8 qcm, rf = 51" 20' 25", € = 49" 58' 12". 

2,J= 252 ccm, F = 262,4 qcm, dz= 60" 45' 4"^ e = 48" 0' 46", 
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10) Ein gerades Prisma von 8 cm Höhe steht auf einem geraden Trapeze mit 
den Hanptseiten von 14 und 4 cm und den Nebenseiten von 13 cm. Man berechne 
den Inhalt, die Oberfläche, die Eckenlinien des Prismas und deren Neigungswinkel 
gegen die Grundebene. [Für die gegebenen Gröfsen sollen bei dieser Aufgabe nicht 
Buchstaben a, b, c eingeführt werden.] 

Ergebnis, J = 864 ccm, F = 568 qcm, c = 17 cm, e = 28^ 4' 20" 
(oder 21"). 

11) Zwei rechtwinklige Dreiecke, worin die kleinen Seiten bei dem einen 13 und 
16 cm, bei dem andern 19 und 8 cm lang sind, werden mit ihren gleichen gröfsten 
Seiten an einander geschoben, so dafs die zuerst angegebenen Seiten der beiden recht- 
winkligen Dreiecke zusammenstofsen. Über dem Vierecke wird ein 4 cm hohes gerades 
Prisma errichtet. Man berechne Inhalt und Oberfläche und die Eckenlinie des Körpers, 
welche ausgeht von einem Eckpunkte der Grundfläche, der nicht die Spitze eines 
rechten Winkels ist. Wie grofs sind der Neigungswinkel dieser Eckenlinie gegen die 
Grundfläche und die beiden unbekannten Winkel des Grund Vierecks? Zweites 
Beispiel: 15 und 30 cm, 6 und 33 cm, ä = 10 cm. 

Ergebnis. Neigungswinkel bei 1) 10^ 58' 50", bei 2) 16" 36' 6". Der gröfste 
Winkel des Vierecks bei 1) 106« 15' 35", bei 2) 143® 7' 48". 



12) Auf einem gleichseitigen Dreiecke mit der Seite a steht ein gerades Prisma, 
dessen Höhe gleich der Höhe des Grunddreiecks ist. Inhalt und Oberfläche dieses 
Prismas sind zu bestimmen, -^eispiel: a = 2 cm. 

Ergebnis. jP = 2 K3 • a^ = 13,856 qcm. 

13) In einem Quadrate mit der Seite a, welches die Grundfläche eines Würfels 
werden soll, verbinde man die Halbierungspunkte zweier zusammenstofsenden Seiten 
mit einander und mit dem der Verbindungslinie fernsten Eckpunkte des Quadrates. 
Wieviel lassen diese abschneidenden Verbindungslinien vom Quadrate übrig? und wie 
grofs ist der Inhalt und die Oberfläche des auf dem übrig behaltenen Dreiecke stehen- 
den geraden Prismas, welches bis zur Deckfläche des Würfels reicht? 

Ergebnis. F = ^U + Kö + Vs V2) a^ = 3,693 a^ 

14) Von zwei Würfeln mit den Kanten a wird der eine durch die beiden auf der 
Grundfläche senkrechten Kantenebenen in vier dreiseitige Prismen zerlegt. Jedes 
derselben wird mit seiner quadratischen Fläche an ein Seitenquadrat des andern Wür- 
fels angesetzt. Welche Gestalt erhält die Grundfläche des ganzen Körpers? Wie grofs 
ist sein Inhalt und seine Oberfläche und unter wie grofsem Neigungswinkel steigt eine 
Kantenebene an, welche von einer Grundkante nach der gegenüberliegenden der Deck- 
fläche hinaufgeht? (Man zeichne nur die Grundfläche.) 

Ergebnis. F = 9,657 a^; « = 35« 15' 52". 

15) Ein Prisma mit quadratischen Seitenflächen hat zur Grundfläche ein regel- 
mäfsiges Sechseck mit der Seite a. Wie grofs sind der Inhalt, die Oberfläche und die 
drei Eckenlinien des Körpers, welche von einem Eckpunkte ausgehen, und wie grofs 
sind deren Neigungswinkel gegen die Grundfläche? 

Ergebnis. « = 26« 33' 54", ß = y= 30«. 

16) Auf einem Dreiecke mit den Seiten a, h und c steht ein Prisma, dessen Höhe 
gleich dem Halbmesser q des dem Grunddreiecke einbeschriebenen Kreises ist. Wel- 
chen Inhalt hat dasselbe? 

Ergebnis. J"= (ß—a) {s — b) (s— c). 
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17) Ein gerades dreiseitiges Prisma mit lauter gleichen Kanten soll mit einem 
Würfel von der Kante a gleichen Inhalt haben, und ein ebenso gestaltetes gleiche 
Oberfläche mit dem Würfel. Man berechne die Länge der Kanten dieser beiden Prismen. 

Ergebnis, x = 1,3218 a, j/ = 1,2458 a. 



18) Auf einem regelmäfsigen Achtecke von a = 22 cm Seite steht ein 
h = 42,79 cm hohes gerades Prisma. Wie grofs sind dessen Inhalt und Oberfläche? 

19) Auf einem regelmäfsigen Fünfecke von 20 cm Seite soll ein gerades Prisma 
entstehen, dessen Oberfläche ein Quadratmeter grofs wird. Wieviel bleibt für den 
Mantel und wie grofs wird die Höhe und der Inhalt des Prismas? 

Ergebnis. ,7"= 59 347 ccm. 

20) Auf einem regelmäfsigen w-Eck, welches um den Kreis mit dem Halbmesser 
^ = i/a m zu beschreiben ist, soll ein gerades Prisma stehen, dessen Inhalt e7" = 1 cbm 
beträgt. Wieviel Quadratmeter bekommt sein Mantel? Wie hoch wird das Prisma, 
wenn das Vieleck 9 oder 12 oder 24 oder 100 Seiten hat? (Probe mit n = 4.) 

Ergebnis. Es wird h bei 1) 1,2211 m, 2) 1,244, 3) 1,266, 4) 1,2728 m. 



21) Ein Würfel mit der Kante a wird durch eine der Vorderfläche gleichlaufende 
Ebene halbiert. Die vordere Hälfte wird herumgedreht und mit der schmalen Seite 
mitten gegen die hintere Hälfte gestellt. Jeder der rechts und links entstandenen 
Winkelräume wird ausgefüllt mittels eines hineinpassenden dreiseitigen Prismas. Wie 
grofs sind Inhalt und Oberfläche des ganzen sechsseitigen Prismas und jeder der beiden 
gröfsten Winkel der Grundfläche? (Nur die Grundfigur ist zu zeichnen.) 

Ergebnis. F = 7,06 155 a^ 165« 57' 50". 

22) Ein Würfel mit der Kante a wird durch drei einer Seitenfläche gleichlaufende 
Ebenen in vier gleiche Quader zerlegt. Diese Platten werden mit den Kanten a so 
an einander gestellt, dafs die inneren Grundkanten ein Quadrat von der Seite a bilden. 
Die aufsen entstandenen Winkelräume werden durch hineinpassende dreiseitige Prismen, 
sowie auch das Innere des Körpers ausgefüllt. Wie grofs ist Inhalt und Oberfläche 
des ganzen achtseitigen Prismas? Wie lang sind die beiden Höhen des Grundachtecks 
und wie grofs folglich der Neigungswinkel gegen die Grundfläche von der Kantenebene, 
welche von einer grofsen oder einer kleinen Grundkante zur gegenüberliegenden der 
Deckfläche aufsteigt? (Nur die Grundfigur ist zu zeichnen.) 

Ergebnis. F= 9,664 a^ « = 33Ml' 24", /? = 29« 29'48". 

23) Die Platten der vorhergehenden Aufgabe werden so zusammengestellt, dafs 
die kleinen Grundkanten ^U a im Innern ein Quadrat bilden. Dieselben Fragen 
sind zu beantworten. 

Ergebnis. F = 12,782 a\ a = 23« 57' 46", ß = 29« 29' 48". 

24) Ein Würfel mit der Kante a wird durch zwei einer Seitenfläche gleichlaufende 
Ebenen in drei gleiche Quader zerlegt. Diese werden mit ihren Kanten von der Länge a 
so an einander gestellt, dafs die inneren Grundkanten a ein gleichseitiges Dreieck 
bilden. Die aufsen entstandenen Winkelräume werden durch hineinpassende drei- 
seitige Prismen, sowie auch das Innere des Körpers ausgefüllt. Wie grofs ist Inhalt 
und Oberfläche des ganzen sechsseitigen Prismas? Wie lang ist die Höhe im Grund- 
sechseck und wie grofs folglich der Neigungswinkel der Kantenebene, welche von 
einer Seite der Grundfläche nach der gegenüberliegenden der Deckfläche hinaufgeht? 

Ergebnis. Zwei ungleiche Seitenflächen sind zusammen so grofs wie das Grund- 
sechseck. jP = 5 (1 -f VsKS) a^ = 7,887 a^; « = 36« 12' 21^ 
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25) Die drei Platten der vorhergehenden Aufgabe werden so zusammengestellt, 
dafs die kurzen Grundkanten Vs « ein gleichseitiges Dreieck bilden. Wie lauten 
nun die 4 Antworten? _ 

Ergebnis. J = (l + V9K3)a^ = 2,347a^ jP= (3+^ V9K3)a2 = 10,890 a-; 
h = (3/2 -\- VeKB) a = 1,789 a, « = 29^ 12' 30". 



Pyramide. 

26) Bei einer Turmspitze, deren Grundfläche ein regelmäfsiges Sechseck mit 
4,6 m langen Seiten ist, hat jede Seitenkante 26,5 m Länge. Was kostet ihre Schiefer- 
deckung, wenn das Quadratmeter mit 8 M. berechnet wird? und wie grofs ist. der 
Neigungswinkel jeder Seitenkante gegen die Grundfläche? — - Zweites Beispiel: 
Grundseite 5,4 m, Seitenkante 36,5 m. 

Ergebnis. 1) 2914,56 M., « = 80« 0' 13" ; 2) 4717,44 M., a = 81« 29' 32". 

27) Auf einem Quadrate mit der Seite a steht eine gerade Pyramide, bei welcher 
jedes Seitendreieck die Höhe b hat. Wie grofs sind die Oberfläche, der Inhalt und die 
Neigungswinkel der Seitendreiecke und der Seitenkanten gegen die Grundebene? 
Beispiele: l)a = 14, 6 = 25 cm; 2) « = 32, 6 = 65 cm; 3) a = 40, 6 = 101 cm. 

Ergebnis. 1) a = 73« 44' 23", ß = 67« 35' 6"; 2) « = 75« 45' 0", 
ß = 70« 14' 37" ; 3) a = 78« 34' 44", ß = 74« 3' 20". 

28) Auf einein Quadrate mit der Seite a steht eine gerade Pyramide mit den 
Seitenkanten b. Man berechne die Oberfläche, den Inhalt und die Neigungswinkel der 
Seitendreiecke und der Seitenkanten gegen die Grundebene. Beispiele: 1) a = 10, 
b = 13 cm; 2) a = 18, b = 41 cm. 

Ergebnis. 1) « = 65« 22' 32", ß = 57« 2' 52"; 2) « = 76« 59' 50", 
ß= 71« 54' 52". 

29) Eine auf quadratischer Grundfläche stehende 17,1 cm hohe gerade Pyramide 
hat 4468,8 ccm Inhalt. Wie grofs sind die Grundkanten, die Oberfläche und die 
Winkel, welche eine Seitenkante mit der nächsten und mit der gegenüberliegenden an 
der Spitze bildet? 

Ergebnis. F = 2021,6 qcm, « = 62« 26' 13", ß = 98« 22' 2". 

30) Auf einem regelmäfsigen Funfzehnecke von a = 1,1293 m Seite soll eine 
gerade Pyramide von 1 cbm Inhalt entstehen. Wie hoch wird dieselbe? wie lang ist 
der Halbmesser des der Grundfläche einbeschriebenen Kreises? wie grofs wird der 
Neigungswinkel der Seitendreiecke gegen die Grundebene? und wie viele Quadrat- 
meter beträgt der Mantel dieser 1 cbm enthaltenden Pyramide? — Zweites Beispiel: 
a = 1 m. 

Ergebnis. 1) « = 36« 58' 30", M = 28,163 qm; 2) « = 47« 18' 58", 
M = 26,023 qm. 



31) Einem Kreise vom Halbmesser r ist ein regelmäfsiges Zwölfeck eingezeichnet. 
Dieses ist die Grundfläche einer Pyramide, deren Höhe gleich r ist. Wie grofs ist der 
Inhalt der Pyramide? (Man bestimme den Inhalt des Zwölfecks durch Zerlegen in 
gleichschenklige Vierecke.) [Das Ergebnis ist überraschend einfach.] 

32) Auf der Ebene eines Dreiecks, dessen Inhalt = G gegeben ist, steht in 
einem Durchmesser des einbeschriebenen Kreises ein gleichseitiges Dreieck senkrecht, 
welches diesen Durchmesser als Seite hat. Seine Spitze ist die Spitze einer auf dem 
Grunddreiecke stehenden Pyramide. Wie grofs ist der Mantel derselben? 
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lirgebnis. 1/ =: 2 6r. Die auf den sehr verschieden gestalteten Dreiecken 
vom Inhalte G in solcher Weise hergestellten Pyramiden haben alle gleiche Mäntel. 

33) Das Grundqnadrat eines Würfels mit der Kante a ist die Grundfläche einer 
Pyramide, welche ihre Spitze in einem der oberen Eckpunkte des Würfels hat. Wie 
grofs sind der Inhalt, die Oberfläche und die Seitenkanten der Pyramide und wie grofs 
ist der Winkel, welchen die längste mit der nächsten Seitenkante an der Spitze bildet, 
und ihr Neigungswinkel gegen die^Grundfläche? 

Ergebnis. ^ = (2 + V2) a^ = 3,414 a\ Beide Winkel sind 35^» 15' 52". 

34) Im Mittelpunkte eines Quadrates mit der Seite a steht die Strecke V2 a 
senkrecht. Durch ihren Endpunkt und jede Seite des Quadrates wird eine Ebene 
gelegt. Wie grofs ist bei der entstandenen Pyramide der Inhalt, die Oberfläche, jede 
Seitenkante, ihr Neigungswinkel gegen die Grundfläche und der Winkel, welchen sie 
mit der nächsten an der Spitze bildet? 

Ergebnis. F={l+V2)a^ = 2,414 a^; Neigungswinkel « = 35^ 15' 52", 
der Winkel an der Spitze ist 2 «. 

35) Im Schnittpunkte der Eckenlinien eines Quadrats errichte man auf dessen 
Ebene nach jeder Seite eine Strecke, gleich der Hälfte r einer Eckenlinie des 
Quadrates, und verbinde die Endpunkte mit den Quadratecken. Zunächst ist zu be- 
weisen, dafs jede Verbindungslinie gleich der Quadratseite a wird. Dann ist der Inhalt 
und die Oberfläche der so bestimmten Doppelpyramide durch die Kante a anzugeben. 
Nachdem man von den Endpunkten einer Eckenlinie 2r des Körpers auf eine Kante die 
Höhen h gefällt hat, welche die Schenkel des Neigungswinkels zweier Seitendreiecke 
sind, ist dieser zu berechnen durch Anwendung des Kosinussatzes auf jene Eckenlinie; 
in welcher Gleichung dann die Quadrate der Dreiecksseiten durch a^ auszudrücken sind. 

Ergebnis. J^=V3a3K2 = 0,471 a»;jP=2a2K3 = 3,464 a^ cos« = —V3, 
« = 109*^ 28' 17". 



36) Auf der Ebene eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite a steht in einem 
Eckpunkte die Strecke ^/2 a senkrecht. Ihr Endpunkt ist mit den Endpunkten der Gegen- 
seite des Grunddreiecks verbunden. Von der dadurch bestimmten Pyramide ist zu berech- 
nen der Inhalt, die Oberfläche, der Neigungswinkel des gleichschenkligen Seitendreiecks 
gegen die Grundfläche und der Grundwinkel im gleichschenkligen Seitendreieck. 

Ergebnis. J = 0,072 a^ F = 1,433 a^ a = 30<> und ß = 63« 26' 6". 

37) Dem Kreise vom Durchmesser d ist ein regelmäfsiges Sechseck eingezeichnet. 
Auf dieser Ebene wird in einem Eckpunkte eine dem Durchmesser gleiche Senkrechte 
errichtet und ihr Endpunkt mit allen Eckpunkten verbunden. Wie grofs sind die 
Verbindungslinien und ihre Neigungswinkel gegen die Grundebene? 

Ergebnis, x^ = 1,1180 d = x^, «i = 63® 26' 12" = «5, 
X2 = 1,3228 d = x^, «2 = 49® 6' 24" = «4, 
X3 = 1,4142 d, «3 = 45®. 

38) Dieselbe Aufgabe für ein regelmäfsiges Fünfeck. 
Ergebnis, xt = 1,1599 d = x^, «1 = 59"® 33' 12" = «4, 

X2 = 1,3800 d = xs, «2 = 46® 26' 12" = «3. 

39) Dieselbe Aufgabe für ein regelmäfsiges Achteck. 
Ergebnis. Xi = 1,0707 d = x-j, «1 = 69® 3' 32" = «7, 

X2 = 1,2247 d = X6, «2 = 54® 44' 7" = «e, 
xs = 1,3615 d = xr,, «3 = 47® 15' 55" = «5, 
X4. — 1,4142 d, «4 = 45®. 
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40) Auf einem regelmäfsigen Sechsecke mit der Seite a steht eine gerade Pyramide, 
in deren Seitendreiecken die auf der Grundkante stehende Höhe auch gleich a ist. 
Wie grofs sind die Oberfläche und der Inhalt der Pyramide und die Neigungswinkel 
der Seitendreiecke gegen die Grundebene? 

Ergebnis. F = 5,598 a^ J = 0,433 a^ « = 30^ ß = 26^ 33' 54". 

41) Auf einem regelmäfsigen Sechsecke mit dem Halbmesser q des einbeschrie- 
benen Kreises steht eine gerade Pyramide, deren Seitendreiecke die auf der Grund- 
kante stehende Höhe gleich 2 q haben. Wie grofs sind der Inhalt und die Oberfläche 
der Pyramide und die Neigungswinkel der Seitendreiecke und der Seitenkanten gegen 
die Grundebene? 

Ergebnis. J=2q\ F= 10,392 (»^ « = 60^ ß = 56*^ 18' 36". 

42) Im Mittelpunkte eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite a steht senk- 
recht auf dessen Ebene eine Strecke, die gleich der Höhe des Grunddreiecks ist. 
Durch ihren Endpunkt und jede Seite des Dreiecks ist eine Ebene gelegt. Von der 
so begrenzten Pyramide sind zu bestimmen der Inhalt, die Oberfläche, der Neigungs- 
winkel der Seitenkanten und der Seitendreiecke gegen die Grundfläche und der Grund- 
winkel in einem Seitendreiecke. 

Ergebnis. J=(V2a)', F= V4(K3+K3Ö) 0^=1,802 a^ « = 56^8' 36", 
ß = 71« 33' 54", y = 61« 17' 22". 

43) Auf der Ebene eines regelmäfsigen Sechsecks mit der Seite a steht in einer 
mitten hindurch gehenden Eckenlinie ein gleichseitiges Dreieck senkrecht, welches 
diese Eckenlinie zur Grundseite hat. Seine Spitze ist auch mit den 4 andern Eck- 
punkten verbunden. Von der hierdurch bestimmten Pyramide sind zu berechnen der 
Inhalt, die Oberfläche und der Neigungswinkel eines Seitendreiecks gegen die Grund- 
ebene. 

Ergebnis. F = ^k Q/J -f Kl5) a* = 8,40 755 a^; « = 63« 26' 6". 



44) Man verlängere die Höhe eines gleichseitigen Dreiecks über die Grundseite a 
um sich selbst und denke im Endpunkte auf der Zeichenebene eine Strecke senkrecht 
stehen, die gleich der halben Dreiecksseite ist. Ihr Endpunkt ist die Spitze einer auf 
dem Dreiecke stehenden Pyramide. Wie grofs sind die Neigungswinkel der Seiten- 
dreiecke gegen die Grundebene und die Inhalte der Seitendreiecke? Man ziehe vom 
Standpunkte der Pyramidenhöhe aus die Grundschenkel von den Neigungswinkeln der 
Seitendreiecke, um deren Höhenfufspunkte zu finden. 

Ergebnis. Jedes Seitendreieck hat den Inhalt V2 a*. 

45) Man zeichne ein regelmäfsiges Sechseck, denke in einem Eckpunkte eine 
Strecke, die gleich der Sechseckseite a ist, auf der Zeichenebene senkrecht stehen, 
und denke durch ihren Endpunkt und jede Sechseckseite eine Ebene gelegt. Von der 
so begrenzten Pyramide ist zu berechnen der Inhalt und der Mantel. Man ziehe vom 
Standpunkte der Pyramidenhöhe aus die Grundschenkel von den Neigungswinkeln der 
Seitendreiecke, um deren Höhenfufspunkte zu finden. 

Ergebnis. Jüf = (3 + V2 VV a^ = 4,3229 a\ 

46) Ein um den Kreis vom Halbmesser q beschriebenes Vieleck ist die Grund- 
fläche einer Pyramide, deren Höhe h im Mittelpunkte des Kreises senkrecht steht. 
Nachdem man die auf der Grundkante stehende Höhe jedes Seitendreiecks durch q 
und ihren Neigungswinkel angegeben hat, bestimme man die Gröfse des Mantels der 
Pyramide durch den Inhalt G des Grundvielecks, dessen Ecken mit dem Kreismittel- 
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punkte zu verbinden sind. Beispiele: 1) ä = 48,99 und 9 = 10 cm; 2) h= 14,79 
und ^ = 2,5 cm; 3) ä = 37,9 und q = 13,4 cm. 

Ergebnis. M = —, 1) M = bG, 2) M = 6G, 3) M = Sa, 

cos« ^ ' 



47) Die Ecke 0, welche (wie eine Ecke am Fufsboden des Zimmers) von drei 
rechten Seitenwinkeln gebildet wird, hat die Kanten OÄ = a, OB = &, OC = c. 
Durch das Dreieck ABC wird eine dreiseitige Pyramide abgegrenzt. Für den Inhalt 
des Seitendreiecks ABC ist eine Höhe zu bestimmen durch die Höhe des an ihre 
Grundseite stofsenden rechtwinkligen Dreiecks. Dann ist der Inhalt und die Ober- 
fläche der Pyramide anzugeben. Beispiele: 1) a = 1, ft = 2, c = 3 cm; 2) a == 1, 
ft = 3, c = 4: cm; 3) a = 6, & = 8, c = 9 cm. 

Ergebnis. JP = V2 [oft + oc + &c + V {ab)' + {ac^ + (60)^]. 
I)e7=lccm, ^=9qcm; 2)/=2ccm, ^=16qcm; 3)e7=:72ccm, ^=138qcm. 

48) Bei einem Würfel mit der Kante a wird durch die Endpunkte der drei von 
einem Eckpunkte auslaufenden Kanten eine Ebene gelegt. Wie grofs ist der Inhalt 
des Schnittdreiecks? Und wenn die gegenüberliegende Ecke des Würfels ebenso ab- 
geschnitten wird, wie grofs ist der Inhalt und die Oberfläche des übrig bleibenden 
Körpers? Wie grofs ist das Rechteck, welches den Körper in zwei deckbare Pyramiden 
zerlegt? Aus dem Inhalte einer dieser Pyramiden und aus ihrer Grundfläche ist ihre 
Höhe zu berechnen. Wo liegt deren Fufspunkt? 

Ergebnis. e7 = «/s a^ F == (3 + K3) a^ = 4,732 a^ Der Fufspunkt der 
Pyramidenhöhe licj mitten in der Eckenlinie einer Seitenfläche des Würfels. 

49) Auf der Ebene eines gleichseitigen Dreiecks steht in jeder seiner Seiten a 
ein ebensolches Dreieck senkrecht, und deren obere Spitzen sind mit einander ver- 
bunden. Von dem hierdurch bestimmten Körper läfst sich der Inhalt und die Ober- 
fläche dadurch finden, dafs man die Höhenfufspunkte des Grunddreiecks mit einander 
verbindet und das auf dem erhaltenen Dreiecke stehende Prisma als den mittleren 
Teil des Körpers zuerst berechnet. (Nur das Grunddreieck ist zu zeichnen.) 

Ergebnis. J= ^Is2a\ F= Vie (17 VT + 3Kl5)a^ = 2,56 649 a^ 



50) Von der Vorderfläche eines Würfels mit 10 cm langer Kante haben die 
Augen eines Zeichners 40 cm Abstand. Von den Endpunkten einer Kante der Hinter- 
fläche des Würfels gehen in dasselbe Auge Strahlen und schneiden die (auch erweiterte) 
Vorderfläche in zwei Punkten, die zu verbinden sind, wenn die Zeichnung des Würfels 
in dieser Ebene gemacht werden soll. Wie lang ist die Verbindungslinie? Ändert 
sich das Verhältnis der Länge der Verbindungslinie zur Darstellung der Kante der 
Vorderfläche, wenn die Zeichnung des Würfels iü irgend einer der Vorderfläche gleich- 
laufenden Ebene ausgeführt wird? 

Ergebnis. In jeder dieser Zeichnungen ist die Seite des Quadrates, welches 
die Hinterfläche des Würfels darstellt, nur */5 der Seite des für die Vorderfläche ge- 
zeichneten Quadrates. Dies ändert sich nicht in der Zeichnung für das andere Auge. 
Da tritt nur eine seitliche Verschiebung des kleineren Quadrates gegen das grofse ein, 
wie es bei den Darstellungen für ein Stereoskopbild sein mufs. 
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